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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


DEUXIÈME  COXCOIRS  DES  «  ^Ol]VELLES  AMALES  » 
POUR  1899. 


Résultat. 

Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  deuxième  concours  de  1899,  le  prix  a  été  dé- 
cerné à  MiM.  DupoRCQ  et  Gàllucci.  Leurs  Mémoires 
paraîtront  prochainement. 

D'après  le  Règlement  des  concours  des  Nouvelles 
Annales,  les  avantages  attachés  à  un  prix  non  décerné 
doivent  être  reportés  au  concours  suivant.  Ce  cas  s'étant 
produit  pour  le  premier  concours  de  1899,  les  avan- 
tages y  attachés  seront  reportés  au  deuxième  et  partagés 
également  entre  MM.  Duporcq  et  Gallucci, 


Ain.  de  Mnthcmnt..  3'  série.   I.   XIX .  Miinvier  t()ori.) 


(  o 


RÉSUMÉ  DES  PRIXCIPALES  FORMULES  DE  L\  THÉORIE 
DES  FOXCTIOXS  ELLIPTIQUES  ('). 


FONCTIONS   DE   WEIERSTBASS. 


Développements  en  produits  et  séries  infinis. 


sin«  =  M  I  I    (  i ^  W'"'^, 

coin  = H  7    ( 1 ): 

u       ^^  \u  —  m  T.        in~  I 

sin2  M        m'-       A^  \u  —  vi'ir)^ 


H  1     H' 


W  —   W  W  W'- 


2 


2^   "         -^J(«—  JV)3 


(')  Les  candidats  à  l'Agrégation  de  Mathématiques  seront  auto- 
risés à  se  servir,  pour  les  compositions  écrites,  de  ce  Tableau  qu'il? 
trouveront  à  la  librairie  Gaulhier-Villars. 


(3  ) 

Développements  en  séries  entières. 


■u 


2i.3.i  2».  3.5.7  29.32.5.7 


^"-û-*-rf3^"'-  ;^  "^-.^3.5^:7"--' 

«*  2^.5  22-.  24.3.^2  2^'J.7.I1 


^2 


=  60  V  -'-  ,         ^3  =  i4o  V  -^ 


Relations  entre  pu  et  ses  dérivées. 
p'^u  =  ^p^u-ffipu  —  fi^3=  i(pu  —  ei)(pu~e3)(pu~et), 
p"u  =  GpîM  -\frî, 

p"'  u  —  I2pup'  u. 

Homogénéité. 
a'(  |i.j<  I  (jiw,  (xw')  =  [X'y'iu  \  o),  tu'), 

^([J.M  I   [JLOJ,   (JL(l)')  =     -  Ç(m  I  (U,  (.0'), 

p(,uM  I  î^w,  ,u(o')  =  ^  p(rf  I  oj,  w'). 
H' 

^2({^W,   [iw')   =    --^2(W,  W'), 


Dégénérescence. 

3  \  2  W  /  \  2  W  / 


-(^) 


~  '"^  -  9»»  .  _  3^3  3 


su 


«"2  =   ^3  =  

2W/  2,^2  ^2  ,,^., 

.■^2  —  27  Ai  =  O, 

Ç«  -  —  colaiig ;-  -       —      // 

2  w  '>.  C(j        3  \  ■?.  (0  ' 

tf  f/  =  ?«  V  î  ">  '    SI  II 


(  4  ) 

2"     tO  =:  ce,  U>'  :=  ce  : 


pu  =  —-,  lu  =  -,  :fu  =  u, 

61  =  62=63=0,         ^2=0,         ^3=0. 


Périodicité  et  formules  d'addition. 

p{u  +  2a>)  =  p«, 

p(M-i-2C0')  =  p«, 
^(«  +  2w)  =  Çm-|-2  7),  7)=Çw, 

c'(  îf -f- 2  w' )  =  —  e2i^'(«+w'' 3' a, 

a'(M4-  2ma)  +  2/iCo')  =  (—  i)mn+m-i-ne^-2mri+in-f\'){u+moi+n(ù')  rf  ^-^ 
rjw' —  wr/  =  Ittï, 

le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  —  étant  supposé  po- 
sitif. 

cfi  u  -h  v)  (^Çu  —  i>) 


pu  —  pv 

pu  —  pv 

l  p'"  — pv 

2     p«  — pt- 


=  ^(îi  +  t^)—  ^(«  —  r)—  2^f, 


i     (^    /v'u  —  p' V  \ 
p a  —  p( «  +  p)  =  -  —  (  ^ î—    .. 

I  /p'u  —  p'v\^ 
pu-\-pi>  -hp{u-+-i>}^  - ^—  )  } 

,  ,  (ei— e2)(gi  — ea) 

p(u  -h  ta)  —  ei= » 

■^  ^  '  pu  —  61 

(62— ei)(f2— ^3) 


p  (  zt  4-  (0  +  10'  )  —  62  = 

p  (  U  -f-  (o'  ') 63  = 


pu  —  eo 
(63—  ei)(e3—  e^) 

pu  — 63 


(n 


Racines  Ci,  e-i,  e^. 


—  Fonctions  3*1,  ^"2,  ^3- 


u  =  e"n'' 


(w  —  a) 


a' eu 


s-,  a  =  ecn+^''" 


C'(co  4-  w'—  u) 


cj-l^w  -f-  w') 


a'(co'—  «) 
C3  «  =  e^  " 


pu  —  Cl  = 


s'a 


/CJ'2«V 
2  3'l  WOV^^^M 


l'a" 


Les  fonctions  <i^ ,  rfo,  0^3  sont  paires. 


d     CaU 


3'),U     ^U 


J«  o-x"        ct\u  ^l"-  du  ^^tu 

d    OVi ^JJ^  ^v^. 

dû    du  ~        3'«     ^" 


Fa/eur.  reeZ/e5  rfe  pu  gaanci  ^  et%  sont  réelles. 


Considérons  le  rectangle  de  sommets  o  co,  co  -h  co  o)  • 
Quand  l'argument  u  décrit  le  contour  de  ce  rectangle 
ians  le  sens  o,  0.,  co  +  co',  oV,  o,  la  fonction  pu  d 


e 
immue 


dans 

constamment  de  4-  co  à  —  co  : 


xo  Quand  a  va  de  o  à  co,  pu  est  réel  et  décroit  de  co  à 

e,  ;  p'uest  négatif. 

.0  Quand  u  va  de  co  à  co  +  co',  ^u  décroît  de  e,  a  e,, 
p'uest  purement  imaginaire  positive. 

3"  La  variable  u  allant  de  co  +  co'  à  co',  pu  décroît 
dee,  à  C3,  p'u  est  réelle  cl  positive. 


(6  ) 

4"  Enfin  n  revenant  de  t./  à  o,  pu  décroît  de  ^3 
à  ^ — co;  p'u  est  purement  imaginaire  négative. 

En  tout  point  pris  dans  le  rectangle,  pu  est  imagi- 
naire. 


FONCTIONS    DE   JACOBI. 


Séries  trigonométriques. 


H(a)  =  i\/q  ûnv  —  i\/q^  sin3p  -4-  i*\/q^  sin5p 
'iii{u)  =  is/q  cosp-i-  iyq^c.osZv-h  2  y^-*  ces  5  i-' 

&{u)  ~  I  —  iq  co?,iv  -h  '>.q'*co?,!^v  —  iq^co^^v 
Qi(u)  =  i  -h  2q  COSIV  -+-  2  5f*cos4  i'  -+-  9. ç^cosGf 


-i  --A2II+IK') 

e(«)=  ~  H(m+  fK'), 
i  A 

e,(a)=.  y  H(M-HK4-tK'), 


3>os  f/e  H(^^) 

9. /?tK  +  2ntK', 

»        Hi(m) 

(  2  «î  -H  I  )  K  -+-  2  rtf  K', 

>)          0(i<) 

2  771 K  -i-  (  2  « -T- 1  ) i  K', 

»          01  (m) 

{•2  m  -h  i)K  -+-  {'2  n  -i-  i)  iK' . 

Produits  infinis. 
H(a)  =  k2s/q  sini^(i  —  iq^  C0S2V  -+-  q'*){i  —  2  5r''-coS2t^  -h  <7*). . .; 

n,(t<)  =  h.-2\/q  ces  f  (l  4-  25^20032^  +  7^)  (1  -^  2  7''C0S2<.'  +  g8).  .  ., 

0(«)  =A(i  —  'iq  coi^v  -^  q^){\  —  '2q^C0's'2V  -\-  q^).  .  ., 
&i{ii)  —  A{i    h  T.q  cos2i^  -h  q-)  (i  +  2  5'3cos2P  H-  </'')... . 


(   7  ) 

Addition  d'une  demi-période  ou  d'une  période. 

.  '-{iii  +  iW)  —'j7-{u+iK') 

X  =  e    ^"^               ,  [jL  =  e'^              , 

H(«-f-K)=       H,(k),  ll{u-{-iK')=  îXe(M), 

e(a-f-K)=      e,(M),  e(u^iK')=  AH(m), 

H,(îf-+-K)  =  — H(M),  Ui(u-hiK')=  X0,(«), 

e,(jf-+-K)=     e(jo,  e,(w-t-tK')=    xni(iO, 

H(«-4-K-+-iK')  =      Xei(u),         H(iiH-2jK')=— [Jin(îO. 

e(M-t- K-t- fK')=     xn,(M),       e(i<-r2jK';  =— ijie(a), 

Hi(M+K-f- iK')  =  — Ae(M),       Hi(î<-f-2jK')  =      ixUi(u), 
ei(«-+- K -h  f  K')  =       iXH(a),       e,(« -I- 2iK')  =       [zeiCM). 

Dans  Lout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  K  ei  K'  par- 
ticularisés de  telle  façon  que 

*  /   =  1-+-  25^  -1-  2^*-f-  299-1-.  .  .  . 

lielations  entre  les  -i  et  les  fonctions  de  Jacobi. 
.,„,K.,K,=  îi|^"-).-,..         .-«A^)J'.'-, 

Ces  formules  donnent  les  fonctions  d  construites  avec 
les  périodes  spéciales  K  et  i¥J .    D'après  les  foraiules 
d'honiogétiéité,  les  fonctions  d  construites  avec  deux  pé- 
riodes oj  et  w',  assujetties  à  la  seule  condition 
w'  _  iK' 


s'obtiennent  innnédiatemenl  : 


•  1^ 


(  ^  ) 


Hl   (    -  «   I        1  YJ      ^ 

Hi(o) 
0i(o) 

0(0) 


—  II- 


FONCTiois's  snu,  en  II ,  dnu. 


I     U(u) 

y/A-  0(«; 

^  /P  B.iu)  ,j       U(K)        H,(o) 

^       Q{u)  ^  0i(o) 


Addition  dhine  demi-période  ou  d'une  période. 

sn(«  +  K)=:       •- j  sn(îi  +  jK)  = 


dnu  ^  k  snu 

,  --,  /l' sn  f/  ,  _,,  .  dnit 

cn(M-i-lv)= i ,  cn(u-\-iK)= — i-, 

dnu  ksnu 

dn(«  +  K)=       -; ,  dn(u-^iK)=  —  i , 

dnu  sn  w 

.,.,  dnu 

sn  (  M  -}-  K  -i-  j  K  ) 


en {u  -h  K  -+-  iK' )  — 


A  en  u' 

—  /A-' 

A  c  n  ii 


,    /  ..         t/x        .,,snM 

dn  (  i<  H-  K  +  t K  )  =  ik  ■ , 

en  M 

sn(i<-i-2K)=  —  snM,  sn{u -\- o.iK')  =       snu, 

cn(a  -f-  aK)  =  —  cn«,         en(it  +  at'K')  =  —  en w, 

dn(?y-H2K):=       dn«,         dn(«+ -2  i'K')  =  -   dn  i<. 


9) 


Argument  purement   imaginaire. 
Relation  entre  pu  et  sn u. 

.sn(u\  K',iK) 


3 


I 

sn^  u 


sn  (iu  j  K,  ili')  =  i'-^ — I  ",'  ."  ^  >        P(  w  |  I<,  t'K'  )  =  — 

^      '      '         ^         cn(  a|  K  ,  tk) 

cn(m|  K,jK')=  ■ — ; — ,  '       -(^-.^  p(a  !  w,  o)')  =  63^ \      ^      -; 

^  cn(«  I  h.  ,  jK)         \ 

Valeurs  réelles  de  sn«,  en  a,  dn«  quand  K  e/  K'  sont  réels. 

OA  =  K,         OB  =  K'  (».  i), 

Fig.   I. 

y 

B        C 


A     .c 


U 

0 

A 

C 

B 

sn« 

0 

I 

I 

•» 

cnw 


u 
du  u 


C         A         0 
o         k'         I 


Formules  d'addition. 
cna  =  cnw  cn(a  —  a)H-  snasn(M  —  a)dna, 
sn-u  -f-  cn-<<  =  I, 
A^sii- w  -f-  dn2«f  =  I, 

su  M  cil  V  Anv  ~v-  sn  t^  en  u  dn  « 


/•2  4-  ^'2  =  I , 


sn(it  -t-  i^)  = 


J  —  A^sn'M  sii-v 


cn{u  -h  i>)  = 
dn{u  -T-  v)  ^= 


,o   ) 

en  «  en  f  —  sn  a  sa  v  dn  a  du  i' 
I  —  k-sn^u  sn2(> 

dnu  dnt>  —  k^snu  sop  cna  en  i^ 
I  —  A"2sn2  u  sn^p 

Dérivées. 


Si  l'on  suppose,  comme  dans  ce  qui  précède,  K  et  K' 
liées  par  la  condition 


v/? 


2K 


d(snu)  . 

■ — j —       en  a  dnu, 

du 

d(cnu)  . 

, — -  =  —  snwdnii, 

au 

d(ànu)  ,„ 

-, =  —  K^snucnu. 

du 

Développements  en  séries  entières. 

7  "'  /  7  •)  /     0         o  ^  "^ 

1.2.3  1.2.3.4-3 

—  8A-3(a3-^33a) ^4^^ r..., 

I.2.a.4-3-0.7 

J.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

dn  W  =  I  -  /.2  ili  -1-  A-2(4  ^_  /,2)  ^^ 

1.2  1.2.0.4 


-A-2(i6+44/^2--A-*) 


1.2.3.4-5.6 

Autre  notation.  Fonctions  2?. 
10' 

W 

-     .  -  25 

2ri(p|':)  =  2g'*sin('-  —  2^*sin3t'7:-f-2f7*sin5PTt 

J.  9  2_5 

3r2(t.' I -)  —  2(7^  cosf- -!   27' 003  3t'-   r  27  ^  cos5t'- 


(  "  ) 

273(p|t)  =  I  -f-  2  7  cosat--  -\-iq'*  cos4t'~  -r-  27»  cosGrTC  -(-..., 

3ru(p|T)  —   I  —  27  COS  21^71  -I-  2<7''  C0S4t''!r  —  27'  COS 6(^71  + 

_  1_  1 

2^0 (t'  +  l -)  =  '■'?    ^e-^^'^iCt^),     2ri(f +i-:)  =  fV/    ^e-^'^'SroCt'), 
_  1  _  i 

e      2W       C'(M)  =  20)  ~      ' 
-'-lu'. 

e    2w      3-,  (a) 


u 

1  (;  = . 

^■2(0)  2  U) 


~'o(o) 


[02b] 

PROBLÈMES  DIVERS  SUR  LA  MÉTHODE  IWERSE 
DES  TA\GENTES  ('); 

Pau   m.  Ed.   GOLLIGNON. 

Problème  dériviî  de  celui  de  M.  de  Beaune. 

On  donne  un  axe  fixe  OX.  On  demande  de  trouver 
une  courbe  A13  telle  que,  si  l'on  mène  au  point  INl  la 
tangente  INIR  jusqu'au  point  R  où  elle  rencontre  l'axe, 
puis  par  le  point  R.  une  droite  RiV,  faisant  avec  RM  un 
angle  donné  a,  le  point  N,  où  la  droite  RN  coupe  la 
noi'inale  MN  à  la  courbe,  appartienne  à  une  droite 
donnée  OH,  faisant  l'angle  ^  avec  l'axe  OX.  En  d'autres 
termes,  le  segment  MN  compris  sur  la  normale  entie  la 

(')  Voir  p.  488. 


(  ^2  ) 

courbe  el  la  dioite  OH,  doit  être  vu  du  pied  de  la  tan- 
gente R  sous  un  angle  a  donné  constant. 

On  peut  prendre  pour  origine  le  point  O  où  la  droite 
donnée  rencontre  l'axe  OX.  Le  cas  où  la  droite  serait 
parallèle  sera  examiné  à  part.  Nous  prendrons  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  OY  menée  à  OX  par  le 
point  O. 

Pour  abréger  l'écriture  nous  poserons  m=:tanga  et 
b  =  tang[3.  Nous  avons,  par  conséquent, 

MN  =  RMx  m. 

Soient  X  =  OP,  j'  =  PiM  les  coordonnées  du  point  M 

de  la  courbe, 

37'=  OP',        jk'=P'N 

les  coordonnées  du  point  N,  commun  à  la  normale  et  à 
la  droite  OH. 

Menons  par  le  point  M  la  droite  ML  parallèle  à  OX, 
jusqu'à  la  rencontre  de  NP'.  Les  deux  triangles  MLN, 
RPM  sont  semblables  et  donnent  les  égalités 

LN  _  LM  _  MN  _ 
R P  ^  PM  "^  RM  ~  "^' 

Observons  de  plus  que  RP  est  la  sous-tangente  de  la 

courbe  égale  à  ^ Il  vient  donc 

LN  =  RP  X  m  =  my  -^ , 
"^  dy 

LM  =  PM  X  m  =  my, 
et,  par  conséquent, 

x'  =  OP'  =  OP  —  LM  =x  —  my, 
y=P'N  =  PM  +  LN  =jy-^my~. 

La  condition  imposée  au  point  ]S(x',j')  s'exprime 
par  la  relation  j)'=  Z'x',  équation  de  la  droite  OH;  ce 


(  '••'  ) 

(lui  conduit  à  l'équation  difTih-ontielle 
dx 


ou  bien,  eu  divisant  par  y, 

(0 


dx        ,  l  X  \ 

I  -\-  ni  -r-  =  " tn  ) 

\y        1 


dy 


Celte   équation   rentre    dans   le    type  des    écjuations 
homogènes,   et  les   variables  se  séparent  si  l'on  prend 

pour    variable    le    rapport   —   des     deux    coordonnées. 
Posons  —  =  if  ;  il  viendra,  en  chassant  x  et  dx. 

y 


x^m[t-\-  ■•^j  ^b(^t-in) 


iv  I 

Un  résoudra  cette  équation  par  rapport  a  -^—\  il  vient 


m  dt 


y         {b  —  m)t  —  (bm-^ï) 


Mais  m  ^^  tanga,  b  =  langui  ;  donc 
I -4- 6m        i-f- tanga  tangP  _  i 


dt 


b  —  m         taiig[i  —  tanga         tang(P  —  a) 

I  -+-  bi 


m  —  b 


cot(p  — a); 


et  nous  ferons  ^u  ^  cot(^  —  a)  = ,  pour  simpli- 
fier la  notation.  jNons  aurons  donc 


(2) 


y         b  ~  ni\t—  IX / 


équation  dont  l'intégrale  générale  est 


(3)  y  =  C{t-ixy'-'", 

avec  une  constante  arbitraire  C. 


(  '4  ) 

Le  cas  de  ^  =  ni  doit  èlre  traité  à  part;  on  a  alors 
P  ==;  a,   et  cot([j  —  a)  a  une  valeur  infinie.  L'équation 

perd  son  terme  en  t  et  se  réduit  à  la  forme 

(ibis)  -^  = r= ^dt, 

^  ^  y  1-+-  mb  1  -i-  m^ 

d'où  résulte  l'équation  intégrale 

m 

(3  bfs)  jK=CÉ'"i+^'. 

Si  dans  l'équation  (3),  qui  correspond  à  la  non-égalité 
de  m  et  de  b,  on  remplace  £  par  —>  il  vient  pour  l'équa- 
tion de  la  courbe  cherchée 

h  m 

(4)  7'^"=^=C(a7-[ji7)''^^. 

La  même  opération  appliquée  à  l'équation  (3  bis) 
conduit  à  l'équation 

Les  deux  équations  (4)  et  (4  ^'.?)  donnent  la  solution 
dans  tons  les  cas  possibles,  sauf  celui  où  la  droite  OH 
est  parallèle  à  OX.  Mais  pour  la  discussion  du  problème, 
il  convient  d'examiner  plusieurs  cas,  suivant  que  l'on  a 
h  <  m  ou  Z»  >-  m,  et  suivant  que  m  est  positif  ou  néga- 
tif. Quant  à  Z>,  on  peut  toujours  le  supposer  positif. 
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Discussion  de  la  solution. 

Premier  cas  :  b  et  m  positifs.  —  Ce  cas  so  subdivise 
en  deux,  suivant  que  b  est  [)lus  petit  que  vi  ou  que  b  est 
plus  grand. 

1°  b  <m. 

L'équation  (4)  devient,  en  prenant  positivement  les 
exposants  dans  les  deux  membres, 

m  b 

{x  —  \i.y  )'"  -  ''  =  Cy'"-''. 

Il                       '       -c                            ■                      I  -(-  bm 
l.e  nombre  [a  est  negatii ,  car  on  a  toujours  ]x  =  -. ; 

nous  poserons  donc  [J.  =  —  u-',  et  l'équation  deviendra, 

m 
en  posant ,  =  //, 

(r-+-(X>)''=  CjK«-'. 

Lorsque  n  est  entier,  la  courbe  est  une  courbe  algé- 
brique du  n"^™"  ordre. 

Le  signe  de  m  dépend  du  sens  dans  lequel  on  porte 
le  segment  MN  sur  la  normale  a  la  courbe;  ce  sens 
doit  être  choisi  dans  chaque  cas  particulier  de  manière  à 
justifier  les  formules  de  transformation  dont  on  a  fait 

usage,  savoir 

x'  =^  X  —  my, 

,  y  dx 

r  =r  +  '«^- 

2°  Z»  >  m. 

L'équation  (4)  conserve  sa  forme  primiiive,  [o.  est  po- 
sitif, et  si  l'on  fait  -, =:  n.  elle  devient 

b  --  m  ^ 

yn+l=  C{x  —  [ly)". 

Si  //  est  entier,  elle  est  du  (n  -+-  i)""'^  ordre. 
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Second  cas  :  h  positif,  m  négatif.  —  Alors  b  —  ni  est 
toujours  positif.  Faisons  m  =  —  m',  en  mettant  le  signe 
en  évidence.  L'équation  (4)  deviendra 


ou  bien,  en  ramenant  les  exposants  à  une  valeur  positive, 


yl.+niy^  [x—  ^yf  +  i'^'^i  G. 

„  I  -T-  mb         1  —  hni  ,  .  ./. 

Dans  ce  cas  \x  =  -, =  —, r  peut  être  positit, 

b  —  m  b  -+-  ni     '^  '- 

nul  ou  négatif,  suivant  que  bni'  est  moindre  que  l'unité, 

égal    à  l'unité,    ou    plus    grand   que   l'unité.    Faisons 

b  -\-  m'  .  ,        6  -f-  m'  Il         ,  ,  , 

— — ^ —  =  n,  ce  qui  entraîne  — -, —  = L  équation 

m  '1  b  n  —  I  ^ 

devient 

n  —  \  \_ 

jK  "    x(a7—  \i.yr=  G, 

et  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la 
puissance  dont  l'exposant  est  w,  il  vient  en  définitive 

^«-'  ^{x—\j.y)  =  G". 

Nous  résumerons    les  divers    cas    que   nous   venons 
d'indiquer  dans  le  Tableau  suivant  : 


i 


(   >7  ) 


No 


s   o 


+ 


5^ 


^   O    ^ 

^  Il  -N 
a.        -j 


N 


+  :5 


i    :i-    a. 


V     II     A 


<!<><> 


o    -> 


V 


A 


A~S 

•^  + 

*■«<> 

<> 

Ann.  de  Matliëniat.,  3"  série,  t.  \1\.  (Janvier  1900.) 
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La  constanle  C  qui  figure  dans  ces  équations  est  par- 
tout homogène  à  une  longueur.  On  peut  la  faire  égale  à 
zéro,  sauf  dans  le  cas  de  b  =  m.  On  obtient  alors  pour 
solution  une  droite  quelconque  passant  par  l'origine. 
Si  l'on  prend  la  droite 

y  =^tang(p  —  a), 

on  voit  qu'elle  satisfait  à  toutes  les  conditions  en  y  asso- 
ciant la  droite 

y=.r'lang[i, 

qui  fait  l'angle  a  avec  la  première. 

Parmi  toutes  les  courbes  qui  sont  comprises  dans  le 
Tableau  précédent,  il  peut  y  avoir  des  courbes  du  second 
ordre.  On  en  obtient  : 

1°  En  faisant  n  =  2,  pour  m  positif  et  plus  grand 
que  h  ; 

2"  En  faisant  ji  =  i  ^  avec  m  positif  et  moindre  que  b  j 

3"  En  faisant  n  =  2,  pour  m  négatif. 

On    obtient,    en   effet,    d'après   ces    hypothèses,    les 

équations  : 

(x  -h  ]J-'.y)-=  Cy, 

qui  représente  une  parabole; 

Gix  —  iiy)  =j'2, 
qui  en  représente  nne  autre  ^  et 

qui  représente  des  hyperboles. 

Les  paraboles  passent  par  l'origine,  au  point  de  ren- 
contre de  l'axe  OX  et  de  la  droite  y'  =  bx'. 

Si  l'on  cherche  à  appliquer  cette  théorie  à  une  para- 
bole quelconque  passant  par  l'origine,  on  n'est  pas  cer- 
tain d'avance  que  cette  parabole  possédera  réellement 
la  propriété  indiquée.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 
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que  les  valeurs  de  m  et  b  soient  réelles 5  autrement  il 
n'existerait  pas  de  droite  réelle  satisfaisant  à  la  condi- 
tion imposée.  Prenons,  par  exemple,  la  parabole 

{x-i-ij.yy-=cy. 

Nous  devons  déterminer  m  et  b  par  les  relations 

m 

r  =  /i  =  i, 

ni  —  0 

1  -i-  bni  , 

T  =  I-^  • 

m  —  0 

On  tire  de  la  première 

h  =  I  m , 
et  la  seconde  devient 

■>, 
m 
ou  bieu 

m''-  —  ijl'/»  -7-  2  =  o. 


On  a  donc  pour  m 


m  =  ^±i/  '- ■}.. 

'>■       V    4 
Le  nombre  m  ne  sei'a  réel  qu'autant  qu'on  aura 

V-'-  >  8, 

et  la   moindre  valeur  admissible   pour    u'  est  égale  à 
2^/2;  à  cette  valeur  limite  correspondent  les  valeurs 

m  =  s/'jL,         b  :=  -— , 
/■>, 

ce  qui  donne  pour  les  angles  a  et  [i 

a=>/,»44',  ^  =  35'' 16' 

environ.  Les  deux  angles  sont  complémentaires,  puisque 
le  produit  des  tangentes  est  égal  à  l'unité. 


(    ^^o   ) 

La  parabole 

C(.r  —  ij.r)  =  yi 

correspond  aux  valeurs  de  m  et  b  déduites  des  équations 

m 

=  «  =  9,, 

o  —  m 

I  +  mb 
h  —  m 

De  la  première  on  tire  b  =  ~iti,  et  substituant  cette 
valeur  dans  la  seconde,  il  vient 

3  m-  —  [jt  m  -h  9.  =  o, 
ce  qui  donne 

6  ~  V    3fi        3  G 

La  propriété  n'est  donc  réelle  pour  la  parabole  que 
si  [j.  est  au  moins  égal  à  2  y/6. 
A  la  valeur  limite 

correspondent  pour  ni  et  b  les  valeurs 

et  l'on  a  encore 

de  sorte  que  les  valeurs  limites  des  angles  a  et  [3  sont 

encore  complémentaires.  On  a,  pour  ni  =  4/ -, 

a  =  39"  i4', 
et  pour  &  =  i/  -> 

p  =  50^-46' 
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Lorsqu'on  examine  de  même  les  hyperboles  repré- 
sentées par  l'équation  générale 

on  a,  puisque  m  est  négatif  et  égal  à  —  i)i\ 

h  -H  m' 


n  =  ■>., 


h  m' 


On  tire  de  la  première 

b  =  m', 
et  la  seconde  devient 

/?l'2  -+-   i  \X  fil' I   =  (>, 

ce  qui  donne  pour  m' 


ni'  =  —  [x  ±1  \/[x-  -\-  I . 

Il  faut  que  m'  soit  réel  et  positif.  La  réalité  de  m  est 
assurée  quelle  que  soit  la  valeur  de  [x.  Mais  la  valeur 
positive  exige  qu'on  prenne  le  signe  supérieur  du  radical 
et  qu'on  pose 

m'  =  —  [Ji  -+-  y/ [A-  -+-  I  • 

La  même  formule  donne  b,  puisque  b  =  m' . 

Pour  [JL  =  o,  m' =  I,  et  la  courbe  devient  l'hyperbole 
xy  =  C-,  rapportée  à  ces  asymptotes.  La  droite y'=:  bx' 
est  alors  la  bissectrice  y  =  x  de  l'angle  des  axes.  11  est 
aisé  de  vérifier  géométriquement  la  propriété  de  la 
courbe. 

Propriété  oéxérale  des  courbes  étudiées. 

Si  on  laisse  de  côté  la  constante  C,  l'équation  de  la 

courbe,  sauf  le  cas  de  b  =  m,  ne  dépend  que  des  expo- 

/n               h  -1-  ni  ,  /-,.   .  , 

sants   r   ou  ; —  et  du  coeiucienl  'x.   Les  expo- 
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sants  ne  sont  pas  altérés  si  l'on  multiplie  les  nombres  m 
et  h  par  un  même  nombre  \\  mais  le  coefficient  [a  subit 
de  ce  fait  une  certaine  modification  et  passe  générale- 
ment de  la  valeur 

I  -i-  mb  ,   ,         ,  i  -I-  mbl'^ 

a  la  valeur 


m  —  b  l{m  —  b) 

Toutefois,  il  conserve  sa  valeur  si  l'on  a  identiquement 

I  -\-  mb         1  -{-  rnbl^ 
m  —  b         lim  —  b) 

c'est-à-dire    si   le   facteur    A    satisfait    à   l'équation   du 
second  degré 

\nib         /  m  b 

Les  racines  de  cette  équation  sont 

)v  =  I         et         X  =  — T-- 
mb 

La  première  laisse  subsister  sans  altération  les  coeffi- 
cients m  et  b.  Mais  la  seconde  montre  que  l'équation  de 
la  courbe  reste  la  même  si  l'on  substitue  aux  rapports 

m        et        6 
les  rapports 

/?iA  =  -,-         et         l  A  =  —  ; 
b  m. 

ce  qui  revient  à  remplacer  les  angles 

a         et         ^ 


par 


les  angles 


i  et a, 

2 


c'est-à-dire  par  les  angles  complémentaires  alternés. 
Dans  les  cas  limites  signalés  plus  haut,  les  angles  a 

et  [i  étant  complémentaires,   la  substitution  de  ^  —  [5 


(  2'^  ) 

à  a  laisse  a  tel  qu'il  est,  et  'p  est  de  iiiètne  conservé;  de 
sorte  que  les  nombres  m  et  h  ne  peuvent  subir  aucune 
altération  sans  changement  de  la  courbe. 

Cas  du  parallélisme  des  droites  OX,  OH. 

II  reste  un  cas  à  examiner  :  celui  où  la  droite  donnée 
est  parallèle  à  la  droite  OX.  Le  problème  est  alors  plus 
simple,  car  il  suliit  d'égaler  l'oidonnée  y'  à  une  cons- 
tante //.  L'écpiation  différentielle  devient 

dx       , 
et  l'intégrale  générale  est 

mx^  f^^i^j  —y- 

C'est  l'équation  de  la  courbe  de  M.  de  Beaune  géné- 
ralisée, rapportée  à  l'asymptote  et  à  un  axe  perpendicu- 
laire. 

On  voit  que  le  problème  est  très  général  et  comprend 
comme  solution  des  courbes  d'ordres  et  d'espèces  très 
difféientes,  les  unes  algébriques,  les  autres  transcen- 
dantes; celles-ci  sont  de  la  forme 

X yl     --T 

m  \  ( . 

ou  de  la  forme 

mx  =  hii-rA  —y- 


Toutes  ces  courbes  peuvent  être  regardées  comme 
engendrées  par  le  sommet  M  d'un  angle  droit  RAI\, 
appartenant  à  un  triangle  rectangle  formé  par  la  tan- 
gente iNlK,  la  normale  JMJ\  et  la  droite  RN  qui  joint  le 
pied  R  de  la  tangente  à  rinlerseclion  ?S  de  la  normale 
avec  la  droite  (i\e  OU.  Si  l'on  fait  suivre  la  courbe  au 
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point  M,  le  triangle,  dont  les  deux  autres  sommets 
décrivent,  l'un  l'axe  OX,  l'autre  la  droite  OH,  se  déplace 
en  se  déformant,  mais  en  conservant  sa  similitude, 
puisque  l'angle  MRN  =  a  et  l'angle  droit  RMN  restent 
constants  tous  deux.  De  plus,  le  côté  RM  reste  tangent 
à  la  courbe.  Imaginons  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  mobile.  Son  centre  sera  le  milieu  I  de  l'hypoté- 
nuse RN.  Considérons  deux  positions  infiniment  voi- 
sines du  point  M  et  du  tiiangle  RMN  qui  y  est  attaché. 
Quand  ce  triangle  passe  dans  la  position  infiniment 
voisine  R'M'IN',  le  point  I  passe  en  F,  la  ligure  tourne 
de  l'angle  formé  par  les  tangentes  RM,  RM',  c'est-à-dire 
de  l'angle  de  contingence  de  la  courbe-,  enfin  les  dimen- 
sions linéaires  du  triangle  sont  réduites  dans  le  rapport 
des  diamètres  RM,  R'JN'  des  deux  cercles  circonscrits. 
On  passe  donc  de  la  première  position  à  la  seconde  : 
1°  par  une  translation  II';  2°  par  une  rotation  autour 
de  I  égale  à  l'angle  dio  de  contingence;  3°  par  une  dila- 
tation ou  une  contraction  mesurée  par  le  rapport  de 
deux  droites  homologues  prises  dans  chaque  figure  : 

R'N'  _  R'M'  _  M'N' 
"rF  ~  "RM"  ~"  IdN" 

Les  coordonnées  x,,  y^  du  centre  I  du  cercle  mobile 
sont  données  par  les  équations 


Xi 


-  Ux 

ydx    , 

-U" 

-dy-' 

y 

1           dx 

^  X  

\ni-\-  -j- 

I 

■1 

1 

\           dy 
dx\ 

=  ~  y  \ 

I  -1-  m  -- 

2-^    ' 

\ 

ci  y] 

b 


J'i  =  -  J  (^H-  m  --."i  =  -{bx-  my  ). 

Si  de  ces  relations  on  tire  x  et  y  en  fonction  de 
X),^),  et  qu'on  substitue  dans  l'équation  de  la  courbe, 
on  aura  comme  équation  finale  en  x^  et  7  )  l'équation  du 
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lieu  du  point  I.  Une  fois  ce  lieu  tracé,  le  lieu  du  point  M, 
c'est-à-dire  la  courbe  (j:,  y),  s'en  déduirait  aisément  : 
par  chaque  point  I  faisons  passer  la  droile  RN  qui,  dans 
l'angle  HOX,  est  divisée  au  point  I  en  deux  parties 
égales.  Cette  droite  construite,  on  fera  sur  RjN  un 
triangle  rectangle  en  M,  et  ayant  l'angle  a  en  R.  Le 
sommet  M  de  l'angle  droit  sera  le  point  correspondant 
de  la  courbe. 


[A3a] 

THÉORÈME  SIK  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES; 

Par   m.    p.    SONDAT. 


Si  l'équation 

n(n  —  [)  „  ,  , 

(i)   r:,(.r)  =  ax"  —  nbx"-^-^ ex"--  —  ...-^  nLv  —  l 


de  degré  impair,   a racines  égales,  on  a,  pour 

cette  racine  multiple, 

A,         A, 

A,  A,  et  A2  étant  des  fonctions  homogènes  et  du  second 
degré  des  coefficients  a^  b^  c^  . .  .^  h.,  k^  l. 

Appelons  o,,  0-21  'fsi  •  •  «5  'f«-ij  ^'5  l^s  dérivées  suc- 
cessives de  cp,  divisées  respectivement  par  /z,  n{n  —  i), 
n{n  —  i)('^  —  2)1  •••jCtsoit 

<l{x)  =  bx'^-i  —  in  —  I  )c:f«-2-(-.  ..—  («  —  \)kx  -^  /. 

Dans  j,  et  -];,  remplaçons  les  puissances  (h-croissantcs 
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de  X  par  k^  //,  .  .  . ,  c,    b,  a  al  ensuite  par  l^  fi\,  h,  .  .  . , 
c,  i,  ou  posons 

[  A  =  «/i  —  (  n  —  I  )  6/i  -f- .  .  .  —  ( rt  —  I )  /i6  +  Aa , 

(2)  <   \i—  al  —  (/i  —  i)b/c -+-...  — (n  —  ij /ic -\- kb, 
{  1,=  bl  —  {n  —  \)ck  -T-.  . .—  (n  —  i)Ac  +  /6. 

Dans  ces  fonctions  homogènes,  remplaçons 

a,     b,     c,      . . . ,     /<,     />",     / 
par 

et  appelons   A',   A',,   A!,   les  résultats  d(;s  substitutions. 
Nous  aurons 

/    A' =   a'^i    — («  — ijcpjcp,,..,-!-...— {«  — l)ç2'-?/i-l-r- «'f  1. 

(3)  '    A'j=:    ao    —(/i  —  i)cpiO„_i-+-. ..—  (/<— ij<p2?«-2-t-'fi?/i-i, 

(    a;  =  cp'i„_i— (rt— l)c5,cp,j_2-f-..   —  («  — IjOiÇH-o-r-^'f/j-l- 
Or  -y—  =  0,  donc  A'  est  indépendant  de  r. 
De  plus 

(4)  A'  =  A, 

car  en  faisant  x  =  o,  on  rend  les   termes  de  A'  égaux  à 
ceux  de  A  ('  ). 
On  trouve  aussi 


d'où 


dx   ~     ' 


A,  —  A.r  +  c, 

et,  en  faisant  x  =  o,  —  A|  =  c.  Donc 

(5)  A'i  =  Aj7  — Al. 

(')   Voir  uii  llicorcme  analogue,  yV.  .4.,  p.  1G9;  1807. 
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En  procédant  de  même,  on  aura 

—~  =  2  A,  =  i\x  —  2A1, 
clx 

(6)  A',  =  Aa;- — ^Aj^f-i-Aj. 

Cela  posé,  si  l'équation  (1)  a racines  égales,  en 

attribuant  à  x  la  valeur,  soit  p,  de  cette  racine  mul- 
tiple, annulant  '^,  'j,,  . .  .,  <p„_i  et,  par  suite,  \\  et  A.',, 

on  aura,  pour  la  déterminer,  les  deux  équations 


(7) 

d'où 

(8) 

et,  par  suite, 


Ap  —  Ai  =  o, 
Ap-  —  -2  Al  p  -î-  Ao  =  o, 

A,         A, 

P^  â  =  aV 

Af—  AA,  =  o, 


pour  l'une  des  conditions  de  multiplicité. 

Remarques.  —  I.   Si  0  était  une  racine  multiple  de 

l'ordre >   annulant  A',   A,,   A^,   les  équations  (-), 

devenant  identiques,  la  laisseraient  indéterminée,  mais 
l'équation  ^2=  «,  traitée  de  la  même  manière,  la  ferait 
connaître,  et  l'on  aurait  alors  les  trois  conditions  simples 
de  multiplicité 

A  =  o,  Aj  =  o,  A.2  =  o. 

II.  Avec  «  =  2v  pair,  si  l'équation  (i)  avait  v  +  i 
racines  égales,  chacune  des  équations  o^  =  o,  'l  =■  o,  de 
degré  impair,  en  aurait  v,  car 


et  le  théorème  leur  serait  applicable. 


(  '-S  ) 
Donc,   f/uand  une   é(/uatio/i   algébrique,   de   degré 
(juelconque,  a  plus  de  lu.  moitié  de  ses  racines  égales, 
la  racine  multiple  doit  affecter  la  forme  (8). 

applications.  —  I.  Si  n  =  3,  on  a,  pour  une  racine 
double, 

_     bc  —  ad     _  -lie- — lui) 
^^'  ''^  ^b-2  —  ac)  ^     bc  —  ad    ' 

II.  Si  n  =  5,  on  a,  pour  une  racine  triple, 

_      -icd  —  3be-+-af     _  •i{^d'^ — ^ce-\-bf) 
'        '2(3c2  —  460^-1- «e)  rtcd — Zbe -^  af 

CL  les  trois  trinômes  seraient  nuls  avec  une  racine  qua- 
druple, donnée  par  (9). 

IIÏ.  Si  «  =  6,  une  racine  quintuple  est  donnée  par  (9), 
une  racine  quadruple  par  (10)  et  entraîne  alors  la 
condition 

10  d-  —  i5ce-i-66/  —  ag  "=  o. 


[Qlb] 

LES  SÉUIES  »A\S  LA  PA^GÉOMÉTUIE; 

Par  m.  m.  EFIMOV. 


Dans  son  Précis   de  Géométrie  ou  Pangéométrie, 
Lobatchcfskj  emploie  les  relations 


tang-  11(37)  =  e-^, 


sinn(vf  )  = 


cosn(37)  = 


e^ —  e- 


Puis  en  remplaçant,  dans  un  triangle  dont  les   côtés 


(    2ç,   ) 
sont  infiniment  petits,  ces  expressions  par  leurs  valeuis 
approchées 

sinlT(j')  =   1 x-, 

cos  n  (  .r  )  =  r  —  -  a-3  =  jr.^ 


ta 


ngn(:j7)  =  ^(>— ^,-^')  =  '-: 


il  trouve  les  théorèmes  de  la  géométrie  noa-euclidienne. 
On  peut  montrer  que  l'équation 

sinn(a)sinn(6)  =  sinn(c) 

embrasse  aussi  le  théorème  de  Pythagore.  Eu  effet,  eu 
substituant  les  valeurs  approchées,  on  aura 

(^-t)(-^)  — f 

Ensuite,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  au  second,  particulièrement  dans  un 
triangle  presque  isoscèle,  il  vient 

De  la  même  manière,  la  relation  de  Lagrange  entre 
triangles  sphérique  et  rectiligne,  dans  lesquels  les 
côtés  sont  égaux,  mais  les  angles  différents,  permet  de 
déduire  la  formule  fondamentale  de  la  pangéométrie 
pour  la  résolution  des  triangles  obliquangles. 

En  remplaçant,  dans  la  formuh;  du  triangle  sphé- 
rique 

cosc  =:  cos«  cos6 -T- sinrt  sin  6  cosG, 

les  valeurs  des  côtés  par  leurs  développements  en  séries 
irigonométriques,  on  a 

'  -  7  =  (' -  T  ;(' -  T  j  ^ '^H' ~  ~ô— ;  "'^^- 


(  3o  ) 
Il  en  résulte 

siiin(c)=      sinn(a)sinn(^>) 

-r-cosn(«)cosn(6)/ I— """7    ")  cosG. 

Puis,  dans  tout  triangle  rectiligne, 

c-  =  a-  ~  b-  —  -1  ah  cos  C; 

et  quand  l'angle  C  s'approche  de  y>  alors   son  cosinus 
tend  vers  zéro;  par  suite 

r/2-f-  b-    _  C- 


fi  G 

Mais 

tangn(c)  =  ^^i-Icî^, 

ce  qu'on  déduit  aussi  immédiatement  de 

I    „ 
sinll(c)  -i 


cosn(c)  I 


Par  conséquent 


d'où 


^^"s"(^^==^dr(7)(/-^^ 


I  —  -  c-  =  sinri(c). 
6 


On  détermine  enfin 

sinll(c)=      sinn(«)sin  n(6) 

-T-  sinll(c)  cosn(«)  cosn(6)  cosC, 

d'où,  en  divisant  par  le  premier  terme, 

„,     ,         „,,  _        sinn(a)  sin  11(6) 

I  — cosn(rt)cosn(6)cosG  = \  ;,,   ^  ^   ' ■ 

sinll(c) 


(  3.   ) 
Il  esl  évident  que  les  valeurs  approchéi's,  acluellemeiit 
enseignées,   sont  les  deux   premiers  ternies  des  séries 
suivantes 

•2                      x^        ''ix'*        6i.r^ 
sinn(.r)  = =1 1 —. jrr- 

i3853^*        5o52ja:'o 


8!  lo! 


Dans  Tautre  cas, 

2.3" 

I   .r2 
'  '~  3  T 

" ^"''        e-f— e-A- 

7    .r*        Si  a-«        38 1 

^  75  4!  ~^  (Ti  "^  T^" 

8T 

CERTIFICATS  D'ÉTIDES  SIPERIEURES 
DES  FACILTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1899.    —    COMPOSITIONS. 


Clermont . 
Ci-nTiFicAT  d'Analvse. 

Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  M  de  la  courbe  soit  une  fonction  donnée 
du  rayon  vecteur  OM  de  ce  point,  O  est  un  point  fixe . 
Traiter  complètement  le  cas  oii  le  rayon  de  courbure 
est  pioportiotinel  à  OM. 

Lorsque  la  distance  OP  du  point  O  à  la  tangente 
en  M  est  proportionnelle  à  une  puissance  ^feOM,  il  en 
est  de  même  du  rayon  de  courbure;  trouver  l'équation 
de  ces  courbes  sous  forme  finie. 


(  3.  ) 
Epreuve  pratique.  —  Calculer  les  deux  intégrales 


I    T?{i  —  a:)?dx, 


f 


e^  x?i\  —  x)?dx. 


En  déduire  une  valeur  approchée  du  nombre,  base 
des  logarithmes  népériens  ;  limite  supérieure  de 
Verreur  commise. 

Certificat  de  Mécanique. 

I.  Un  point  mobile  sur  une  parabole  est  soumis  à 
l'action  d'une  force,  fonction  de  la  distance,  passant 
par  le  forer.  Trouver  la  loi  de  la  force  pour  qiie  cette 
parabole  soit  une  courbe  brachislochrone. 

Etudier  le  mouvement  et  calculer  la  réaction. 

II.  Dans  le  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan  une 
droite  du  plan  mobile  passe  par  un  point  fixe  O,  la 
base  est  un  cercle  passant  par  O. 

Trouver  la  roulette  et  construire  à  chaque  instant 
le  cercle  des  infle.xions. 

Epreuve  pratique.  —  Une  aire  plane  homogène  est 
limitée  par-  deux  droites  rectangulaires  OA,  OB  et  un 
arc  de  cercle  AB  tangent  à  ces  deux  droites. 


Trouve/-  en  unités  C.  G.  S.   : 

i"  Les  distances  du  centre  de  gravité   aux    deux 
droites  OA  e^  OB; 


(  3.^  ) 
2°  Le  moment  d'inertie  de  l'aire  par  rapport  à  la 
droite  AB. 

Masse  totale  de  l'aire  =  3  4<^fS 

OA  .=  OB  =  i8o. 

Grenoble. 
Certificat  d'Analyse. 
On  considère  la.  surface  définie  par  l'équation 

{x- -r-  y- -h  z-)x  —  ■ia{x'^-^y'^)  =  o, 

et  l'on  demande  de  déterminer  : 

\°  Les  lieux  des  traces  des  normales  à  cette  surface 
sur  les  plans  zOx  et  j^O.r-, 

2°  Les  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

On  reconnaîtra  ijue  cette  su/ face  est  de  deux  façons 
différentes  V  enveloppe  d  '  une  famille  de  sphères. 

Épreuve  pratique.  —  Développement  de 

y  =  \{x  -\-  \/x^—i)"'  -H  .^  (.r  -h  y/.r-''— i)-'", 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  a:,  m  étant  entier 
ou  fractionnaire.  Cercle  de  convergence. 

'     Certificat  de  Mécanique. 

Épreuve  écrite.  —  Un  point  matérielM.,  de  masse  m., 
non  pesant,  est  mobile  sans  frottement  sur  la  sphère 

x"--^ y--\-  --  =  «-. 

Q  et  •!/  désignant  ses  coordonnées  polaires  i^colati- 
tude  et  longitude).  Il  est  soumis  à  l'action  d'une 
force  F  dirigée  constamment  suivant  la  tangente  au 
méridien  et   que  l'on  convient  de  considérer   comme 

Ann.  de  Matliémat.,y  série,  t.  \I\.  (.lanvier  ifioo.)  o 


(  34  ) 
posilwe  dans  le  sens  oh  0  croit^  connue  négative  dans 
le  sens  opposé. 


i"  Démontrer  que  F  peut  être  exprimé  par  la  for- 


dc 


oii  A  est  une  constante  positive  ; 
2"  On  suppose  F  donné  et  égal  à 


sin2  6^ 


(:^>o); 


on  demande  de  déterminer  les  différentes  trajectoires 
que  peut  décrire  le  point  h  et  de  montrer  que  les  cônes 
avant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour 
directrices  ces    trajectoires    sont    tous   du   quatrième 


degré. 


Examiner  le  cas  particulier  suivant  : 

(Liq  =  o;  la  vitesse  initiale  Vq  est  perpendiculaire  à  O  ;, 


et  l'i 


4  ;j^« 

0  sin2  0o 


Ou< 


!)• 


Éprfx've  pratique.  —  On  donne  un  prisme  droit 
homogène  dont  la  section  droite  est  un  triangle  rec- 
tangle et  isoscèle  OAB  de  côté  a  et  dont  les  arêtes  ont 
une  longueur  h.  La  densité  du  prisme  est  z. 


(  35) 
On  demande  les  moments  d'inertie  du  prisme  par 
rapport   à  ses    arêtes  et   les  longueurs  des   pendules 


simples  synchrones  des  pendules  composés  que  l'on 
obtient  en  faisant  osciller  la  prisme  successis'ement 
autour  de  ces  arêtes  supposées  horizontales. 


LiUe. 

Calcul  différentiel  et  intégrai,. 
i"   Déterminer  les  pôles  de  la  fonction  de  u 

1  p' u  —  p'c 

y  =  - » 

2  pu   —  pV 

oii  pu  est  la  fonction  de  TFeierstras  et  oit  r  désigne  un 
argument  constant; 

2"  Décomposer  cette  fonction  en  éléments  simples  et 
déterminer  son  intégrale  ; 

3"  Démontrer  a  priori  f/ue  la  Jonction  elliptique 
du  huitième  ordre 


[du) 


satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

oii  f(j  )  représente  un  polynôme  du  quatrième  degré 
en  y  \  former  ce  polynôme. 


(  :^6  ) 

M  ÉCANIQU  E    n  VT I OXN  EI.L  i: . 

Deux  points  inaLériels  non  pesants  Al  et  M',  de 
niasses  m  et  m',  sont  assujettis  à  se  mouvoir,  sans  frot- 
tement, le  premier  sur  un  cylindre  de  révolution,  le 
second  sur  l'axe  de  ce  cylindre  ;  on  demande  d' étudier 
leurs  mouvements,  sachant  qu'ils  s'attirent  proportion- 
nellement à  leur  distance. 

On  suppose  qu'à  l'instant  initial  les  deux  points 
sont  dans  un  même  plan  xOy  de  section  droite  du 
cylindre,  et  Von  déterminera  les  vitesses  initiales,  de 
manière  que  le  centre  de  grai^ité  G  du  système  des 
deux  points  reste  dans  le  plan  xOy.  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement . 

MÉCANIQUE   APPLIQIÉE. 

Composition  écrite.  ■ —  Etablir  les  équations  de  la 
théorie  générale  des  turbines  hydrauliques,  et  les 
appliquer  à  u?ie  première  étude  comparative  des 
diverses  dispositions  adoptées  pour  ces  moteurs. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne,  par  un  croquis 
côté,  une  distribution  Farcot  dont  l'une  des  ailes  de 
la  came  a  j)our  profil  une  développante  de  cercle. 

1°  De  quel  angle  faut-il  faire  tourner  la  came  pour 
faire  passer  l'indice  de  délente  de  ~  à  ^,  -f^,  .  .  .? 

2°  Déterminer  par  tangentes  le  profil  de  la  seconde 
aile  de  la  came  de  manière  à  obtenir  le  même  indice 
de  délente  des  deux  côtés  du  piston,  malgré  l'obliquité 
de  la  bielle  du  piston. 

Astronomie. 

Epreuve  théorique.  —  Déterminer  les  éléments  de 
V orbite  cV une  planète  dont  on  connait  la  position  et  la 


(  3-  ) 
vitesse  initiales  (  on   établira  toutes  les  formules  eni- 
plojées). 

Etudier  comment  varient  ces  éléments  lorsque,  la 
grarideur  et  la  direction  de  la  ^vitesse  initiale  restant 
invariables^  la  position  initiale  occupe  les  différents 
points  d'un  rayon  vecteur  issu  du  Soleil  [on  laissera  de 
côté  les  orbites  Ityperboliques). 

Marseille. 

Analyse  infinitksijiai.k. 

On  considère  la  fonction 

y  =.  a{z  —  x)'^ —  4  cix{z  —  xY-^-{Ç>ax'^^  b){z  —  xy- 
—  '2 X {-i. ax- -T-  b){z  —  x)-^  ax''-\-  br'^-\-  c, 

et  V équation  différentielle 

dz  I  — 

dx  =  ^^'- 

I"  Intégrer  cette  équation  quand  on  a 

a  =  i,         b  =  \ ,         c  =  o; 

a"  En  prenant  z  —  2.x  pour  noui^elle  fonction  de  x, 
on  peut  ramener  l'intégration  de  V équation  différen- 
tielle aux  quadratures.  Réduire  ces  quadratures  aux 
formes  les  plus  simples  dans  le  cas  oii  c  n'est  pas  nul. 
On  considérera  spécialement  le  cas  où  l'on  a 

a  -f-  6  -H  c  =  o; 

3"  Intégrer  l'équation  différentielle,  dans  le  cas  oii 

Von  a 

a  =  i,        b  =  o,        c  —  i, 

au    mojen    d'une    série    entière    en    Jc,    s' annulant 
pour  jf  =  o,  et  convergente  dans  un  cercle  aj  ant  pour 


(  «^8  ) 
centre    Vorigine.    On    bidiijuera   seuleiiieiiL   la    vigie 
de  construction  de  la  série,  et  Von  déterminera  une 
limite  du  rayon  du  cercle  de  convergence. 


Posons 
il  viendra 


y  =  al'  ■+■  ht- -^  c  =  T, 


et  l'équation  générale 

ilz 


prendra  1  a  forme 


dx 


^f{z--i.r) 


dx 


dl 


J'(l)  —  -i. 


où  les  variables  sont  séparées. 

Dans  le  calcul  proposé,  on  a,  par  les  procédés  clas- 
siques^ pour  <7  =  I  ,  ^  =r  I  ,  c  =  G 


/r^ 


loi 


3i 


/  —  y. 


t  -^  y.\  ,//-2 


v/^- 


v^r^  -h  1  +  fi 


l'on  a 


2  /  Jv^-^\ 

-  parc^gp-^aarc^g ^ 


/*4-r2—  4  =  (i2_3t2)(/2_^  p2). 


Dans  le  cas  général,  on  a  des  intégrales  abéliennes  de 
forme  classique  qui,  pour  rt  +  Z»  +  c  =  o,  se  ramènent 
à  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Enfin,  dans  le  cas  où  l'on  a 

O  =  I  ,  6  =  o,  c  =  I, 

l'équation  ditTérentielle  a  la  forme 
dz 


^=v/(.-.^)^-i-t. 
En  appliquant  le  théorème  classique  de  Briot  et  Bou- 


(  -^9  ) 
(jUel,  on  peut  prendre,  par  exemple, 

b=\z\<l        a  =  \x\<l         M  =  /I. 

et  l'on  a  pour  rajon  du  cercle  de  convergence  d'après 
Briot  et  Bouquet 

a'=a\\  —  e      ''   J  =  a{i  —  e-^'-). 

Epreuve  pratique.  —  Ramener  à  une  intégrale 
simple  le  calcul  de  l'aire  délerniinée  pni'  un  contour 
simple  fermé  sur  le  paraboloïde  dont  l'équation  est 


xy 


en  coordonnées  rectangulaires. 


En  particulier,  faire  le  calcul  dans  le  cas  oii  l'aire 
considérée  se  projette  suivant  l'une  des  boucles  de  la 
courbe  définie  sur  le  plan  des  xy  par  V équation 


9  -1  o  s  / 

p2  -f-    «2  _    fl".   y/ 


I  -f-  2  sint»)  cosw. 


Evaluer  celte  aire  à  \'^'^^  près,   en  prenant  a  égal 


a  \ 


Quelle  est  la  signification  du  signe  de  a? 


.SOLLTIONS. 


po=  o,         (  pî  —  rt-)^  =  «■'(  sin  w  -H  cosoj), 

.       «2(4--) 
A  = =  a-  X  o ,  1  .',3o. 


f^e  signe  de  a  est  lié  à  la  distribution  des  plans  tan- 
gents le  long  d'une  génératrice. 


(   -lo   ) 

MÉCANIQUE. 

Dans  un  plan  veiticnl,  une  plaque  ABCD  est  assu- 
jettie à  glisser  su?'  une  droite  liorizontale  OX;  la 
plaque  pèse  lo*^"  et  le  coefficient  de  JroLtenient  est 
égal  à  0,2. 

En  un  point  E  de  la  plaque  est  attachée  V une  des 
extrémités  d'un  fil,  flexible,  inextensible  et  sans 
masse,  qui  va  passer  sur  une  poulie  pleine  et  homo- 
gène pesant  lo'^s,  qui  est  mobile  [autour  d'un  axe  ho- 
rizontal I. 


Le  fil  s'enroule  d' abord  sur  la  poulie  sur  laquelle 
il  ne  peut  pas  glisser,  puis  il  quitte  la  poulie  et  porte  à 
son  autre  extrémité  un  poids  P  de  \^^. 

Primitii>ement  les  corps  sont  sans  vitesse.  Entre  la 
plaque  et  la  poulie,  le  fil  n  est  pas  tendu,  et  V excès  de 
sa  longueur  entre  le  point  d'attache  E  et  le  point  H 
oii  la  tangente  EH,  qui  est  horizontale,  toucherait  la 
poulie  est  égal  à  1™.  De  même,  entre  la  poulie  et  le 
poids  P,  le  fil  n'est  pas  tendu  et  il  a  u?i  excès  de  lon- 
gueur égal  à  i".  Ze  poids  P  est  situé  sur  la  tangente 
'verticale  à  la  poulie.  L'horizontale  EH  passe  par  le 
centre  de  gra\^ité  de  la  plaque;  de  sorte  que  le  frotte- 
ment n'intervient  pas  pendant  la  percussiofi. 

On  abaîidonne  le  système  à  lui-même.  Etudier  son 
mouvement . 


(  4.  ) 


Solution. 

11  y  a  un  premier  choc  après  lequel  le  poids  P  et  le 
point  K  de  la  poulie  ont  une  vitesse 

.■,=^- 

o 
Avant  le  deuxième  choc,  cette  vitesse  est  devenue 

»   '    3*        i8 

Après  le  deuxième  choc,  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  appliqué  en  considérant 
l'axe  de  la  poulie  donne  une  vitesse  nouvelle 

On  considère  enfin  après  le  deuxième  choc  le  système 
entier  (poids,  disque,  plaque).  On  applique  le  théorème 
du  centre  de  gravité  à  la  plaque,  le  théorème  des  aires 
au  disque,  et  enfin  on  a  pour  le  mouvement  du  poids  P 

La  vitesse  devient  nulle  quand  on  a 
X  —  ——  —  o"  .« 
et  le  système  entier  s'arrête. 

Epreuve  PRATIQUE.  —  Une  ferme  ABCT)Fj  du  système 
Polonceau  a  4o"*  de  portée;  elle  repose  par  ses  extré- 
mités A  ef  C  sur  deux  murs  verticaux. 

La  hauteur  du  sommet  B  de  la  ferme  au-dessus  de 
V horizontale  AC  est  de  lo"'  et  la  barre  horizontale  DF, 
qui  relie  les  deux  arbalétriers  est  îi  i  '"  au-dessus  de  AC 


(  42  ) 

Chacun  des  arbalétriers  AB  et  BG  est  formé  de 
quatre  tiges  s^ articulant  entre  elles  et  sur  lesquelles 
s^ articulent  d'autres  tiges  formant,  comme  l' indique  la 


figure,  six  triangles  pour  V ensemble  du  système  de 
chaque  arbalétrier. 

La  ferme  supporte  un  poids  de  4oo''§  par  mètre  cou- 
rant. 

Trouver  les  tensions  des  tiges  en  recourant  au  dessin 
ou  au  calcul,  selon  la  tension  qu'il  s'agira  de  déter- 
miner. 

On  calcule  la  tension  de  la  base  DE  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  B. 

Pour  toules  les  autres  forces  ou  tensions  la  règle  du 
parallélogramme  appliquée  graphiquement  suffit. 

Astronomie. 

1°  Définir  l'équation  du  temps,  calculer  les  pre- 
nders  termes  de  son  développement  et  montrer  qu'elle 
s'annule  quatre  fois  par  an. 

Pour  établir   ce  der/iier  point,   on   admettra  que 

l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  est  de  -r-  et   (lue 

60         ' 

lang- ^  r=  — ,  î  désignant  l'inclinaison  de  l'écliptique 

sur  Véquateur. 

2"  Définir  les  éléments  de  l'orbite  parabolique 
d^una   comète.    Etablir    l'équation    algébrique   qui. 
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(la fis  le  cas  du  mouvement  parabolique,  sert  à  calculer 
V anomalie  vraie  au  mojen  du  temps  écoulé  depuis  le 
passage  au  périhélie. 

Eprf.l've  pratique.  —  Première  question  :  Etablir  les 
formules  qui  donnent  û\\" x  et  c.os^x  en  fonction  des 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

Faire  l'application  à  sîiV'x  et  vérifie/'  l' exactitude 

de  la  formule  obtenue  en  attribuant  à  x-  la  valeur  -> 

Deuxième  question.  —  D'après  J/.  Faye,  la  lon- 
gueur s  d'un  arc  de  méridien  terrestre  exprimé  en 
toises  a  pour  expression  : 

s  —  [ i.f 997220] x"  —  [4  ,22571]  sinacos2'|'  -h-[i,254]  sin  2a  cos^'\i, 

a  désignant  l'amplitude  de  cet  arc,  et  'i  sa  latitude 
moyenne. 

I  **  Calculer  en  toises,  au  moyen  de  cette  formule,  la 
longueur  de  l'arc  compris  entre  les  parallèles  de  Paris 
et  de  Marseille,  en  adoptant  pour  latitudes  respectives 
de  ces  parallèles  : 

Paris 48".5o'.ii"  \ 

Marseille 43°.  iH'.h/'  » 

(dans  la  formule  ci-dessus,  les  nombres  eîitre  crochets 
sont  des  logarithmes  j  a"  désigne  l'amplitude  de  l'arc 
évalué  en  secondes); 

2"  Calculer  le  même  arc  s  en  inètres,  sachant 
que  10000000  de  mètres  valent  5  i3o74'>  toises. 

SOLUTION. 

Première  question.    —  Des   formules  bien  connues 


(  ^^  ) 

on  déduit  iniinédiatemeiit  pour  toutes  Jes  valeurs  de  n 

2"-icosS  =  co?,nx  H cos(«  —  •?.)x 


n(  n  —  I) 

cos(/i  —  4)^ 


pour  n  pair 


(  —  i)2  2"-isin5  =  cosnx cos(  n  —  ■x)t 


nin—i) 

cos(«  —  ^)x — ..., 


et  pour  Ji  impair 


H  — I 

.  .  ÏZ 

( — i)    -    2""' sinj  =  sin /i.r sin(/i  — •î)x 

n{n  —  i) 
H sin  (n  —  /{)x  —  .... 

Quand  n  est  pair,  il  faut  prendre  la  moitié  seulement 
du  dernier  terme  qui  a  été  doublé 

2^sin»^  =  sin  5^  —  5  sin3a7  -i-  lo  sinar. 
Deuxième  question  : 

(y  =    43- 18.19  'f' — ?=    "^  —    5. 3 1.52 

<p'=    48.5o.ii  2a  =  11.   3 

tp -1- cp'=  2(}/ =    92.   8,3o  a"=  19912" 

4  (L  =  184. 17 

s  =  Ih_II  +  III. 

Log.  Log.  T. 
4>299ii49       1 5,4988369      3i5382,o 


Coefficient! 1,1997220       II 1,78284  60,6 

III — o,536  —3,4 

sina 2,98401  s  (en  toises).  3i5439,2 

cos2<]/ — 2,57262 

—  Coefficient  II. .      — 4/^2571  s  (en  toises).         5,4989137 


toise 


0,2898200 


mètre 

_  M 

sin2a 1,283  s(en  mètres).         5,7887357       614802,6 


.i,\ 


<'-os4(|; —1,999 

Coefficient  1  II., .  .  i,'i54 


(  4^  ) 

/{f'ponse  : 


I  0i48o2j0  mètres. 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  193. 

(18V8.  p.  36S;  18y8,  p.  09.» 

Troin'er  et  discuter  l'équation  de  la  surface  qui  jouit 
de  cette  proprie'té  que  la  somme  des  distances  de  ses  points 
aux  trois  côtés  d'un  angle  trièdre  trirectangle  est  con- 
stante. 

SOLUTION 
Par  M.  L.  Ripert. 

Le  trièdre  donné  étant  pris  pour  trièdre  coordonné,  en  ren- 
dant rationnelle  l'équation 

(l)  y//'-  -4-  z-^  -^  /-2  ^_  ^2  _^  ^j^-i  _^j.2  ^  ya, 

on  trouve  aisément 

[  J'2  c2  -j-  ^2  ^2  -r-  r2j'2  ^_  4  „«  (;r2  -f-  J/2  -}-  ^2  )  _   {  ^ji  ]2 

—  i6«2(j2h-  -2)(^2_u:r2)(^2_}_j.2)  =  o, 

ou 

\    (:Sj2-2^2_8a2[:r2j2^2+V^,2.2(_^2+52)] 

''^     j       -^Sa'*{-2Zx'*-i-3I.y-z^)  —  S-2a^I.x^-hi6a»=o. 

Cette  surface  du  huitième  ordre  admet  les  trois  plans  coor- 
donnés et  leurs  six  plans  bissecteurs  pour  plans  de  symétrie. 
La  section  par  un  plan  coordonné  se  décompose  en  quatre 
hyperboles  équilatères 

(  ^  =0, 

d)  l  [xyzt.  7.a(x  -hj)  -h  "ia'^l 

(       X  [xyzt.7.a{x —y)  —  2«2]r=o. 

La  section   par   un   plan  bissecteur  se  décompose  en  deux 
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droites  doubles  (parallèles  à  l'axe  correspondant)  et  en  deux 
ellipses  ayant  leurs  centres  sur  ces  droites  doubles 


r  =  -■: 


{y  =h  a  \/'}.)'{:ix^-+-y-±  'la  ^-ly  —  "xa-)  =  o. 


La  surface  a  donc  douze  hyperboles,  douze  ellipses  et  douze 
droites  doubles  (arêtes  d'un  cube  concentrique  dont  le  côté 
est  2a  y/a);  la  section  par  une  face  de  ce  cube  {x,  y  ou 
z  =^±za  \/7.)  se  compose  des  quatre  arêtes  (doubles)  de  cette 
face. 

La  courbe  de  l'infini  se  réduit  aux  trois  points  à  l'infini  sur 
les  axes  coordonnés,  points  qui  sont  quadruples,  car.  pour 
toute  droite  (x  =  1,  y  =  n),  l'équation  (2)  a  quatre  racines  z 
infinies.  Ces  points  sont  sommets  f/o«6/e5  de  trois  cylindres  de 
révolution  (x-  -hy^  =  4^^»  •  •  •  )j  passant  chacun  par  quatre  des 
droites  doubles,  et  doublement  asymptotes  à  la  surface  (2). 

Cette  surface  correspond  d'ailleurs,  non  seulement  à  l'équa- 
tion (1),  mais  à  l'équation 


(4) 


iy/j^ 


/^ 


yx--+-  y-  =  9.  a. 


En  construisant  les  quatre  hyperboles  (3),  qui  coupent  les 
axes  aux  points  A,  A'(x  =±  a,  y  =  o),  B,  B'(a'  =  o,  y  =±:  a), 


/ 
1 

y     E 
\ 

Cy 

1   V' 

^i — ^ 

V     1                              F 

[\ 

*/V^ 

'?\      \ 

' 

1 
/ 

^■"-i c 

on  reconnaît  aisément  que  la  partie  de  la  surface  correspon- 
dant à  l'équation  (i),  c'est-à-dire  plus  spécialement  à  l'énoncé, 
est  celle  qui  est  limitée,  dans  le  plan  des  xy ,  par  le  quadrila- 
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tère  curviligne  ABA'B',  Celle  parlie  de  la  surface  esl  loui 
enlière  à  l'inlérieur  de  la  sphère  de  rayon  a. 

Coupe  par  le  plan  des  \Y. 

C^  Cylindre  jK'-i--=''=  4«'- 
C^  Cylindre  c-+a;-  =  4«'- 
C.  Cylindre  a;- -t-y^  =  4  a'. 
U,  D',  D",  D'"  pieds  de  quatre  droites  doubles.  Les  huit  autres  se 

projettent  deux  à  deux  suivant  Dl)',  D'D",  IVO'",  D"'D. 

En  prenant  toutes  les  distances  positivement,  on  voit  que,  dans 
l'angle  XOY,  on  a  respectivement 

Sur  AB OM  -f-  PM  H-  QM  =  la 

Sur  AE O.M -hPM  — QM  =  2  a 

Sur  BF OM  —  PM  +  OM  ==  a  a 

Sur  GH   —  OM  -f-  PM  +  OM  =  3a 

Les  autres  parties  sont  symétriques. 
£,  c',  DD',  D'D"'  projection  des  sections  par  les  plans  \  =±  z. 

Ce  qui  a  empêché  sans  doute  de  donner  plus  tôt  une  solution 
de  la  question  193,  c'est  que,  après  avoir  obtenu  l'équation  (i) 
de  la  surface,  on  a  abandonné  l'équation  initiale  (4).  Or, 
(2)  est  presque  impossible  à  manier,  tandis  que  (4)  montre 
beaucoup  de  choses.  Par  exemple,  de  (2),  on  lire 

/  ^    =:   O, 

(5)      lx'y'*-%a'^x'-y^{x'--^y^-) 

\       -4-  8 «''(•20"*-!-  -i-y'*-^  'ix-y-)  —  '^ia^{x--^ y-)  -h  iGa»  =  o. 

Il  est  très  difficile  de  voir  directement  que  le  premier 
membre  est  décomposable  en  quatre  facteurs,  tandis  que, 
avec  (4),  on  a 

:;  =  o,         ::h  y  àz  X  ±  \/x-  -\-  y-  =  ■>.  a . 

On  voit  alors  que,  dans  le  ])lan  des  xy,  le  lieu  se  compose  de 
quatre  hyperboles,  et  l'on  a  les  quatre  facteurs  de  (S),  comme 
il  est  facile  ensuite  de  le  vérifier. 

La  même  remarque  s'applique  aux  sections  par^  =±  z,  .... 
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QUESTIONS. 


1833.  Soit 

a  x^  -^  ib  xy  ~-  cy- 

—  {a'-\-  ia" ) j"2 _j_  çfj^l,' ^  il)" ) ^^ _i_ ( c' -)-  i c")y- 

une  forme  binaire  quadratique  à  coefficients  imaginaires  telle 
que  la  partie  réelle 

a' x--^  ih' xy  -i-  c' y- 

soit  une  forme  positive.  Démontrer  que  le  déterminant  de  la 

forme  proposée 

D  =  ac  —  bi 

n'est  jamais  négatif  (' ).  Soit 

v/D  =  a-f-ip 

la  valeur  principale  (celle  des  deux  valeurs  de  la  racine  dont 
la  partie  réelle  a  est  >o)  de  la  racine   carrée  de  ce  déter- 
minant. 
Posons 

«0,  ^0)  ^"0  sont  des  quantités  imaginaires  dont  nous  désignerons 
les  parties  réelles  respectivement  par  a'^,  b'^,  c'^. 
Faire  voir  que  la  forme 

est  aussi  une  forme  positive.  (J.  Franel.) 


ERRATA. 


T.  XVII,  1898. —  P.  99,  ligne  i5,  il  y  a  une  légère  erreur  typogra- 
phique. Au  lieu  de  constant,  lisez  constante. 

(')  C'est-à-dire  que  s'il  est  réel,  il  est  nécessairement  positif. 
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[K6b] 

SUR  LES  É0UiTIO\S  IO\DAMIi\TALES  DE  LV  THÉORIE  DES 
SIRFACES,  RAPPORTÉES  A  DEUX  TRIÈDRES  RIRECTAXGLES 
SUPPLÉMENTAIRES  IIORILES; 

I»An   M.  labbé  ISSALY. 


l .  Considérons  comme  prélude  une  ligno,  tout  d'abord 
(jutïlc'onquc  (s),  située  sur  une  surface  F",  ou  même  (') 
sur  une  pseudo-surface  J^",  tangentes,  à  l'origine  M,  au 
plan  des  XY,  et  supposons  en  outre  que  l'axe  des  X  du 
trièdre  tiirectaiif^le  mobile  MXYZ,  ou  T,  coïncide  avec 
la  tangente  en  M  à  la  courbe. 

Soient  rt,  h ,  c,  a\  .  .  .  les  cosinus  directeurs  des  arêtes 
de  ce  trièdre,  pai-  rapport  au  trièdre  fixeTo,  et  soit 
enfin  R  le  ra_)'on  de  première  courbure  de  la  ligne;  pro- 
posée. La  simple  projection  sur  l'axe  OX,,,  par  exemple, 
d'un  triangle  isoscèle  ayant  pour  longueur  de  ses  côtés 
égaux  l'unité,  nous  donnera 

a  -+-  ch  oos  (  R ,  X(i  )  —  (  a  -i-  da)  =  o  ; 
d'où  l'on  tire 

Mais  on  a,  par  délinition,  -7-  =^  v.  ;  donc 
*  as  \\ 

da        cns(R,  Xo)        a!        a"  ,  ,, 

ih  ^  — R — -  =  r;  -^  ïï:  ^  "  '  -  "  ^7  ' 


(  '  )    Voir  noire  Théorie  des  systèmes  triples  de  pseitdo-sur/aces 
(  \ouvel les  Annales,  p.   lo/j  ;  1890). 
Ann.  de  Mnlkéniat.,  3'séric,t.  XI\.(  l-'évricr  i()0(i.)  L\ 
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en  posant 

I 


et        ^=--\r' 


Que  si  maintenant,  cFisoIée  qu'elle  était,  la  eouibe  (3) 
devient  une  ligne  coordonnée,  on  conçoit  sans  peine 
que,  par  une  généialisation  ou  une  extension  eonve- 
nables  île  la  même  méthode,  on  puisse  établir  géomé- 
triquement (Mb:  système  qui  suit  : 


(!) 


ôa 

=  a  r  —  a"  q 

ùa 
'ôs 

=  a"  p  —  ar, 

ôa" 
~)7 

=  rtcy    —  a'  p. 

aussi  bien  que  son  analogue 


De  là  diverses  conséquences  dignes  de  toute  attention, 
i"  Lorsqu'il  s'agit  de  pseudo-suifaces,  les  arcs  r/.v, 
ds'  doivent  être  regardés  comme  indépendants.  S'il 
s'agit  de  surfaces,  au  contraire,  on  a,  pour  les  soumettre 
au  calcul,  les  expressions  usuelles 

ch  =  A  (ht,         (/s'  —  y  du'. 

'2^  On  sait  (|uc,  de  nos    jours,  le  système  connnuné- 
nienl  adopté  pour  teiiii' lieu  des  relations  (i)  (-st 

t)a  ,  ,, 

—  =  a  r  —  a  q. 
Ou 


(')  Pour  plus  de  iliHails,  voir  dans  le  Bullelin  de  la  Société 
mathématique,  de  France  l'ailicle  intitulé  Apui-ef/i/.r  jirincipes  de 
la  théorie  des  conixruences  de  droites:  i888. 


(  5.   ) 
Or,   le  calcul    pivcédcnt  fait  voir  (ju'uii    Ici  système 
(;st  iiianifc'Steincnt  /<^f«///  et  qu'on  doit,  i)oti  gré  malgré, 
dans  le  cas  des  surfaces   notainment,  le  remplacer  par 
cet  autre 

da        I    ôa         ,  „ 

(t  )  -—=-—=:  a  /•—  a  7, 

os         A  ôa 


3"  Il  est  vrai  que,  pour  neutraliser  ou  compenser  l'er- 
reur  ainsi  commise,  on  preuti  /•  =       '  V  =  —  tt'  ^^^  \\e\\ 

de  /■  =  jj-  ■>  7  =  —  -„-  ;   mais  une  telle  substitution  n'eu 

est  pas  mf)ins  vicieuse,  ainsi  que  la  démonstration  ci- 
dessus  le  prouve  quasi  par  surcroit. 

4"  Au  reste,  la  compensation  indiquée  est  loin  d'être 
toujours  aussi  efficace  qu'on  pourrait  le  ci'oire,  car, 
substituer,  par  exemple,  la  condition  analyticpie  explé- 
live 

X' p  -+■  Xq'  —  o, 

à  la  condition  géométricpie  exacte  />  +  «7'=  o,  dans  les 
calculs  r(;latifs  aux  surfaces  en  général,  c'est  se  mettre 
dans  l'impossibilité  d'établir  directement  la  proj)riété 
caracléristicpie  de  toutes  surface,  laquelle  consiste,  on  le 
sait,  dans  l'orthogonal ité  de  ses  lignes  de  courbure. 
Mais  nous  aurons  à  revenir  tout  à  l'heure  sur  ce  point 
important. 

2.  Au  trièdre  trircctangle  mobile  qui  nous  a  servi 
jusqu'ici,  substituons  deux  trièdres  Z'i/'ectrt/ZjO^/e.ç  supplé- 
mentaires AIXYZ  ou  T,  d'angle  ^>,  (;t  MX,Y|Z  ou  T,, 
d'angle  r. —  fl>.  Soient  d,  />,  c,  a\  ...  et  «,,  A,,  <;,, 
(t.\,  ..  .  les  cosinus  directeurs  de  leurs  arêtes  respec- 
tives. Par    raj)[)orl    au    premier  de   ces  irièdi'es,   le  sys- 
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lèine  (i')  devra  être  remplacé  par  le  suivant 

da  \    da  ,  „       ■    ^ 

,    da'         I    àa'  „       .    _, 

\    ds         \   du 


fiiq  —riip, 


da"         I    Oa' 
ds         A    du 

dans  lequel 

d<i>  i    d<i> 

(  3  )  «  =  7-  +  —-  =z  /■  H-  --  -— , 

ds  A   du 

et  où  les  cosinus  qui  }'  figurent  sont  liés  entre  eux  par 

les  relations 

(a  sin*  =  «1 -4- rt'j  cos*. 
y^  ,  a'sin<ï>  =  a,-t-  rt,  cos<ï>, 

'  a"  —  a'[. 

Par  rapport  au  trièdre  T,,  on  aura  de  même 

/    da\  i    dai  ,  ,,        .    ^ 

— -   =  -  ——  =  a  /i,  — rt  ^Tisin*, 
ds         A    du 

,    ,.  ,   da\         I    da\  ,,        .     , 

(•2)  /    -^   =         ^  =  aV,?in*  — a/-,. 

(  da'!         I    ()«'/ 
\     ds         A    du 
avec 

ce  qui,  rapproché  de  (3),  entraine,   remarquons-le  dès 

à  présent, 

/!j  =  n,         /"i  =  /•. 

Quant  h  la  démonstration  de  ces  formules,  ou  la 
trouvera  implicitement  renfermée  dans  notre  INlémoire 
déjà  cité  de  1890.  Disons  toutefois  que  les  compo- 
santes  orthogonales    qui    entrent    dans    les    formules, 
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beaucoup  plus  générales,  de  ce  premier  Travail,  se  rat- 
tachent à   Jîos  composantes  ohlù/ues   actuelles  par  les 
relations  simples 

[  p  ^-  q  cos't'  —  p  =  pi  sin<I', 
(5)  '   <7 -4-/>i  cos<l>  =  (/ =  ^isin4>, 

(  /•  =  /-  =  r,, 

et  par  leurs  inverses 

1  /'i  —  ^icos*  =y^,  =y>  sin*, 
(5')  <   cji — />iCOS<!>  =  ^1  =  gr  sin*, 

(  n  =  r,  =  /•. 

3.  Appliquons  immédiatement  ces  éléments  de  calcul 
à  la  rectiHcation  ou  à  la  correction  (dans  le  sens  expliqué 
plus  haut)  du  premier  des  deux  systèmes  ternaires 
usuels  de  la  théorie  des  surfaces. 

A  cet  effet,  si  Xo.  j)'o,  'o  désignent  les  coordonnées  de 
l'origine  M,  par  rapport  au  Irièdie /?a:e  T,,,  on  aura 

dx.^  =  du  -+■  — 7  du  =  a  ds  -+-  a'ds'  =  Aa  du  -^  \' a'  du, 

Ou  Ou 

et,  par  suite, 

G)  --  =\a,  — ^  =A'a'. 

Ou  Ou 

Lealant  entre  elles  les  dérivées  ^ — r-,  et  ,  ,.    >  et  an- 
'^  OuOu        Ou  Ou 

nulant,   après  les  avoir  développés,  les  coefficients  des 

cosinus   a,  «', ,  rt'|,  on  obtient  (sous  la   forme  la   plus 

avantageuse   pour  nos    calculs   ultérieurs)    le    système 

exact  annoncé,  savoir  : 

dA  A  A'  ^  .        .  ^ 

du  SM1<1> 

(7)  {  dA'  A\       , 

Ou  srn<P 

/'  +  7'  ^  o. 
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De  liii-nième,  on  li;  voil,  il  nous  rournit,  sous  sa 
vraie  forme,  la  condilioii  caj'actéfisfù/ue  dont  nous 
avons  parlé  précédemment.  Que  celle  condition  soit 
telle,  eu  effet,  cela  résulte  de  ce  que  ré(|ualion  générale 
des  lignes  de  courbure  de  la  pseudo-surface  .?''  étant, 
comme  on  peut  s'en  assurer,  à  part, 

Pids--\-  (çi^p'i  )dsds'-r-  q\  ds''-=  o, 

ces  mêmes  lignes  ne  peuvent  devenir  celles  de  la  sur- 
face F"  que  si  la  condition  classique  d'orlhogonalilé 

Pi-^q'i  —  ((/i-^p'i)cos'j.  =  o, 

ou  bien,  d'après  (5), 

p-^q'=o, 

se  trouve  satisfaite,  ce  qui  est  justement  la  troisième  des 
équations  (y). 

Au  surplus,   si   l'on  reprend  le  calcul   pi'écédent  au 
moyen  des  identités  corrélaiives 


(6) 


le    irièdre    T,     permettra    de     contrôler    les    résultais 
acquis  (y)  à  l'aide  du  système  similaire  el  équivalent 

i   Ou'  siii*       '  '  ^ 

(7)  à\'  AA'  ^    , 

)  — -  =       -.-—-(/•; —  /«i  cos*\ 
I    Ou  sin<P 

\  />]-+-  g\  —  (qi^p\)  f^os*  =  o. 

i.   Arrivons  au  second  système  ternaire  de  la  théorie 

qui   nous    occupe,    et  pour  cela   leprenons  d'abord  le 

.,j        rn     /^i  1      ii'i        .    ,     d- a  0-a  ,., 

trieclre  1.  L,  est  de   1  ulenlite  -r — r-,  =  ^  ,  .     f|u  il  nous 

Ouou         ou  Ou    * 


Ou  "^ 

~r--r  («1-1-  «',  cos<t>) 

Oxa 
Ou 

."     .    (ff'i  -i-  «oCOS*) 

(  •>^^  ) 

faudra  narlir  ici.  Mais,  sans  nous  engager  dans  un  calcul 
analogue  au  précédent,  il  sera  beaucoup  [)lus  siuiple 
d'utiliser  les  formules  (19)  de  notre  preuiier  Mémoire, 
eu  les  adaptant  aux  variables  s  et  s',  et  l'on  aura 

d( \p,)       0( A'/)',  )        ... 

ou  bieu  (en  vue  de  réductions  prochaines) 

ou  ùu  '  '  Ou        '  '   du 

Passant  de  ces  projections  orthogonales  aux  projec- 

II-  1  /  -/\  M-        •  ^A 

lions  obliques  correspondantes   (0)   et  eiiuiiuant  —,, 

—  à  l'aide  de  leurs  preuiières  expressions  (  "j),  il  viendra 

(après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  A  A') 

c)(/Jsin<I>)        c)( /)' sin'I'')        \  pi'i  —  r' cos 'P  ) -\- p' (  r' — «cos*) 

as'  as  (        ->r /i' (q -i- pcos'l^}  —  n{q' -+-p'cos'P), 

11  ne  reste  plus  qu'à  développer  ces  deux  dérivées  par- 

•    Il  •      -  ,  f>I>      rjfl)  ,  ,      , 

tielles,  puis  a  y  remplacer  —,  —r  par /z — ■  r  on  n  — /•  (^o) 

pour  obtenir  la  preuiière  des  équations  cherchées.  Et 
comuie  les  deux  autres  se  calculent  de  la  uième  façon, 
nous  les  grouperons  toutes  dans  le  Tableau  qui  suit  : 


dp       do' 

ds'         ds 


1  sin*  =  ( p/i  -\- p  r' )  -T-  ( qii  —  iiq')  —  p\ii  -!-  /')  cos<ï>, 
'   l  dq         dq'\     .    _^         ,  ,    ,  ,       , 

— ; )  sin'l>  =  (  m  -r-  /•'-)  -^{pq' —  <//>')  si  11- 4»  —  r'  (n  -+-  /-jcos'I»  ; 

en  rappelant  (|ue  dv,  ds'  peuvent,  si  bon  semble,  y  être 
remplacés  par  Ar}«,  A'^A-/ et  (pi'on  a  en  sus /;  +  r/' =  o('). 

(')  L'cqiialiun  de  l'indicatrice  d'une  surface   quelconque  pouvant 


(  ■^<>  ) 

Lorsque  rynylc  <!>  est  coiislaiil,  il  vienl7z  =  7',  «'=/•', 
et  s'il  est  droit  ees  derniers  ternies  disparaissent. 

5.  Vérifions  notre  Tableau  dans  le  cas  remarquable 
où  les  axes  MX,  MY  coïncident  avec  les  tangentes,  à 
l'origine,  des  lignes  de  courbure  de  la  suiTace  1''^  Outre 
les  conditions  précédentes,  on  a  encore  p  z:=  q' =  o  par 
hypothèse.  D'autre  part  on  peut  constater  (n"  1  )  qu'avec 

;■  =  fj-  '  ^  =  —  TT-  >  on  a  egalenieu  t  p  =  -— ,  /■  =  —  --  • 

Tenant  compte  de  toutes  ces  particularités,  le  système  (9) 
se  léduit  à 

^^'^      j  c^'(TfJ=i(ïf,-ïï^)' 

Or,  sous  cette  forme  oti  reconnaît  à  vue  trois  des 
neuf  relations  difFérentielles  signalées  par  Lamé  dans 
ses  rcclierclies  sur  les  systèmes  orthogonaux,  à  savoir 
celles  qui  sont  relatives  à  la  surface  F",  tangente  en  M 
au  plan  des  XY. 

6.  Le  trièdreT)  donne  lieu  à  des  considérations  ana- 


On  voit  qu'elle  ne  peut  représenter  une  liyperliolc  étiuilalère  que 
si  l'un  a 

rj  —  p'  +  i  P  —  7 '  )  cos «I>  =  o, 

ou  bien  (  .'>  ) 

Pi  —  P\  =  0. 

Telle  est,  dès  lors,  sous  sa  double  forme,  la  condition  (auxiliaire) 
qui  sert  à  spécifier  les  surfaces  minima. 


(  ^:  ) 

logtu's,  que  nous  allons  retracer  en  pcn  do  mots.  El 
d'abord  il  n'y  a  rien  à  ajouter  à  ce  (jui  a  été  dit  an  sujet 
du  premier  des  systèmes  teiiiaires  déjà  étudié  (u"  3). 
Eu  ce  qui  concerne  le  second,  les  formules  (:>.o)  de  notre 
premier  Mémoire  nous  donnent  immédiatement 

d{\p)        <)(\'n')         ^  ^,^ 


on  l)ien 


.    On         ^,dp'  d\  ,d\' 

Ou  Ou  Ou  Ou 

Procédant  à  l'exemple  du  premier  cas,  on  trouve 

d(pis\n^)        d(p\s\n'P)  _  ^ /»i  («i  — /',  cos'I') -t-/''i  (^'i  — /«i  co?*) 

Ou'  Ou  {      .-t-'"'i(7i  —  /?icos<f>)  —  ''[(g'i — /^',  cos*); 

puis  entin,  conjointement  avec  la  troisième  des  rela- 
tions (7'), 

1   \W  ~  "^)^'"*"=<'/''"'+/''i'''i)-^<^'7'''i-''''7'ii— /^i^''i+"'i)cos'I', 

j  /O/ii        On\  \    .    ^       ,    ^  ,     , 

I  (  — SUIT  =  (n\  -h  «  1  /•■  ) 

f    \  Os'  Os   J  ^     '  '      ' 

\  ~^  (PiÇ i  —  qip\}  ^'in-<i>  ~  fiiir'i  -+-  rt',)cos*. 

Que  si,  à  titre  de;  vérilicalion,  on  se  propose  de  passer 
de  ce  dernier  système  à  son  corrélatif  (9)  et  vice  versa 
il  sera  indispensable  de  reprendre  avant  tout  l<;s  va- 
riables /f,  n'  et,  par  elles,  les  fonctions  A,  A'.  On  s'ai- 
dera ensuite  (pour  la  première  de  ces  opérations)  de  la 
seconde  des  formes  données  aux  relations  (3),  et  l'on 
tiendra  compte  enlin  utilement  de  1  identité  suivante  : 

Dans  le  cas  particulier  où  <1»  est  constant,  il  sullira  de 
faire  partout  n,  =  r,,  //,  =  /', . 


(  -8  ) 
7.  Les  dcveloppcinoiits  dans  lesquels  nous  venons 
d'entrer  au  sujet  des  surfaces  ne  doivent  pas  nous  faire 
perdre  de  vue  Ja  part  que  dans  ces  questions  réclament 
à  bon  droit,  elles  aussi,  les  pseudo-surfaces.  C'est  nièiue 
par  ces  dernières  que  nous  aurions  dû  commencer,  si 
nous  nous  étions  astreint  à  suivre  pas  à  pas  la  même 
marche  que  dans  notre  premier  Travail.  Quoi  (ju'il  en 
soit,  on  vérifiera  sans  peine  qu'eu  considérant  .v,  s',  non 
plus  comme  des  Ibnctions  de  u  et  de  u\  mais  comme  des 
variables  indépendantes,  il  vient,  pour  correspondre  au 
Irièdre  T  et  prendre  la  place  des  équations  (g), 

/     /dp         ôp'\     .  ,       ,  ,  ,  , 

1    \à7'  "  dl)  S'»*  =  ('7'^  --'"7  '  —  ('7^  — /,,-)cos*, 

'    /  dq        àq'\    . 
(1-2)    {    [--, p  1  sin*  =  (/•/>  —  pr  )  —  (qn  —  nq  )  cos*, 

j  sin<ï>  =  (pq' —  qp')  sin-*  —  K". 


dr  _  âr" 
ds'         ds 


On  trouvera   de   même,    pour    correspondre  à  T,    et 
remplacer  les  équations  (i  i), 


'Opi         dp'.  \    .  ,  ,  ,  , 

-^  — -^jsin  *  =  (/>!  <7,  -ry,/?i)sin3<î>  =  K  . 

Dans  le  cas  d'excepiion  où  fp  =  coast.,  les  deux  pre- 
mières écjuations  de  (i  2  )  peuvent,  à  cause  de  n  =  rz=  /■, 
et  de  n' ^^  r'  =^  j\^  s'éciire  plus  simplement  ainsi  en 
vertu  des  relations  (5') 

\  ^--^^'^/"■'-'•■'^■' 

'    dq         dq'  ,  , 


(  ^9  ) 
PareilleniL'Ul.  li-s  deux  preniièics  de  (i^)  revitMiiicnt, 
d'apiès  (.')),  à 

,    dpi       ù/>\ 

)    ds'  Os         ^  ^ 

\    as  os 

Quant  aux  dcinièr(;s  éqnalious  des  deux  syslènies,  ou 

établira  leur  coïncidence  absolue  en  observant  (ju'outre 

K"=  K'I  (selon  une  remarque  déjà  faite),  on  a  actuelle- 

,  ,  .       <)'-<\>  (>■-* 

nient  par   hypothèse  - — -,  =  — ; —  et,   |)ai'  suite,   a   cause 
'  ^  ï  Os  ()s  Os  <JS  '■ 

de  7^  r=  /;, ,  ;^'=  n\ 

Os'        ds  i)s'  Os  Os'  Os 

ce  qui  démontre  bien  Tidentité  des  é(|uations  considérées. 


[A4a] 
IlEMAPiQUtS  SLR  LA  THÉORIE  DES  GROLPES  FLMS; 

Par  m.   .■Micuael  BALER. 


Je  nie  propose  de  généialiser  quelques  théorèmes  de 
M.  l' robenius  (  '  )  sur  le  nombre  de  certains  sous-groupes. 
Les  mélliodes  employées  sont  celles  de  M.  Fiobenius. 

I.  Le  nomb/f^  des  sous -groupes  (T  ordre  —  est 
^  '      (niod/?)   selon    (m'il  j    a    entre  eux  des  sous- 

f^roupes    ï/ivar/a/i/s    ou    non.    Le    nombre    n    désigne 
r ordre  du  groupe,  p  est  un  facteur  premier . 


f)  nerliiicr  SitzungabericUtc,  iSi)5,  p.  ifi.i-Ki'i.  f(Si-f)r,3. 


(  6o  ) 

S'il  n'y  a  pas  do.  sous-trroupes  invariants  d'ordre  —, 

le  nondire  des  sous-groupes  d'ordre  —  est  évidemment 

^o(mod/)).    Soient   doue   A,    B    deux    sous-groupes 

invaiiants  d'ordre  -•  Alors,  désignant  le  groupe  donné 

par  //,  on  a 

h  =  AB  ; 

d  où  il  suit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et 

de  B  est  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  —  Si  E  est 

pi 

un  autre  sous-groupe  invariant  d'ordre  —,  le  plus  grand 

eommun  diviseur  de  A  et  de  E  est  différent  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B.  Ainsi  les  sous- 
groupes  invariants  d'ordre  -  se  partagent  en  classes.  La 
classe  t"""-"  se  compose  des  sous-groupes 

(I)  A'/',     A<'',     ..., 

dont  le  [)lus  grand  commun  diviseur  avec  A  est  Xji.  Mais 
les  facteurs-groupes 

A',''       A'/' 

ne  sont  que  les  sous-groupes  d'ordre  />  du  gioupe  ^, 
dont  l'ordre  est  /)'-,   excepté  le  sous-grou[)e  ^--  Ainsi, 

chaque  classe  contient  des  groupes  en  nombre  /)  ou  o  ;  le 
nombre  des  sous-groujjes  invariants  est  donc  ^i(mod/;). 

S'il  y  a  encore  des  sous-groupes  d'ordre  -  qiu  ne  sont 

pas  invariants,  leur  nombre  est  ^  o(mocl  p). 

C.    (^).    V.    I). 

JI.  Le  nombre  des  soiis-s^rouvcs  l'/n'O'-ianfs  d'ordre  — 


(  ti'  ) 

est   ^  '      (modn)  selon   nui/   }    a   des    sous-si'ounes 
i/ivariants  entre  eux  ou  non. 

S'il  n'v  a  i)as  de  soiis-iiroupt's  invariants  crordre  —ri 
le  nombre  clicrclié  est  évideimuent  ^  o(tii()d/>).  S'il  y 
a  des  sous-crroupes  invariants  d'ordre  —->  alors  il  existe 

aussi  des  sous-" roii nés  invariants  d  orui'e  -•   soient  les 
o         t  p 

,,      ,       Il 
sous-groiipes  invariants  cl  ordre  — 

{■!)  A,,     A.2,      ...,     Xr         /'  =  i(mo(l/)), 

et  soient  les  sous-groupes  invariants  d'oi'dre  — -» 
(3)  B,.     V>,,     ....     B... 

Si  nous  désignons  par  (ir,  le  nombre  des  groupes  (3) 
(ontenus  comme  sous-groupes  dans  A-p  et  par  br;  le 
nombre  des  groupes  (^2)  (|ue  contient  B^,  nous  avons 

s  r 

1^1    p^i 

Cependant 

6ç==  I C  mi)(]p). 

Car-,  si  le  groupe  A.^  contient  B^  comme  sous-groupe, 
alors  le  groupe  ^  est  un  sous-groupe  d'ordi'e  //^~'  du 
groupe  T,-  dont  l'ordre  est  //'.  De  la  relation  (4)  il  suit 
donc  (pie 

s  r 

(5)  %   ^^— 5=  7  Orjmoi]/)). 

Déterminons  maintenant  les  nombres  rt^.  A^  est  un 
sous-groupe  invariant.  ^.Ons  démonlreiinis  (ju'il  contient 


{62    ) 

des  iri'oupes  d'ordre  —r;  comme  sous-irtoupes  iiivariaiils 

(ces  sous-groupes  ne  doivenl  pas  èlre  à  la  fois  des  sous- 
groupes  invariants  de  h).  Posons 

71  =  p^ m,  le  plus  grand  commun  diviseur  { p,  «j  )  =  i. 

Si  Ap  conlieni,  par  exemple,  B|  comme  sous-groupe, 

B,  est  déjà  un  sous-groupe  clierché.  S'il  n'est  pas  ainsi, 

nous  avons 

h  =ApB,, 

d'où  il  suit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et 
de  B  est  un  groupe  2>,  dont  l'ordre  est  j)^"?"*  ni.  Ce 
groupe  est  sous-groupe  invariant  de  A.  Le  facteur- 
groupe  ->~r  d'ordre  />?  a  des  sous-groupes  invariants 
d'ordre  /^,  donc  A  a  des  sous-grou[)es  invariants  d'ordre 

pi-i 

Noire  tliéorème  II  étant  déjà  démontré  pour  les  sous- 
groupes  d'indice  p,  nous  pouvons  le  supposer  démontré 
pour  les  sous-groupes  d'indices 

p,    p-^,     ...,    pP-i. 
Il  en  résulte  que  le  nombre  des  sous-groupes  invaiianls 
de  Af-,   dont   l'ordre  est    —-,    est    ^i(modA7).    Il    laut 

encore  exclure  de  ces  sous-groupes  ceux  tpii  ne  sont 
pas  des  sous-groupes  invariants  de  G.  Leur  nombre  est 
évidennnent  ^  o(mod/>).  Donc 

<7p=  i(mod/)), 
d'où  il  suit  que 

•s-  £=7   ar,^=  r  =s  i{ mod p  i. 


(  (^3   ) 

S'il  Y  a  oiicort"  dos  sous-irioiipes  d'ordre  — -  nui  ne  sont 
•^  *  p?  ^ 

pas  invai'iaiils,  leur  nombre  est  ^^  o(mod/?). 

c.   o.  y.  p. 

]M.  Frobeniits  (')  a  démontré  le  lliéorème  suivant  : 

m.  Posons 

n  =  ab. 

Si  le  plus  ^la/id  coiiininn  diviseur 

(«,/;)  =  !, 

alors  le  groupe  ne  peut,  avoir  (juun  seul  sous-groupe 

invariant  d' ordre  j-  Chaque  sous-groupe,  dont  l'ordre 

divise  j ,  est  contenu  comme  sous-groupe  dans  ce  sous- 

groupe  invariant. 

On  peut  établir  par  un  raisonnement  analogue  la  pro- 
position suivanie,  (jui  complète  c(!  théorème  : 

1\  .    Chaque   sous-groupe   invariant,    dont    l'ordre 
divise     -)    est   sous-groupe    de  tous    les   sous-groupes 

d'ordre  v- 
0 

De  I  et  IV  on  déduit  les  propositions  suivantes  ; 

V.   Poso/is 

n  =  ab, 

(a,  b)  =  i ,        p  est  un  nombre  premier. 
Si  le  nombre  des  sous-groupes  invariants  d'ordre  -.— 
est  >>  I,  alors  le  noml)re  des  sous-groupes  d'ordre  - — -, 
^;ii'l\ ,  est  ^  \      (mod  n). 

(•)  l'agc  170,  I,  gll- 


(  64  ) 

Il  siiil  alors  de  ce  qui  précède  (ju'il  y  a  un  sous-groupe 

111  variant  a  ordre  -yi  etc. 
o 

Y\.   Posons 

Il  =  ah, 

(a,  i)  =  I,         p  est  un  nombre  prciniei-. 

S'il  y  a  nu  sous-ir/'oiipe  invariant  d'oid/e  — - ,  alors 
il  existe  un  nombre 

(le  telle  sorte  que  le  groupe  ait  un  seul  sous-gioupe 

invariant  a  ordre  -, —  • 
bp^ 

Les  lliéorèiiKîs  III,  l\  sont  contenus  dans  les  suivants  : 

VII.  Posons 

r 

n  =  /i  M  I  pf'^         n'  =  ab, 
1  =  1 

(«',/),•)  =  !,         {a.b)  =  i. 

Si  A  est  un  sous-groupe  invariant  d  ordre 

«ri/'?'. 

alors  chaque  sous-groupe^   dont   l'ordre  divise  a,  est 
sous-groupe  de  A. 

VIII.  Si  A  est  un  sous-groupe  d  ordre 

r 

i  =  I 

alois    chaque    sous- groupe    invariant ,    dont    V ordre 
divise  a,  est  sous-groupe  de  A. 


(65  ) 
Vf)i(;i  (les  (;onsé(|uenci;s  du  VIH  : 

IX.  Posotis 

n  =  (th, 

( a,  fj)  =  i ,         p  est  lin  nombre  premier. 

S'il  y  a  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  a,  alors  le 
nombre  des  sous-groupes  d'ordre  ap^  est  ^  i  (mod/j>). 
Car,  G  étant  un   sous-groupe  d'ordre  ap^,  le  facteur- 

groupe  -7-  est  sous-groupe  d'ordre  />?  du  groupe  -^- 

X.  Si  un  groupe  a  un  sous-groupe  invariant,  dont 
l'ordre  nest  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pre- 
miers de  /?,  il  a  aussi  un  sous-groupe  invariant ,  de 
telle  sorte  qu'il  n'existe  pas  d'autres  sous-groupes 
invariants  dont  V ordre  soit  le  tnénie. 

Soient  A,  B  des  sous-groupes  invariants  d'un  même 

ordre,  qui  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pi-e- 

miers  de  n.  Le  multiple 

AB 

est   aussi  un  sous-groupe  invariant,   dont  l'ordre   a  la 
même  propriété,  etc. 

XI.  Si  l'ordre  d'un  sous-groupe  invariant  maxi- 
mum, m,  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pre- 
miers de  n,  il  n'y  a  pas  d'autre  sous-groupe  invariant 
d'ordre  m. 

XII.  Si  M  est  un  sous-groupe  maximum  dont 
l'ordre  m  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs 
premiers  de  /?,  alors  chaque  sous-groupe  invariant, 
dont  l'ordre  divise  m,   est  sous-groupe  de  M. 

M.  Frobenius  déiuontre  le  ihéoriime  gcne'ralisé  de 
AI.  Sylow  en  faisant  usage  de  l'équation  symbolique 

X.-=  H. 

Afin,  de  Mal  lu-mat .,  %'  série,  l.  .\I\.  (  l'i'vrior  ii)00.)  .0 


(  ^^  ) 

On  peut  éviter  la  discussion  do  cette  équation  si  l'on 
part  du  théorème  de  M.  Sj  low,  et  l'on  fait  l'induction 
par  ordres  décroissants. 


■[Mi5ca] 

SUR  LES  CUBIQUES  STROPHOÏDALES; 

Par  m.  LAGRANGE, 
Professeur  à  Brest. 


Définition.  —  Soient  O  et  A  deux  points  fixes  et  (A) 
une  droite  passant  par  A;  M  un  point  variable  de  (A). 
On  sait  que  si,  sur  O.M,  on  prend  deux  points  P  et  P' 
tels  que  MP  =  MP'  =  MA  le  lieu  de  ces  points  est  une 
strophoïde  ayant  pour  point  double  le  point  A. 

Dans  le  cas  où  (A)  ne  passe  pas  par  A  le  lieu  est  éga- 
lement une  cubique  que  nous  appellerons  une  cubique 
strophoïdale  et  nous  nous  proposons,  dans  cet  article, 
d'indiquer  quel(|ues  propriétés  intéressantes  de  cette 
classe  de  cubiques. 

Tout  lajon  issu  de  O  coupe  (A)  en  un  seul  point  IM 
et  sur  ce  raj^on  il  y  a  deux  points  P  et  P'  du  lieu  dis- 
tincts de  O.  L'un  de  ces  points  ne  peut  venir  en  O  que 
si  l'on  a  MO  =  MA,  c'est-à-dire  que  si  !M  est  sur  la  per- 
pendiculaire au  milieu  de  0S.\  soit  D[jl  cette  perpen- 
diculaire; le  point  O  est  un  point  simple  du  lieu  et  la 
tangente  en  ce  point  est  le  rayon  Oy..  Au  point  O  cor- 
respond le  point  c-  tel  que  [j-o- ^  aO  {fig-  i).  Le  lieu  est 
donc  bien  une  courbe  du  troisième  ordic;. 

Remarquons,  dès  maintenant,  que  le  point  A)  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  (A)  peut,  dans  la  construction 
du  lien,  remplacer  A;  on  a,  en  ellet,  MA=  MA)  quel 
que  soit  M.   On  peut  encore  dire  que   P  et  P'  sont  les 
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points  communs  au  ceicle  de  centre  AI  et  de  rayon  MA 
avec  le  rayon  OM. 

les  dill'érents  cercles  forment  un  faisceau  linéaire  :  à 
chaque  cercle  du  faisceau  correspond  un  rayon  issu  de  O 
et  inversement,  de  sorte  que  ce  mode  de  génération 
du  lieu  estun  cas  particulier  du  mode  de  génération  des 
cubiques  quelconques  indiqué  par  Ciiasles.  Si  OM  de- 
vient une  droite  isotiope,  c'est  une  asymptote  du  cercle 
correspondant,  j)uis(|u'elle  passe  par  le  centre  du  cercle 
et  les  points  P  et  P'  sont  confondus  avec  l'un  des  points 
cycliques  du  plan.  La  cubique  est  donc  circulaire  et  les 
tangentes  aux  points  cycliques,  c'est-à-dire  les  asymp- 
totes imaginaires,  passent  par  O.  Ce  dernier  point  est 
donc  un  foyer  singulier  de  la  courbe. 

Construisons  maintenant  l'asymptote  réelle.  Les 
points  réels  P  et  P'  ne  peuvent  s'éloigner  à  l'infini  que 
si  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  (A);  à  la  limite  le  cercle  de 

Fi  g.    .. 


centre  M  se  réduit  à  la  droite  AA)  et  à  la  droite  de  l'in- 
iini;  le  point  P' a  pour  limite  le  point  ^,  intersection 
de  AA|  avec  la  parallèle  à  (A)  menée  par  O;  le  point  P 
est  à  l'infini,  mais  les  deux  points  P  et  P'  étant  toujours 
;"i  la  même  distance  de  (A)  l'asymptote  réelle  est   svmé- 
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Irique  de  O^  [)ar  ra[)port  à   (A).    Elle  passe  par  a-  (jik; 
nous  appellerons  \o  j)oint  de  snctiov. 

Forme  delà  courbe.  —  Les  deux  points  P  (!t  P'élanl 
de  part  et  d'autie  de  (A),  et  la  distanci;  MF  n  élanl  ja- 
mais nulle,  ne  peuvent  venir  se  confondre  quand  OiM 
tourne  autour  de  G.  La  cubique  se  compose  donc  de 
deux  séries  conliiiues  de  points  :  elle  est  bipartite. 

Elle  comprend  une  branche  infinie  coupant  son 
asymptote  (A')  en  o-  et  d'un  ovale  qui  [)asse  par  O  et  C>. 
Des  deux  points  A  et  A,  l'un  est  sur  la  branche  infinie, 
l'autre  sur  l'ovale. 

Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toute  cubique  circulaire  dont  les 
asymptotes  imaginaires  se  coupent  sur  la  courbe  est 
jine  cubique  strophoïdale. 

Remarquons  d'abord  que  A  Test  parallèle  à  D  ^m.  (;t, 
par  suite,  perpendiculaire  à  OA.  De  même  aA)  est  pei- 
pendiculaire  à  OA, .  Supposons  que,  les  points  O  et  t 
et  la  droite  (A)  restant  fixes,  le  poijit  A  se  déplace  sur 
le  cercle  de  diamèlie  Go-.  A  chaque  position  de  A  cor- 
respond une  cubique  strophoïdale  et  toutes  ces  cubi(jues 
ont  neuf  points  communs,  savoir  :  quatre  points  de  con- 
tact qui  sont  les  trois  points  à  l'infini  et  le  point  G, 
puis  le  point  a.  Elles  forment  donc  un  faisceau  linéaire 
qui  peut  être  défini  par  les  deux  cubiques  suivantes  : 
1°  la  cubique  formée  par  les  deux  droites  isotropes  is- 
sues de  G  et  par-  (A')  ;  2°  la  cubicjue  formée  par  la  dr-oite 
de  l'infini  comptée  deux  (ois  et  par  Go-. 

Cela  posé,  soit  une  cubique  circulaire  ayant  un  foyer 
singulier  eu  G,  pour  asymptote  réelle  (A')  et  coupant 
son  asymptote  en  a.  Eu  appliquant  aux  trois  points  à 
l'infini  le  théorème  bien  connu  sur  les  taugentiels  de 
trois  points  eu  ligne  droite,  on  voit  que  la  tangente  eu  G 


l  (^9  ) 
cslOt  i;l,  par  siiilo,  la  cul)i([iic  considérée  (ail  pailic  du 
rais<"('au  linéaire  c\aiuii)é  plus  haut. 

Tdtii^cnles  aux  poin/s  A  et  A^.  —  La  Laiigeiile  eu  A 
est  la  Jiinile  de  AP  quant  M  vient  eu  H;  or  le  triangle 
iMAP  étant  isoscèle,  AP  est  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice de  PMA',  (piand  M  vient  en  B  celte  bissectrice  a 
|)our  limite  BA  ;  donc  la  limite  de  AP  est  Aa.  De  même 
la  tani^enle  en  A)  est  A,  t.  Du  point  a-  ou  ptmt  mener  à 
la  cubi(|ue  quatie  tangentes  réelles,  savoir  :  7A,'7A,, 
tO  et  l'asymptote  (A').  Par  suite,  de  tout  point  de  la 
brandie  infinie  on  pjîut  mener  à  la  courbe  quatre  tan- 
gentes réelles  :  deux  ont  leurs  points  de  contact  sur  la 
branche  inlinie,  deux  sui- l'ovale. 

Tangentes  aux  points  P  et  P'.  —  Considérons  un 
rayon  O^i  voisin  de  OM  et  soient  Q  et  Q'  les  points  du 
lieu  situés  sur  ce  rayon  (le  lecteur  est  prié  de  laire  la 
figure).  Les  deux  rayons  OM,  OiN  coupent  l'asymptote 
en  11  et  S.  Dans  le  triangle  ORS,  les  deux  droites  PQ 
et  P'Q'  sont  deux  transversales  réciproques  :  elles  cou- 
pent donc  rasym[)tole  en  deux  points  symétriques  par 
rapport  au  milieu  de  IIS.  Lorsque  JN  vient  coïncider 
avec  M,  les  droites  i^Q,  P'Q' deviennent  les  tangentes 
en  P  et  P';  [)ar  suite,  ces  deux  tangentes  coupent 
l'asymptote  en  deux  points  symétricjues  par  rapport  à  B. 

Tangentes  paiallèles  à  (A).  —  Une  droite  (pud- 
conque  paiallèle  à  (A)  coupe  la  cubique  en  deux  points 
variables  P  et  Q;  si  OP  et  OQ  coupent  la  courbe  en  P' 
et  Q'  la  droite  P'Q'  est  syniétri(jue  de  PQ  [)ar  rapport 
à  (A).  Les  deux  rayons  OP,  OQ  sont  donc  deux  rayons 
homologues  d'un  faisceau  involulit  dont  les  rayons 
doubles  passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  (A).  OrOo"  et  C><l>,  OA  et  OA,  lorment 
deux  couples  de  rayons  homologues;    ces  deux  couples 
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forment  deux   angles    ajaiit  la   même  bissectrice  ;  donc 
deux   rayons  homologues   quelconques  sont  également 

inclinés  sur  la  bissectrice  de  AOA,  et  les  rayons  doubles 
sont  les  bissectrices  de  cet  angle  et  de  l'angle  adjacent 
supplémentaire. 

Soient  Oax',   O [ii.5'  ces  deux   bissectrices    ifîg.    a); 
deux  des   points  de  contacl,  a'  et  ^3'  par  exemple,  sont 

Fig.    2. 


sur  la  branche  infinie,  les  deux  autres  sur  l'ovale.  Eji 
appliquant  le  théorème  sur  les  tangentiels  de  trois 
points  en  ligne  droite  on  voit  que  ajîi  coupe  la  cubique 
en  un  troisième  point  qui  a  pour  tangentiel  a-;  or  ce 
troisième  point  n'est  ni  O  ni  le  point  à  l'inlini,  c'est 
d'ailleurs  un  poit)t  de  la  branche  infinie,  donc  c'est  le 
point  A.  On  verra  de  même  que  a'  |5i'  passe  par  A  tandis 
que  a^'  et  ^a'  passent  par  A,. 

Une  propriété  commune  à  toutes  les  cubiques  circu- 
laires nous  apprend  que  la  cubique  considérée  est  anal- 
lagmatique  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  quatre 
points  a[ia'[j'.  On  a  donc,  par  exemple,  a^S  .  a  A  =  aO.aa'. 
Donc  les  quatre  points  [^AOa'  sont  sur  un  cercle  et  a^, 
a'|j'  sont  deux  droites  rectangulaires.  Par  suite,  trois 
quelconques  des  points  de  contact  a[ia'^'  sont  les  som- 
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iiicls  d'un  triangle  dont  le  point  de  concours  des  liau- 
leui's  est  le  (juatriènie  point. 

Points  conjugués.  —  Ou  sait  (ju'ou  appelle  points 
conjugués  sur  une  ciil)i(jiie  deux  points  ayant  U;  même 
tangentiel  ;  dans  une  cubique  n'ayant  pas  de  points 
singuliers,  il  y  a  trois  genres  de  points  conjugués;  dans 
ce  cpii  va  suivre  nous  ne  parlerons  que  des  points  con- 
jugués de  même  genre  que  les  points  cycliques.  On  dé- 
montre facilement  que,  dans  toute  cubique,  deux  couples 
de  points  conjugués  du  même  genre  et  leurs  tangentiels 
sont  sur  une  conique  et  réciproquement,  ai  deux  couples 
de  [)oints  conjugués  et  leurs  tangentiels  sont  sur  une 
coni(]ue,  les  deux  couples  sont  du  même  genre  : 

Or,  dans  une  cubique  stropboïdale,  les  deux  points 
cycliques  ont  pour  tangentiel  commun  le  point  O  ;  donc  : 

Le  cercle  qui  passe  par  deux  points  conjugués  et  par 
leur  tangentiel  passe  par  O. 

TnéoniiAiE.  —  Le  conjugué  (V un  point  P  est  le  point 
Q'  situé  sur  la  parallèle  à  (\)  menée  par  le  point  P', 
intersection  de  OP  avec  la  courbe. 

En  ellet,  applicpions  le  théorème  sur  les  tangentiels 
de  trois  points  en  ligne  droite  aux  trois  points  de  la 
droite  P'Q'  (le  troisième  est  à  l'inlini)  et  aux  trois 
points  OPP';  on  en  déduit  facilement  que  les  points  P 
et  Q'  ont  le  même  tangentiel.  Lors([ue  OP  vient  coïn- 
cider avecOA,  OQ' vient  coïncider  avec  0A|  ;  or  A  et  A, 
sont  conjugués  dujmcme  genre  que  les  points  cyclicpies, 
puiscpie  le  cercle  déternn'né  par  AA(  et  o- passe  aussi 
par  O.  Les  points  P  etQ'  sont  donc  conjugués. 

Conséquence.  —  Le  point  O  a  pour  conjugué  le  point 
réel  à  l'inlini,  <I>  a  pour  conjugué  a.  Les  trois  couples 
de  points  conjugm'-s  :    (Oo:),    ('I*t),   (  AA,  )  pcriueltent 
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de  construire  la  courbe  d'une   manière  discontinue  par 
l'application  du  lliéorème  suivant,  dû  à  Hesse  : 

Thkorème,  —  Si  '{fia')  {hb')  sont  deux  couples  de 
points  conjugués  du  même  genre,  les  droites  ah' ^  bu 
et  les  droites  au! ,  bh'  se  coupent  en  deux  points  conju- 
gués du  même  genre. 

f  Autre  mode  deXgénération.  —  Considérons  un  rayon 
OPP'  coupant  la  courbe  en  P  et  P'^  soient  Q'  et  Q  les 
conjugués  de  P'  et  P;  les  droites  PQ,  P'Q'  sout  paral- 
lèles à  (A).  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  PQQ'P'  est  une  cubique  circulaire 
dont  les  six  sommets  du  quadiilatère  forment  trois 
ccuples  de  points  conjugués  et  les  deux  points  cycliques 
sont  conjugués  du  même  genre.  Ce  lieu  coïncide  donc 
avec  la  cubique  considérée  5  donc  : 

Toute  cubiijue  strophoïdale  peut  être,  d'une  infinité 
de  manières,  considérée  comme  le  lieu  des  foyers  des 
coniques  inscrites  dans  un  (juadiilatère. 

l'outes  ces  coniques  ont  leur  centre  sur  (A)  ;  les  deux 
foyers  de  l'une  d'elles  sont  donc  équidistants  de  (A)  et 
comme  ils  ne  sont  pas  en  ligne  droite  avec  le  point  O, 
ce  sont  deux  points  conjugués.  En  particulier  A  et  A, 
sont  deux  foyers  d'une  conique  inscrite  dans  le  c|uadri- 
latère  PQQ'P';  les  sommets  de  la  conique  situés  sur 
l'axe  focal  sont  les  points  y  et  y' intersections  de  AA| 
avec  PQ  et  P'Q'  {fg.  3).  Cette  remarque  nous  permet 
de  construire  les  points  d'intersection  de  la  cubique  avec 
une  droite  parallèle  à  (A).  I,e  problème  revient,  eu 
effet,  à  mener  du  point  O  les  tang<;ntes  à  une  conique 
dont  on  connaît  l'axe  focal  yy'  et  les  deux  foyers  A 
et  A,.  Elle  nous  permet  encore  de  donner  le  mode  de 
génération  suivant  des  cubiques  sLroplioïdales  : 


(  7^  ) 
Soient  un  système  de  coniques  lioniofocales  de  loyers 
A  et  Ai  et  un  point  O  du  plan^  le  lieu  des  points  eom- 

Fig.    3. 


muns  aux  tangentes  à  une  conique  issues  du  [)oint  O  et 
des  tangentes  aux  extrémités  de  l'axe  focal  est  une  cu- 
bique sirophoïdale  dont  O  est  le  foyer  singulier. 

On  obtient  immédiatement  cette  propriété  en  remar- 
quant {Jlg-  •^)  que,  si  PP'QQ'  sont  les  points  donnés 
par  l'une  des  coniques,  on  a 


et,  par  suite, 


PAP'=9o" 
MP  =  MP'=  MA. 


Tan  génie  en  un  polnL  (juclconquc.  —  Soitmt  P  un 
point  de  la  courbe,  (^  le  point  situé  sur  la  parallèle  à 
l'asymptote  menée  par  V,  et  Q'  le  troisième  point  situé 
sur  OQ^  P  et  Q'  sont  conjugués;  S(jit  W  un  j^)oint  voisin 
de  P5  soit  RS  la  parallèle  à  (A)  menée  par  R.  ]\ous 
avons  vu  que  P  et  Q'  sont  les  foyers  d'une  conique  tan- 
gente à  RO  et  RS-,  donc,  d'après  une  propriété  connue 
des  coni(jues,  on  a 

^\       /\ 
ORQ'  =  PRS. 

Taisons  tendre  U  vers  P  et  soit  PV  la  direction  limite 


(  7l  ) 
(le  Rl\  c'est  à-dire  la  tangeiiLe  en  P  ;  on  a 

limite  ORQ*  =  OPQ', 
limite   PRS  =  VPQ  ; 


don( 


6pQ'  =  VPQ, 


ce  qui  montre  que  les  angles  OP(J  et  VPQ'  ont  la  même 

Fis.  4. 


e\ 


bissectrice;   il  en  lésulte  une  construction  sinjple  delà 
tangente  en  P  {Jig-  4)- 

Cette  ('Onslruction  nous  permet  de  déteinnner  le 
langentiel  d'un  point  en  prenant  l'intersection  de  la 
tangente  en  ce  point  avec  la  tangente  au  point  conjugué 
ou  encore  avec  le  cercle  passant  [)ar  le  point,  par  son 
conjugué  et  par  O. 
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[Klc] 

SUU   QUELQUES    XOUVEAIIX    TIIKOKOIES, 

HELVrilS    AU    TUIVMiLE; 

Pau  m.  F.   CASPARY. 

(Extrait   dune   lettre   adressée   à   M.    E.  Liîmoixe.) 


On    tloil    à    vous,     INioiisieiir,    à    M.    Brocard, 

à  M.  INeuberg  el  à  d'autres  ëiuii)enls  géomètres,  des  tliéo- 
i-èines,  relatifs  au  triangle,  dans  lesquels  le  point  (jui 
porte  votre  nom  est  pris  comme  point  de  départ. 

L'application  des  métliodes  de  Grassmann  à  la  géo- 
métrie récente  du  triangle  m'a  conduit  au  résultat  sur- 
prenant (pie  lesdits  tliéorènu;s  existent  encore  si  l'on 
r«'mpla(!c  le  point  d'inteisection  des  symédianes  par  un 
point  absolument  quelconque. 

Permettez-moi ,  .Mousieui-,  de  vous  communiquer 
(piel(]ues-uns  de  mes  théorèmes. 

Soit  A)A2A;i  un  triangle,  X  un  point  absolument 
(juelconque  de  son  plan  et  X''^,  X^-^,  X'^^  les  points  où 
les  droites  A|X,  AoX,  A3X  coupent  les  côtés. 
Soient,  de  pltis,  IV,'  et  By  les  points  oiï  les  parallèles 
menées  par  X'^^  et  X^-^  respectivement  aux  côtés  A3  A| 
et  A,A2  couj)ent  A2A3;  et  de  même  les  points  B!,"' 
et  B',"';  B',^',  B!;"  obtenus  par  perniutaliou  cyclique. 
Soient  enfin  B'/',  B!,"',  Bi,"  les  points  situés  respective- 
ment sur  A2A3,  A3  A,,  A,  Ao  et  construits  de  façon  que 
les  segments  A3B'|",  A,  B!.-',  AgB!,"  soient  égaux  respec- 
tivement aux  segments  Xf''A2,  X^-^As,  X^^)^,.  Alors 
on  a  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Les  droUvs  A,B/',  AjlV"',  A3  L>/"  to//cu«/t'/if  au 
point  B,  (/=:£,  2,  ^i  ). 
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2.  Les  d/oiles  Bi\  surit  painllèles  aux  calés  A^A/ 
(i,  /i,  /  =  1 ,  2 ,  3  ;  2,3,  I  ;  3 ,  i ,  'i ) . 

3,  Les  deux  triangles  AiAoA;,  et  BiB^Bj  ont  le 
même  centre  de  gravité  G. 

A.  Lf'S  droites  A/ G  passent  par  les  ndlieux  des  seg- 
ments B/X. 

5.  Le  point  d' intersection  C/  des  droites  A/X  et  R/G 
est  situé  sur  la  droite  qui  passe  par  B/  et  le  milieu  du 
segment  B/,  B/. 

G.  Les  triangles  A,  A2A3  et  B,  B0B3  sont  triplement 
Jiomologif/ues,  de  façon  que  les  droites  A,  B,,  A^  B^, 
A3B3  concourent  au  point  U,  ;  les  droites  A,  B^,  A2B3, 
A3B,  au  point  Do  et  les  droites  A,  B3,  AjB,,  A-^  B^  au 
point  D3. 

7.  Z>e  centre  de  grainté  du  triangle  DiD^Da  est  le 
point  G,  centre  de  gravité  des  triangles  A1A2AJ  et 
B.B2B3. 

8.  ^V  l'on  désigne  par  W/  /e.v  points  d'intersection 
des  droites  Ah^^i  Gt  A/D3.  les  droites  A^AV/  concourent 
au  point  W. 

9.  La  droite  WX  passe  par  le  milif^u  du  segment 
D,D3. 

10.  Si  C on  désigne  par  L,  les  points  d' intersection 
des  droites  B^C/  et  B/Ca  et  par  X/  les  points  d'inter- 
section des  droites  A^L^^  et  A^L/,  les  points  X  et  X/ 
sont  des  poijits  associés. 

H.  Les  droites  B/X,  passent  par  tes  milieux  des 
segments  A  a  A/. 

12.  6V  /'o«  désigne  par  F/  les  /toinls  d' intersection 
des  droites  A^C/  «^^  A/Ca,  /^-a'  droites  F/(}  jo/if  paral- 
lèles aux  droites  B/X  ei  «;/x  côtés  A/j  A/. 

13.  />e5  droites  A,- F/  concourent  au  point  F. 

14.  Les  droites  C/F,  concourent  au  point  Q. 

lo.   Z-<^'.v  points  X,  (j,  F,  Q  \o«/  situés  sur  la  même 
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droite^  et.  de  telle  façon  que  le  point  (^  est  le  viilicit 
du  segment  FX  et  le  segment  XG  =  |  GF  =  -^  GQ. 

10.  Les  parnllrles  menées  par  les  milieux  des  côtes 
BaB/  aux  côtes  A^A/  concourent  au  point  Q. 

17.  Les  parallèles  menées  par  les  points  A/  aux 
côtés  BaB/  concourent  au  point  R. 

18.  Les  droites  B/(j  jnissent  par  les  milieux  des 
segments  A/B. 

19.  Les  points  B,,  Bo,  B;, ,  1)^,  D3,  X  sont  situés  sur 
une  même  conique. 

20.  Les  points  h.^,  A^,  A3,  D3,  Do,  R  sont  situés 
sur  une  même  conique. 

Dt's  tliéoiètnes  précédents  se  déduisent  d'autres  si  l'on 
échange  A,  avec  15,-,  et  eonséquemnient  Do  avec  D3,  X 
avec  R,  etc.  Les  théorèmes  i  et  18,  19  et  20  en  sout 
des  exemples. 

Si  le  point  (jueh'oncjue  X  devient  le  point  de  Lemoine, 
les  triangles  B,  B2B3  et  G<  C2C3  représentent  le  premier 
et  le  second  triangle  de  Brocard  et  les  points  D2  et  Dj 
les  points  brocardiens  Q'  et  Q. 


CEUTIFICITS  DÉTUDES  SIPERIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  JUILLET  1899.  —  COMPOSITIONS. 


Poitiers. 
-Vnalvsi:. 


1.   Montrer  que  l'on   peut    toujours  ramener   aux 
quadratures  V intégration  d'une  équation  de  la  forme 
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Dans  quels  cas  admet-elle  des  solutions  singulières? 


2.  Intégrer 


(j'-+-^7')"^  =  4a;-2y. 


Épreuve   pratique.   —  La  surface  représentée  par 
l'équation 

r enferme  un   volume  égal  au  produit  de  ~ah  par  le 
périmètre  de  l'ellipse 

a°'-y-  -f-  b^X'  —  «-  b-. 


Rennes. 

MÉCAMQIE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  t°  Étude  cinématique  du  pivote- 
ment  d'un  corps  rigide  sur  un  point  fixe. 

2°   Sur  deux  cylindres  de  révolution  horizontaux 


fixes  de  même  rayon  <7,  distants  de  ic,  et  dont  les 
axes  sont  parallèles  et  situés  dans  un  même  plan  hori- 
zontal, s  appuie  un  prisme  horizontal  homogène  dont 
ih  est  la  hase. 

Montrer  que  l'axe  instantané  décrit  dans  l'espace 
un  cylindre  de  révolution.  Examiner  comment  se  com- 
porte par  rapport  au  prisme  la  génératrice  de  ce 
cylindre  qui  est  diamétralement  opposé  éi  l'axe  instan- 
tané. En  conclure  le  lieu  de  cet  axe  dans  le  prisme  et 
les  trajectoires  des  différents  points  dans  l'h^ pothèse 
oii  le  prisme  n'a.  pas  de  glissement  horizontal  sur  les 
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génératrices  des  cylindres.  Faire  voir  (jne  (ouf  plan 
du  prisme^  parallèle  à  ses  arêtes,  enveloppe  un  cylindre 
de  révolution  horizontal  :  plans  pour  lesquels  ce  cy- 
lindre se  réduit  à  une  droite. 

Déterminer  enfin  le  mouvement  que  le  poids  fait 
prendre  à  ce  prisme. 

Remarque.  —  En  suivaiiL  pas  à  pas  la  maiclie  de 
l'énoncé,  on  résont  dés  simplement  ce  problème. 

Epreuve  pratique.  —  Un  pendule  composé  est  formé 
d'une  tige  métallique  prismatique  de  petite  section  n 
dont  on  connaît  la  longueur  l.  Cette  lise  est  homos'cne 
et  son  poids  spécifique  est  p.  File  est  munie  supérieu- 
rement d'un  couteau  et  porte  une  masse  mobile  de 
poids  l^,  qu  on  peut  fixer  en  diverses  positions  sur  sa 
longueur  ;  le  centre  de  gravité  de  cette  masse  j)arcourt 
l'axe  de  la  tige.  On  n'a  pas  de  moyen  de  déterminer 
exactement  sa  distance  à  l'axe  du  couteau,  mais  on 
peut  mesurer  avec  une  grande  précision  le  déplacement 
;  de  ce  point  suivant  la  tige. 

On  observe  les  durées  d'oscillation  t,  t'  pour  deux 
positions  de  la  niasse  séparées  par  la  distance  ç.  En 
conclure  les  deux  longueurs  de  pendules  synchrones  et 
le  moment  d'inertie  de  la  masse  par  rapport  à  l'axe 
mené  par  son  centre  de  gravité  parallèlement  à  l'arête 
du  couteau. 

Le  couteau  est  supposé  muni  d' un  appareil  de  ré- 
glage permettant  dans  le  calcul  des  observations  de 
faire  abstraction  de  son  moment  d'inertie. 

Effectuer  les  calculs  pour  les  données  numériques 
suivantes  : 

l  —  5l'",5o,  T  =  O""',  000006,  p  =  7*"",  P  =  ''tiO"', 

i  =  ()">, 3871,         t  =  \\\^\,        l'-\\')j\. 
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Analyse. 

i"   Elude  de  ta  fond  ion  analytique  u   déjinie  par 

V  équalion 

z  =  cosu. 

Loi  des  valeurs  qu  elle  peut  prendre  pour  chaque 
valeur  de  z . 

Points  criiiques.  —  Expliquer  comment  le  parcours 
d^iin  chemin  convenable  par  la  variable  z  permet  à 
celte  fonction  d'acquérir  en  chaque  point  du  plan  ime 
quelconque  des  valeurs  dont  elle  est  susceptible  en  ce 
point. 

a"  Eexpression 

dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier  positif, 
dtvant  satisfaire  idejitiquement  à  l'équation 

d^u        d^-u  _ 

on  demande  :  i°  de  déterminer\la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  fonction  oi-y,  -i"  de  transformer  et  de  ré- 
soudre la  même  question  en  coordonnées  polaires. 


Si  l'on  pose 


^=t. 


on    trouve   pour    déterminer    o    l'équation    du    second 

ordre 

X  ^"^ 9  /  s  .do  .  , 

(i)        ^'  +  ^  )"^  ^^('""^'^^^î  +m(m-M)(p  =  o. 

En  comparant  celte  équation  à  la  formule  de  Liebnitz, 
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on  csl  laniené  à  poser 


On  trouve  alors 


D'où 


/„,(0        A  +  B^ 


fm{t)  et  /m-2{f)   clésignaul  dos   poJ3iiomcs  de  degrés 
respeclifs  /7i  el  //i  —  2,  A  et  B  désignant  des  constantes 
arbitraires. 
On  en  déduit 

La  transformation  et  la  résolution  de  cette  question 
en  coordonnées  polaiies  ne  présentent  aucune  dif(i- 
culté. 

Toulouse. 
Calcul  DitFKKEXxiEL  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  1.  On  considère  la  surface  résiée 
S  formée  parles  normales  menées  à  une  quadrique  en 
tous  les  points  de  la  courbe  d'intersection  C  de  cette 
surface  a\.'ec  un  plan  donné  P.  Démontrer  que  la  ligjie 
de  striction  de  cette  surface  S  est  la  courbe  de  contact 
du  cône  qui  lui  est  circonscrit  et  qui  a  même  sommet 
que  le  cône  circonscrit  à  la  quadrique  tout  le  long  de 
la  courbe  C. 

II.   Intégrer  le  système  d' équations  différentielles 

dx 
'cït 


—  X  —y  — 


dy 

rit  -^ 

dz 

dt 


—  x-^y  — 


Ann.  de  Mathcmat.,  3' série,  l.  XIX.  (Février  igoo.) 
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IIJ.    On  consicU'rc  V i'^italion  aux  dcris'écs  parlielles 
du  premier  ordre 

où  p  et  q  désig/ie/it  les  dérwées  partielles  de  la  fonc- 
tion inconnue  z  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes X  et  y. 

Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par   la 
courbe  dont  les  écjuations  sont 

a^  =  O,  J'2-t-  ^2  =   I. 

Epreuve  pratique.  —  Trouver  pour  /a  fonction 


(52-M)(3-2) 


le  déi^eloppement  dont  le  théorème  de  Laurent  dé- 
molit re  V existence  dans  la  j)artie  du  plan  comprise 
entre  les  deux  cercles 

a72  +  j2=i, 
.r-  -i-  y-  =  4  • 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

I.  Un  disque  circulaire  homogène  très  mince  de 
rayon  a  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  ver- 
tical passant  par  son  centre  et  perpendiculaire  à  son 
plan  avec  une  vitesse  angulaire  constante  m. 

En  un  de  ses  points^  on  pose  une  sphère  homogène 
de  rayon  b  qui  peut  rouler  sur  le  plan  du  disque  sans 
glissement  et  sans  frottement . 

Etudier  le  mouvement  relatif  de  la  sphère  sur  le  plan 
du  disque. 

II.  Définir  les  courbes  brachistochrones  dans  le  plan 
lorsque  le  point  matériel  qui   les  décrit  est  soumis  à 
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laciion  d' une  Jorce  dévivant  d'un  jxyU'niud.  Moalrei 
(jue  In  composante  normale  de  la  force  est  égale  à  la 
force  centrifuge. 

ulppllcations.  —  i"  La  parabole  est  une  courbe 
brachistochrone  pour  un  point  matériel  qui  la  décrit 
sous  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice et  iHiriant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance à  celte  directrice. 

1°  IJ ellipse  est  une  courbe  brachistochrone  pour  un 
point  qui  la  décrit  sous  l'action  d'une  force  répulsive 
émanant  d'un  de  ses  foyers  F'  et  variant  en  raison  in- 
verse du  carié  de  la  dislance  de  ce  point  à  V autre 
foyer  F. 

MÉGAMQCE    Al'PLIQLÉK. 

Epreuve  écrite.  —  Le  /nouuement  relatif  de  deux 
plans  A  et  B  se  représente  par  le  roulement  de  deux 
courbes,  l'une  KR  da?is  le  plan  A  et  Vautre  BA  dans  le 
plan  B'. 

i"  On  considère  trois  plans  A,  B,  C  glissant  les  uns 
sur  les  autres  ;  connaissant  le  mouvement  relatif  de  A 
et  C,  c'est-à-dire  les  deux  roulettes  AC,  CA  et  la  loi 
de  leur  roulement^  connaissant  de  même  le  mouve- 
ment relatif  de  B  et  C,  en  déduire  le  mouvement  rela- 
tif de  A  et  B. 

2°  Trouver  de  toutes  les  façons  possibles  une  courbe 
a  dans  A,  une  courbe  fj  dans  B  et  une  courbe  v  dans 
C,  de  telle  façon  que  a  étant  l'enveloppe  de  y  dans  le 
plan  A  et  [5  l'enveloppe  de  y  dans  le  plan  lî,  les  deux 
courbes  rt.et'^  soient  des  profils  conjugués  dans  le  mou- 
vement relatif  de  A  et  B.  Cas  oii  la  courbe  y  est  abso- 
ment  arbitraire. 

3"  Le  mouvement  relatif  de  AetB  étant  donné  ainsi 
que  deux  courbes  ol  et  ^  constituant  deux  profils  con- 
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jagiiés,  déterminer  le  mouvement  du  plan  C  ainsi  que 
la  courbe  y  de  ce  plan^  de  façon  à  engendrer  a  et  p 
comme  enveloppes  de  y.  Préciser  les  arbitraires  qui 
entrent  dans  la  solution  générale. 

4"  Le  mouvement  des  trois  plans  A,  B,  C  étant  dé- 
fini de  la  façon  sui\'ante  :  A  tourne  autour  d' un  point 
fixe  ^,  B  tourne  autour  d'un  point  fixe  r,  ai^ec  une 
vitesse  constante  to,  C  se  déplace  de  façon  quune  de 
ses  droites  glisse  sur  elle-même,  enfin  les  deux  rou- 
lettes BA,  BC  sont  confondues  en  un  cercle  de  rayon 
R  ayant  Yj  pour  centre,  déterminer  complètement  les 
mouvements  relatifs  des  trois  plans  ainsi  que  les  courbes 
a,  [^,  y. 

Epreuve  pratique.  —  Une  poutre  articulée  droite 
de  hauteur  constante  est  formée  par  des  triangles  rec- 
tangles isoscèles  comme  l'indique  la  figure. 


^  4-c 


La  poutre  est  placée  horizontalement,  le  nœud  A 
étant  fixé  et  le  nœud  B  reposant  sur  un  appui  horizon- 
tal poli. 

Au  nœud  C  est  appliquée  une  force  égale  à  400*^8  et 
inclinée  à  45°  comme  l'indique  la  figure.  Le  Jiœud  D 
supporte  une  charge  de  400''^  et  le  nœud  E  une  charge 
de  2oo''s. 

On  néglige  le  poids  propre  du  système.  On  de- 
mande : 

i"  Epure  donnant  les  réactions  des  deux  appuis; 
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2"  Epure  donnant  les  tensions.  J/idù/uer,  sur  lu 
poutre^  les  barres  comprimées  par  de  gros  traits. 

Les  deux  épures  seront  faites  séparément  à  l'échelle 
de  1*^'"  ])ar  100''°  pour  la  première  et  de  2*^'"  par  ioo''6 
pour  la  seconde  et  l'on  y  joindra  quelques  indications 
très  sommaires  sur  la  méthode  employée. 

Astronomie  01;  Mécanique  céleste. 

On  donne  les  éléments  suivants  de  l'orbite  d'une 
planète^  rapportés  à  l' écliptique  et  à  Véquinoxe 
moyens  à  une  date  connue  t^  :  demi-grand  axe,  excen- 
tricité, anomalie  moyenne  à  la  date  t^,  longitude  du 
nœud  ascendant,  inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur 
V écliptique,  longitude  du  périhélie. 

Faire  connaître  les  formules  à  appliquer  pour  calcu- 
ler les  coordon?iées  polaires  équatoriales  héliocen- 
triques  à  une  autre  date  t. 

On  se  bornera  à  écrire,  sans  les  démontrer,  celles 
de  ces  formules  qui  serK>ent  à  calculer  le  rayon  vecteur 
et  V anomalie  vraie;  on  démontrera  les  autres.  On 
insistera  sur  V  emploi  des  constantes  de  Gauss. 


ItlBLIOGRAPillË. 


TuAiTi':  DE  HOMOGRAPHIE.  —  Théoric  des  abaques. 
Applications  pratiques;  par  M.  Maurice  d'Ocagne, 
ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  à  l'Ecole 
des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytech- 
nique. I  vol.  in-8"de  480  pages.  Paris,  Gauthier-Villars, 
'899. 

Dans  le  Calcul  par  le  trait  ou  en  Statique  graphique.,  on 
obtient  l'inronnuc  à  l'aide  d'une  épure  qu'il  faut  reromniencer 
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toutes  les  fois  que  les  données  prennent  d'autres  valeurs.  En 
Nomographie,  la  figure  qui  représente  l'équation  liant  les  don- 
nées à  l'inconnue  reste,  au  contraire,  la  même,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  aux  données  ;  il  suffit  de  la  con- 
struire une  fois  pour  toutes,  et  alors  une  simple  lecture,  sur 
un  tableau  qu'on  nomme  abaque,  donne,  sans  aucune  opération, 
le  résultat  cherché. 

Le  principe  de  la  représentation  plane  des  équations  à  deux 
variables  remonte  évidemment  à  l'époque  de  la  création  de  la 
Géométrie  analytique. 

Pour  les  équations  à  trois  variables,  le  premier  essai  de  re- 
présentation plane  est  attribué  à  Pouchet  (1795).  Mais,  malgré 
quelques  tentatives  faites  par  d'Obenheim,  Piobert,  Bellen- 
contre,  Allix,  l'emploi  des  abaques  est  resté,  pendant  un  demi- 
siècle,  fort  restreint.  En  i843,  lorsqu'on  commença  la  construc- 
tion de  nos  voies  ferrées,  la  nécessité  de  méthodes  rapides, 
pour  évaluer  les  terrassements  considérables  que  comportaient 
de  tels  travaux,  amena  nos  ingénieurs,  et  plus  particulièrement 
M.  Lalanne,  à  chercher  quel  parti  on  pourrait  tirer  des  mé- 
thodes graphiques;  c'est  à  cette  occasion  que  Lalanne  dé- 
couvrit le  principe  de  l'anamorphose  que  M.  Massau,  dans 
son  Mémoire  sur  l'intégration  graphique,  a  porté,  en  1884,  à 
son  plus  haut  degré  de  généralité. 

La  même  année  1884  vit  apparaître  un  mode  plus  général  de 
représentation  graphique  des  équations,  auquel  M.  d'Ocagne 
avait  été  conduit  en  appliquant  aux  abaques  de  Lalanne  une 
certaine  transformation  dualistique.  Deux  ans  plus  tard, 
M.  l'ingénieur  des  Mines  Lallemand  fit  connaître  une  forme 
particulière  des  abaques  anamorphoses  de  Lalanne,  à  laquelle 
il  attribua  le  nom  (ïabaque  hexagonal,  et  qui  s'applique  à  un 
type  général  d'équation  que  l'on  rencontre  très  souvent  dans 
la  pratique. 

La  comparaison  des  divers  travaux  relatifs  aux  abaques  donna 
en  1891,  à  M.  d'Ocagne,  l'heureuse  idée  de  les  coordonner  et 
de  créer  une  théorie  nouvelle  à  laquelle  il  donna  le  nom  de 
Nomographie.  Nous  avons  eu  à  cette  époque  le  plaisir  de 
rendre  compte  dans  les  iVoare^/es  ^«n«/e5(i)  de  cet  Opuscule 
qui  a  été  couronné  en  1892  par  l'Académie  des  Sciences. 


0  3"  série,  t.  X,  p.  5^6. 
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11  y  a  loin  de  cette  brochure,  qui  semblait  chercher  timide- 
ment à  se  faire  jour,  au  beau  Volume,  cinq  fois  plus  étendu, 
qui  a  la  prétention,  d'ailleurs  justifiée,  de  renfermer  la  solution 
du  problème  pris  dans  le  cas  le  plus  général;  c'est,  en  effet,  un 
véritable  corps  de  doctrine  dans  sa  forme  définitive. 

Le  problème  le  plus  général,  englobant  toutes  les  méthodes 
possibles  de  représentation  plane  des  équations  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  fait  l'objet  du  dernier  Cha- 
pitre. L'auteur  fait  observer  que  c'est  par  là  qu'il  eût  débuté 
s'il  s'était  adressé  aux  seuls  mathématiciens.  Mais,  soucieux 
avant  tout  d'être  utile  à  ceux  qui  s'occupent  de  choses  tech- 
niques, il  a  préféré  procéder  du  simple  au  composé,  s'étendant 
davantage  sur  ce  qui  offre  un  intérêt  pratique.  Ajoutons  que 
l'exposé  des  principes  est  accompagné  d'exemples  nombreux, 
variés,  empruntés  aux  divers  arts  techniques  (Génie  civil  ou 
militaire,  Artillerie,  Navigation,  Géodésie,  Finances,  etc.).  Ces 
exemples  ont  été  soumis,  pour  la  plupart,  à  l'épreuve  de  la  pra- 
tique; ce  sont  en  quelque  sorte  des  exemples  vécus. 

Il  nous  reste  maintenant  à  indiquer  le  but  et  le  contenu  de 
chaque  Chapitre. 

Le  Chapitre  I  débute  par  une  étude  approfondie  de  la  Notion 
primordiale  des  échelles  de  fonctions  et  de  leur  application 
aux  abaques  d'équations  à  deux  variables. 

Le  Chapitre  II  concerne  la  représentation  des  équations  à 
trois  variables  au  moyen  de  trois  systèmes  de  lignes  cotées, 
trois  lignes  se  correspondant  dans  ces  systèmes  quand  elles 
concourent  en  un  même  point. 

Sont  compris  dans  cette  catégorie  des  abaques  à  entrecroi- 
sement : 

D'abord,  les  abaques  cartésiens,  tels  que  ceux  de  Pouchet, 
les  premiers  en  date,  et  qui  sont  constitués  par  un  système  de 
lignes  cotées  sur  quadrillage  régulier;  puis  les  abaques  ana- 
morphoses, dans  lesquels  la  substitution,  proposée  par  Lalanne, 
d'un  quadrillage  irrégulier  à  un  quadrillage  régulier  permet 
de  remplacer  par  des  droites  les  courbes  de  l'abaque  cartésien, 
et  qui,  dans  le  cas  où  ces  droites  sont  parallèles,  conduisent 
aux  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand  ;  enfin,  les  abaques 
à  trois  systèmes  de  droites  quelconques  (^namorpAo^e  géné- 
rale de  M.  Massau),  à  propos  desquels  M.  d'Ocagne  montre 
l'heureux  parti  que  l'on  peut  tirer  du  principe  de  l'homogra- 
phie pour  améliorrr  l;i  disposition  d'un  abaque  à  droites  entre- 
croisées. 


(  «8  ) 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  la  méthode  imaginée  en  1884 
par  l'auteur  et  dont  nous  avons  déjà  parlé.  Le  principe  de  la 
dualité,  appliqué  à  l'aide  des  coordonnées  dites  parallèles, 
a  conduit  M.  d'Ocagne  à  un  nouveau  type  auquel  il  attribue 
aujourd'hui  la  dénomination  à,' abaques  à  points  alignés  au 
lieu  de  celle  A'abaque  à  points  isoplèthes  qu'il  avait  adoptée 
d'abord.  Ces  abaques  offrent  les  plus  grands  avantages  au 
point  de  vue  de  la  rapidité  de  construction,  de  la  facilité  de 
lecture,  de  la  précision  d'interpolation,  etc.  Là  encore,  on 
peut  utiliser  l'homographie  pour  amener  chaque  abaque  parti- 
culier à  la  forme  la  plus  commode.  L'abaque  du  n°  84,  relatif 
aux.  murs  de  soutènement,  offre  un  exemple  frappant  de  l'heu- 
reuse influence  de  l'homographie. 

Chacun  des  trois  systèmes  de  points  cotés  entre  lesquels  se 
prennent  les  alignements  constitue  une  échelle  graduée.  Le 
cas  de  deux  échelles  rectilignes  parallèles  et  d'une  échelle  cur- 
viligne offre  pour  les  applications  une  importance  toute  parti- 
culière; aussi  l'auteur  l'a-t-il  traité  avec  tous  les  détails  néces- 
saires et  de  nombreux  exemples  à  l'appui.  Gomme  il  faut  se 
borner,  je  me  contenterai  de  signaler  à  l'attention  des  mathé- 
maticiens l'abaque  relatif  à  l'équation  de  Kepler  (n°  83). 

Enfin,  il  faut  encore  compter  à  l'actif  de  ce  Chapitre  le  cu- 
rieux emploi  des  points  alignés  pour  la  représentation  des  lois 
empiriques.  Parmi  les  exemples  donnés  à  ce  sujet,  le  plus  re- 
marquable est  sans  contredit  celui  qui  est  emprunté  à  M.  Râ- 
teau, sur  la  consommation  des  machines  à  vapeur,  où  la  con- 
struction même  de  l'abaque  fait  apparaître  une  loi  physique 
dont  rien  ne  faisait  prévoir  la  forme  a  priori. 

Il  y  a  lieu  aussi  de  citer  divers  types  d'abaques  pour  plus  de 
trois  variables  dérivant  immédiatement  des  abaques  précédents 
(abaques  à  double  alignement  de  M.  d'Ocagne;  abaques  à  trans- 
versale quelconque  de  M.  le  capitaine  Gœdseels  ;  abaques  à  pa- 
rallèles mobiles  de  M.  Beghin). 

Au  Chapitre  IV  appartient  la  représentation  simultanée  de 
deux  équations  à  quatre  variables,  chacune  de  ces  équations 
renfermant  trois  de  ces  variables. 

Une  première  application  intéressante  est  celle  qui  concerne 
le  calcul  du  point  à  la  mer. 

Mais,  avant  tout,  ce  Chapitre  est  une  application  générale  et 
détaillée  des  principes  précédents  au  calcul  des  profils  de  dé- 
blai et  de  remblai.  Toutes  les  solutions  connues  de  ce  pro- 
blème  sont   ramenées   à   un    principe  unique  ;  aucune  solution 
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particulière,  pouvant  être  donnée,  sous  forme  d'abaque, 
n'échappe  à  la  solution  générale  développée  par  l'auteur  et 
d'où  il  fait  sortir  de  la  façon  la  plus  naturelle  tous  les  pro- 
cédés spéciaux  proposes  jusqu'ici,  en  particularisant  d'une 
certaine  façon  quatre  fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans 
cette  solution  générale.  Par  l'examen  comparatif  des  diverses 
solutions  de  ce  problème  imj)ortant,  l'auteur  a  fait  ressortir, 
d'une  manière  incontestable,  les  avantages  de  la  solution  qui 
est  fondée  sur  l'emploi  des  points  alignés  et  qui  a  reçu  tous 
les  développements  utiles. 

Le  Chapitre  V  est  destiné  à  l'extension  des  modes  de  repré- 
sentation précédemment  étudiés  au  cas  d'un  nombre  de  va- 
riables supérieur  à  trois.  Il  n'existe  plus  alors  de  représenta- 
tion applicable  à  une  équation  quelconque;  il  n'y  a  que  des 
méthodes  applicables  à  des  types  plus  ou  moins  généraux 
comprenant  à  peu  près  toutes  les  équations  que  l'on  ren- 
contre dans  la  pratique.  Ces  modes  de  représentation  reposent 
sur  deux  notions  fondamentales,  celle  des  Eléments  à  plu- 
sieurs cotes  et  celle  des  Systèmes  mobiles.  L'auteur  examine, 
avec  de  nombreux  exemples  à  l'appui,  les  types  d'abaque  les 
plus  usuels  dérivant  de  ce  double  emploi  (abaques  hexagonaux 
à  échelles  binaires  de  MM.  Lallemand  et  Prévôt  ;  points  alignés 
à  deux  cotes,  c'est-à-diredoublement  isoplèthes,  de  M.  d'Ocagne  ; 
droites  à  doubles  enveloppes  de  AL  Poulain;  trajectoires  de 
contact  de  M,  Paladini;  règles  à  plusieurs  tiroirs  de  INL  Vaës; 
échelles  tournantes  de  M.  Lallemand;  abaques  à  images  loga- 
rithmiques de  M.  Mehmke).  Citons  enfin  parmi  les  api)lications 
des  points  alignés  à  deux  cotes,  les  abaques  de  la  Trigonomé- 
trie sphérique  (n°*  123  et  124)  et  ceux  des  équations  com- 
plètes du  troisième  et  du  quatrième  degré  (n°*  123  et  126). 

Le  Chapitre  VI  et  dernier  contient,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  la  théorie  générale  dont  les  résultats  s'expriment  d'une 
manière  abrégée  à  l'aide  d'une  notation  spéciale.  L'auteur  y 
montre  comment  les  divers  types  d'abaques  à  deux,  trois, 
quatre  variables  précédemment  étudiés  dérivent  de  cette  théo- 
rie générale  qui  se  trouve,  au  point  de  vue  de  la  classification 
des  modes  de  représentation  graphique,  avoir  la  même  valeur 
que  la  théorie  cinématique  de  Keulcaux  au  point  de  vue  de  la 
classification  des  mécanismes.  Ce  rapprochement  fort  judicieux 
a  été  signalé  dans  le  journal  anglais  Nature  {wuxwcvo  du  17  jan- 
vier 1899). 

L'auteur  (ei'niino  co  Clinpil  ri'  en  iM'lii|ii;inI  une  source  de  |)ro- 
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blêmes  dignes  (i'atlirer  rattention  des  mathématiciens;  il  s'agit 
de  déterminer  pour  chaque  type  dabaque  les  caractères  ana- 
lytiques des  équations  correspondantes.  Plusieurs  géomètres 
ont  déjà  travaillé  dans  ce  sens,  et  l'on  rapporte  ici  les  solutions 
données  pour  divers  cas  usuels  par  MM.  de  Saint-Robert,  Mas- 
sau,  Lecornu,  Duporcqet  Kœnigs.  L'exemple  sera  certainement 
suivi. 

Ce  compte  rendu,  quoique  bien  incomplet,  montre  cependant 
combien  cet  Ouvrage  est  touffu  et  riche  en  applications.  Mais 
ce  qu'il  ne  saurait  mettre  en  évidence,  c'est  l'art  avec  lequel  ce 
Traité  est  composé,  c'est  la  clarté  qui  s'y  trouve  partout  ré- 
pandue comme  à  flots,  c'est  enfin  la  régularité  parfaite  de  la 
méthode  suivie.  Sa  lecture  révèle  à  la  fois  l'œuvre  d'un  profes- 
seur habile  et  d'un  savant  accompli.  Eugène  Rouché. 


SOLUTIONS  DE  QLESTIOXS  IMIOPOSÉES. 


Question  360. 

(18S-,  p.  iS.l 
NOTK 

Par  UN  Abonné. 

L'énoncé,  reproduit  dans  le  numéro  d'avril  1898,  page  194, 
renferme  une  erreur  typographique.  Si  O  est  foyer  d'une  sec- 
tion méridienne  d'une  quadrique  de  révolution,  on  a  pour  la 
distance  du  point  O  à  un  point  de  la  quadrique 

p  =  A.r^-BjK-T-C^-1-D; 

si  donc  l'on  considère  cinq  points  de  la  quadrique,  on  a 

OA  X  V0I.BCDE  +  OB  X  Vol.GDEA+...=  o, 

les  volumes  ayant  des  signes. 

Question  448. 

(1858.  p.  351).) 

Note 
Pur  UN  Abonne. 

L'énoncé,  reproduit  à  la  page  5»  du  numéro  de  janvier  1899. 
c^t   inexact   en   plusieurs    points.   II  s'agit  évidcinnicnt    d'une 


(  9'   ) 

projection  flu  théorème  de  cotes,  pris  dans  les  deux  cas 
simples  auxquels  il  donne  lieu,  et  la  (|uestion  est  alors  trop 
facile  pour  que  l'on  doive  insister. 

Question  495. 

(1859,  p.  441-1 

Une  courbe  C„  de  degré  n  et  une  conique  C2  sont  données 
dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d'un  point  quel- 
conque situé  sur  G,t  par  rapport  à  la  conique  C2  ;  soient  P 
et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire  avec  la  co- 
nique :  le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  normales 
menées  en  P  et  Q  à  la  conique  est  d'ordre  3n  au  plus. 

(  Di:sBovi;s.) 

Solution. 
Par  UN  Abonné. 

Le  fait  énoncé  résulte  immédiatement  des  formules  bien 
connues,  données  par  M.  Desboves, 

_  c-x (  b-  —  y'^  )  ^.  _  —  c'-y  (  a-  —  x-  ) 


b'-x'  -T-  a^y-  b'-x''-\-a-y^ 

qui  expriment  les  coordonnées  X  et  Y  du  point  de  rencontre 
des  normales  aux  extrémités  de  la  corde  dont  le  pôle  a  pour 
coordonnées  a?  et  j'  :  si  le  point  (x,  y)  décrit  une  courbe 
d'ordre  n,  les  points  (X,  Y)  situés  sur  une  droite  donnée 
seront,  en  effet,  les  intersections  de  la  courbe  d'ordre  n  avec 
la  cubique  transformée  de  la  droite  parles  formules  ci-dessus. 
On  a  d'ailleurs  facilement  les  formules  ci-dessus  en  exprimant 
que  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  (X,  Y)  et  la 
conique  donnée  admettent  pour  corde  commune  la  polaire  du 
point  {x,  y)  :  on  écrit  pour  cela  que  la  conique  H  -+-  AS  =  o 
comprend  cette  droite;  voir  aussi  Salmon,  Sections  coniques, 
n"  181,  exercice  4- 

Question  496. 

us:;!),  p.  i.i.) 

/'(ir  un  point  pris  arbitrairement  dans  l  espace,  on  peut. 

■     ■      I                 mp{m—  i)( p  —  i)    ,      .,         , 
en  gênerai,  mener  —!- droites,  dont  chacune 
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rencontre  en  deux  points  la  ligne  à  double  courbure  ré- 
sultant de  l'intersection  de  deux  surfaces  algébriques 
d'ordres  ni  et  p  ;  toutes  ces  droites  sont  sur  un  cône  d'ordre 
(m  —  i){p  —  i). 

Il  suit  de  là  que  la  perspective  de  V intersection  de  deux 

nip (m  —  1  ) (  o  —  I )  . 

sur-faces    d  ordres    m    et   p    a    ^ points 

doubles  situés  sur  une  courbe  d'ordre  (ni  —  i){p  —  O- 

(Moutard.) 
solution 
Par  M.  G.  Fontené. 

T,      •  1        nip(m  —  i)(  p  —  i)     ,      .  ^    ,. 

L  existence   des   —^-^ —^ droites   est  démontrée 

2 

dans  le  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions 
de  Salmon,  n"  343  :  on  désigne  par  a,  b,  c,  d  les  coordonnées 
tétraédriques  du  point  donné  O,  et  l'on  écrit  que  les  deux 
points  {x,y,z,t)  et  (x  -^là,  y  -{-Ib,  ...)  sont  sur  la  courbe. 
Si  l'on  veut  obtenir  le  cône  de  l'énoncé,  il  faut  procéder 
autrement. 

Soient  les  deux  surfaces/ =  o,  o  =  o.  L'origine  O  des  coor- 
données étant  le  point  d'émission  des  droites,  le  point  (x,  y,  z) 
appartiendra  à  l'une  des  droites  cherchées  si  les  deux  équa- 
tions en  a:    /"(-,  ^,-)  =  o,    o(-,^,-)=:o,  ont  deux 
•^\o-a(T/  '    \  a      a      a  / 

racines  communes;  ces  deux  équations  deviennent 

yo<^'"-+-/l^'"""'+-  •  •=  o,  0^iaP-\-  C5i(T/^-l  +  .  .  .=  o, 

les  /  et  les  (o  étant  homogènes.  Si  l'on  écrit  d'abord  que  les 
deux  équations  ont  une  racine  commune,  on  aura  l'équation  du 
cône  C  d'ordre  mp  qui  a  O  pour  sommet  et  la  courbe  gauche 
pour  directrice  :  la  méthode  d'élimination  d'Euler  (méthode 
des  polj'nomes  multiplicateurs),  ou  la  méthode  dialytique  de 
Sylvester,  donnerait  l'équation  de  ce  cône  par  un  déterminant 
d'ordre  m-+-p.  Pour  écrire  l'existence  d'une  seconde  racine 
commune,  nous  emploierons  la  méthode  des  polynômes  multi- 
plicateurs, en  tenant  compte  de  ce  que  les  deux  équations  ont 
déjà  une  racine  commune  :  au  lieu  d'identifier  complètement 
les  deux  équations 

(AdP-ï  -+-  Bt/^~3  -j-.  .  .)(/oa'"-i-/ia'«->-r-.  .  .)  =  o, 

(Ga'«-2_^  Ui"''^-~.  .  .)(9n7/'  -4-  'f  I  T/'-'  -!-...)  =  o, 
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nous  écrirons  seulemenl  que  les  premiers  membres  sont  iden- 
tiques à  une  constante  près;  comme  ils  sont  nuls  tous  deux 
pour  une  même  valeur  de  <s,  celte  constante  sera  nécessaire- 
ment nulle.  On  a  ainsi  la  condition 


et  cette  relation  nécessairement  homogène  représente  un 
cône  G'  d'ordre  (m  — 1)(/>  —  >)>  comme  le  montre  la  considé- 
ration du  terme  principal  if{>)f~^  X  (cp,,_i  )'"-'.  Ce  cône  G'  a 
en  commun  avec  le  cône  G  des  génératrices  en  nombre 
mpx(m  —  i){p  —  i);  mais  les  droites  cherchées  sont  des 
génératrices  doubles  du  cône  G  et  leur  nombre  est  la  moitié  du 
précédent;  on  voit  pourquoi  l'on  a  tenu  à  conserver  la  condi- 
tion qui  donne  le  cône  G. 

Une  marche  analogue  à  celle  adoptée  ici  peut  être  employée 
quand  on  doit  écrire  que  deux  équations  des  degrés  m  et  p 
ont  A"  racines  communes  :  on  aurait  /c  déterminants  d'ordres 
m-hp,  in-\-p  —  2,  ni-^p  —  4»  •••)  donnant  des  conditions 
qui  ont  pour  points  respectifs 

m/;,     (w  — r)(/j  — i),     {ni  —  -x){p  —  i),      ...; 

dans  un  espace  analytique  à  un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions, cela  permettrait  de  généraliser  la  question  actuelle. 

La  méthode  de  Lagrange  {voir  la  Théorie  des  déterminants 
de  Baltzer,  §  XI,  9)  conduirait  pour  la  question  actuelle  à 
un  cône  d'ordre  ni{p  —  i)  ou  à  un  cône  d'ordre  (m  —  i)/?,  au 
lieu  du  cône  d'ordre  {ni  —  i){p  —  i)  donné  par  la  méthode 
d'Euler. 

Question  1788. 

(1898,  p.  14s.) 


On  considère,  dans  un  cercle  de  centre  O,  un  rayon 
fixe  OA  et  un  rayon  variable  OM.  Le  point  M  se  projette 
en  P  sur  0\.  Le  lien  du  centre  des  symédianes  du  trianf;le 
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MOP  est  une  courbe   fermée  dont  l'aire,  est  le  ^  de  l'aire 
du  cercle.  (E.-N.  Barisien.^ 

SOLUTION 
Par  M.  Y.  Retai.i. 

En  prenant  O  pour  origine  et  OA  pour  axe  des  x,  les  coor- 
données rectangulaires  du  point  de  Lemoine  K  du  triangle  OMP 
sont  données  par 

i  2:r  = /■cosO(i -f- C05-6), 
(i)  '  _       ^  ■" 

I  ly  =  /-sin  6  cos6, 

/•  étant  le  rayon  du  cercle  et  <  MOP  =  0;  nous  avons  donc 
[\ydx  =  (o/'-sin^O  —  4/-2sin26  cos-0)rt'6, 

et  le  double  de  l'aire  est 


=  3;--   /      sin^6<ff)  —  4'''  /      sin- 


ecos2  0<^0 


_  ,,    ,  i-o  t:  ,  j  X        sin4a:'Y-  _  ^t.v"-       4~''    _  ^irt'- 


4   -i  \8  3'-t     /o  i6  i6  iG 

Observation.  —  En  posant  cos26  =  if,  les  équations  (i) 
donnent 

4.r2=  r^-tii^  f^). 

^(x^-+y^-)  =  r^-t{i^3t), 
et  éliminant  t,  nous  trouvons  pour  équation  du  lieu 

( -2 )      4 (x^-  -hy-y—  4 '■- ( ^-  +  JK- )-  -+-  '•-.>'- ( a; a:^ -f-  7-2 )  =  o. 

Le  lieu  est  une  courbe  du  sixième  ordre  et  deuxième  genre, 
symétrique  par  rapport  aux  axes,  ayant  un  tacnode  à  l'origine 
et  l'axe  des  x  pour  tangente  tacnodale;  la  courbe  est  bitan- 
gente  au  cercle  donné,  sur  l'axe  des  a?;  a  un  rebroussement  en 
chacun  des  points  circulaires  à  l'infini,  avec  la  droite  à  l'infini 
pour  bitangente  cuspidale,  et  deux  points  doubles  isolés  sur 

l'axe  des  y  {x  =  o,  y  =±  r  :  y 2);  elle  a  enfin  quatre  points 
d'inflexions  réels. 

Le  lieu  de  la  projection  de  K  suilc  rayon  OM  est  \e/olium 


(  9^  ) 

l'enveloppe  de  la  droite  |  PK  [,  c'est-à-dire  l'antipodaire  de  (3) 
par  rapport  au  centre,  est  la  sextique 

( 4 )  {x--^ y-y  —  r- {x* -T- ■}.o x-y-  —  8j'^ )  -f-  1 6 r*y'-  =  o, 

qui  a  aussi  un  tacnode  à  l'origine  avec  l'axe  des  x  par  tangente 
tacnodale,  deux  rebroussements  aux  points  circulaires  à  l'in- 
fini et  la  droite  à  l'infini  pour  tangente  double  cuspidale  ;  la 
courbe  a  en  outre  quatre  rebroussements  réels 

(x  =  ±  \  r  \/(\  :  ç),  y  —  =  /^  r  </~i  :  9) 

et  deux  points  doubles  imaginaires  sur  l'axe  des  j'. 

La  droite  |  MK|  rencontre  la  perpendiculaire  en  O  à  |  OM  | 
en  le  pùle  de  |  OP  |  par  rapport  au  cercle  ayant  OM  pour  dia- 
mètre; les  coordonnées  de  ce  pôle  étant  évidemment 

r  r 

X  =  -  cosO.  7^  —  -  cosO  colO, 

■>  î 

nous  avons,  en  éliminant  6,  pour  équation  du  lieu  de  ce  point 

(5)  r-y'i=  ^^xHx-^-\-y''-), 

qui  représente  un  cappa  dirigé  vers  l'axe  des  y  et  avec  son 
tacnode  à  l'origine. 

Autres  solutions  de  MM.  Droz-Farxy  et  Lez. 


011ESTIO\'S. 


1834.  Étant  données  deux  coniques  S  et  S',  trouver  le  lieu 
d'un  point  P  tel  que  l'on  puisse  mener  de  ce  point  une  tan- 
gente à  S  et  une  tangente  à  S'  perpendiculaires  entre  elles. 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  Gg  du  huitième  ordre  et 
du  premier  genre  ayant  les  points  cycliques  pour  points  qua- 
druples et  huit  points  doubles  à  distance  finie.  On  déterminera 
la  position  de  ces  derniers  en  montrant  que  ce  sont  les  points 
communs  à  distance  finie  à  trois  courbe?  du  (|iiatrième  ordre. 


(  9<^  ) 

dont  on  formera  les  équations.  On  établira  que  les  points  mul- 
tiples de  Cs  et  les  foyers  réels  et  imaginaires  des  deux  coniques 
S  et  S'  sont  sur  une  même  courbe  G3  du  troisième  ordre  qui 
dégénère  en  une  hyperbole  équilatère  et  la  droite  de  l'infini, 
lorsque  S  et  S'  sont  concentriques.  On  donnera  une  définition 
géométrique  de  cette  courbe  C3.  Le  lieu  cherché  Gg  est  tan- 
gent en  huit  points  à  chacune  des  coniques  données;  les  seize 
points  de  contact  sont  sur  une  même  courbe  du  quatrième 
ordre. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
d'un  paramètre. 

Examiner  les  cas  particuliers  oij  l'une  des  coniques  données 
se  réduit  à  une  parabole  ou  à  un  couple  de  droites. 

(J.  Franel.) 

183o.  Au  bout  de  quel  temps  t,  un  capital  G  placé  à  intérêts 
simples  à  un  taux  /•  constitue-t-ii  une  somme  égale  à  celle  que 
constituerait  le  même  capital  placé  à  intérêts  composés  au 
taux  /-'(/•'<  /■)  pendant  le  même  temps? 

Exprimer  t  en  fonction  de  r  et  r  .  On  admet  que  les  deux 
sommes  sont  calculées  d'après  les  formules  respectives 

G(i  +  /-0,     C(i -+-/•')'• 

(E.-M.   LÉMERAY.) 

183G.  A  quelle  dislance  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère 
doit-on  mener  une  perpendiculaire  à  son  axe  réel  pour  que 
l'aire  comprise  entre  les  asymptotes,  la  courbe  et  la  droite 
cherchée,  ait  une  valeur  donnée  k.  (E.-M.  Lémeray.) 

1837.  Les  deux  triangles  ABG,   A'B'G'  sont  homologiqucs 
des  deux  manières  : 
ABG 
A'B'G' 
ABG 
G'B'A' 

Démontrer  que  si  o  passe  par  O'  :  1°  o'  passe  par  0  ;  2°  les  six 
points  O,  O',  ba' ,  bc' ,  b' a,  b' c  sont  les  sommets  d'un  quadri- 
latère complet;  3°  les  six  droites  o,  o',  BA',  BG',  B'A,  B'G  sont 
les  côtés  d'un  quadrangle  complet;  4°  le  triangle  diagonal  du 
quadrangle,  qui  a  pour  sommets  ba',  bc',  b' a,  b' c,  coïncide 
avec  le  trilatère  diagonal  du  quadrilatère  qui  a  pour  côtés  BA'. 
BG',  B'A,  B'G.  (G.  Gali.ucci.  ) 


1°  Centre  O 
1°  Gentre  O' 


axe  o  ; 
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[D3d] 

IJ.\E  APPLICATIO\  DE  LA  FOinilILE  DE  STORES; 

Par  m.  VOGT, 

Professeur  à  l'Université  de  Nancy. 


1.  Dans  le  premier  Volume  de  son  Cours  d'Analyse, 
M.  Picard  indique,  après  Kronecker,  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

Jetant  clotijiées  deux  équations  algébriques  ou  trans- 
cendantes 

F,(.r,j)  =  o,         ¥.y{x,y  )  =  o. 

entre  deux  variables  réelles,  et  à  coefficients  réels, 
déterminer  le  nombre  des  solutions  de  ce  système 
d' équations  comprises  à  Vintéiieur  d 'un  contour  fermé 
donné. 

On  considère  pour  cela  l'intégrale  curviligne 
'  =  —   /  f/arc  tang  — "  =  _   /  ] _r », 

étendue  au  contour  donné  parcouru  dans  le  sens  positif, 
la  valeur  de  cette  intégrale  est  égale  à  l'excès  du  nombre 
des  solutions  intérieures  au  contour  pour  lesquelles  le 
déterminant  fonctionnel 

D(F,,F,) 
D{x,y) 

est  positif,  sur  le  nombre  de  celles  pour  lesquelles  il  est 
négatif. 

Je  ne  sais  si  l'on  a  déjà  remarqué  que  ce  résultat  est 
susceptible  d'une  généralisation  relative  à  la  ligne  d'in- 
Ann.  de  Matlu'niat.,Z'  série,  l.  MX.  (Mars  19011. >  7 
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tersection  de  deux  surfaces;  c'est   cette  généralisation 
que  je  nie  propose  d'indiquer  ici,  en  suivant  la  marclie 
de  M.  Picard. 

Etant  données  deux  équations 

(i)  Fi{T,y,z)  =  o,         F.2{x,y,z)  =  o, 

entre  trois  variables  réelles,  et  à  coefficients  réels,  elles 
définissent  une  certaine  ligne  réelle  L  formée  d'une  ou 
de  plusieurs  pSrties  ;  nous  supposons  les  fonctions  F, 
et  F2  finies  continues  et  uniformes  dans  une  certaine 
région  de  l'espace,  et  nous  considérons  dans  cette  région 
un  contour  fermé  C  ne  rencontrant  pas  la  ligne  L5  nous 
formons  l'intégrale  curviligne 


=  ■ —    I  d  nvc  ta  ni 

271  X 


F2 

Fi 


étendue  au  contour  C  parcouru  dans  un  certain  sens,  et 
nous  nous  proposons  de  chercher  la  signification  de 
cette  intégrale. 

On  peut  l'écrire,  en  la  développant,  sous  la  forme 


(2) 

I  =  —    fpdx^Qdy  +  K  dz, 
27t  J^, 

en  posant 

1. 

^    dF^        ^   rfF, 

„       ^'  dx        ^'dx 

P-           Ff^FI          ' 

P    dF,        ^   dF, 

Q     ''^<r      ^^^^ 

Q-           Fï  +  Fi          ' 

V    ^^^'2        p,    dP, 

F?  +  F^ 
comme  P,  Q,  R  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
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ionclion,  elles  satisfont  aux  conditions 


ÔO        dR 

â\\  _  ÔP 

àP        oQ 

Jz  ~  ôy' 

dx   ~   ôz' 

ôy  ~  àx 

que  l'on  vérifie  du  reste  directement  sans  peine;  on  en 
conclut  que  I  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  déforme 
le  contour  G  sans  passer  par  un  point  où  ]*,  Q,  R  de- 
viennent discontinues,  c'est-à-dire  sans  rencontrer  la 
ligne  L. 

2.  Supposons  que  par  le , contour  C  on  fasse  passer 
nn(î  calotte  de  surface  S,  que  cette  calotte  soit  simple  et 
ait  deux  faces  distinctes  ;  prenons  comme  face  supérieure 
ou  positive  la  face  sur  laquelle  doit  être  situé  un  obser- 
vateur pour  que,  en  s'approcliant  du  contour  C,  il  voie 
le  sens  d'intégration  de  gauche  à  droite,  comme  le  sens 
du  trièdre  de  coordonnées;  la  face  inférieure  ou  néga- 
tive sera  la  face  opposée. 

Si  la  calotte  S  ne  rencontre  pas  la  ligne  L,  le  théo- 
rème de  Slokes  nous  indique  que  l'intégrale  I  est  égale 
à  l'intégrale  double 

étendue  à  S,  et  cette  intégrale  est  nulle. 

Si  la  calotte  rencontre  la  ligne  L  en  des  points  A, 
B,  .  ..,  M,  imaginons  que  l'on  trace  sur  la  surface  des 
contours  C^,  C^,  ...,  Cji  assez  petits  pour  n'entourer 
chacun  qu'un  seul  de  ces  points  et  pour  ne  couper  ni  C 
ni  les  autres  contours;  enlevons  de  S  les  portions  S^^, 
S|,,  .  ..,  S,(  intérieures  à  ces  contours  et  réunissons  les 
ouvertures  ainsi  pratiquées  dans  S  au  contour  C  par  des 
coupures  F^,  r„,  . . .,  F,,  ne  se  coupant  pas  les  unes  les 


(   '  ^<^'  ) 
autres;  ces  opérations  ont  pour  ellV-t  dv  constituer  une 
calotte  S|  à  un  seul  contour  ne  contenant  à  son  intérieui' 
aucun  point  de  L. 

L'intégrale  double  (3),  étendue  à  cette  calotte  S|,  est 
constamment  nulle  5  mais,  d'après  la  formule  de  Stokes, 
elle  est  égale  à  l'intégrale  curviligne  (2),  étendue  au 
contour  entier  de  S,  ;  cette  intégrale  est  donc  nulle. 
Elle  se  com[)Ose  de  différentes  parties  étendues  respec- 
tivement :  i"  au  contour C  parcouru  dans  le  sens  adopté 
primitivement  sur  ce  contour;  2"  aux  deux  bords  de 
chacune  des  coupures  r^,  Tu,  ...,  Fj,,  ces  bords  étant  par- 
courus l'un  dans  un  sens,  l'autre,  qui  lui  est  opposé,  dans 
le  sens  contraire  5  les  parties  d'intégrale  relatives  à  ces 
bords  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  et 
ont  une  somme  nulle;  3"  aux  contours  C^,  Cb,  •  •  -,  Cj, 
parcourus  dans  le  même  sens  que  le  contour  C  relative- 
ment à  la  calotte  S|  ;  les  parties  d'intégrale  correspon- 
dantes sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  que 
l'on  obtiendrait  si  les  contours  étaient  parcourus  dans 
le  sens  opposé,  et  ce  dernier  sens  est  celui  que  l'on  doit 
adopter  si  l'on  veut  que  les  faces  supérieures  des  calottes 
partielles  Sv,  S^,  ...,  Sji  coïncident  avec  la  face  supé- 
rieure de  la  calotte  totale  S.  Si  donc  on  adopte  pour 
tous  les  contours  C,  C\,  C,{,  .  . .,  C,]  le  sens  pour  lequel 
les  faces  supérieures  des  calottes  8,  S^,  S,j,  . .  .,  S,i  soient 
les  mêmes  et  si  l'on  appelle  I,  I^,  Ijj,  .  .  .,  ]>,  les  valeurs 
de  l'intégrale  I  étendue  à  ces  contours,  on  aura 

tout  revient  donc  à  évaluer  chacune  des  intégrales  du 
second  membre. 

3.  Considérons  l'une  d'elles,  par  exemple  la  première  : 
soient  Xq,  y^i  ^0  l^s  coordonnées  du  point  A;   la  tan- 


1 
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gunlc  à  la  lij^iic  L  en  co  point  a  pour  éqiialions 

^  (  .^  _  ^„  )  ^-  ^  (jr  -  Ju  )  +  -—  (  c  -  Co  )  =  o, 
OT(i  aVo  O^Q 

cil  (lésignanl  par  I),,  Dj  et  I);,  les  délerniinaiils 

'  ""   djo   àzo        Oyo   <i^o 

_  rJFi  OFj        dF.  t)Fi 

"~   dzo  Oxo         àzo   ôxo 

^   _  >)Fi_  dF..  _OFt  àF\^ 

■'  ~  ôxo   àyo         '^•^0    '>Ku  ' 

(|iie  nous  ne  supposerons  pas  nuls  siniullanéinent,  on 
voit  que  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  donnés 
par  les  équations 

cosa        cosp  _  cosY  _    ,  i 

nous  appellerons  demi-tangente  positive  à  la  ligne  L 
en  A  celle  des  deux  directions  précédentes  qui  corres- 
pond au  signe  +  devant  le  radical. 

Nous  supposons  que  la  calotte  S  et,  par  suite,  la  ca- 
lotte S^  qui  en  fait  partie  ne  sont  pas  tangentes  en  A  à 
la  ligne  L;  le  contour  C,v,  qui  limite  S^,  peut  être  choisi 
aussi  petit  que  l'on  veut;  on  peut  sans  inconvénient 
supposer  que  ce  contour  est  une  petite  couihe  plane  et 
que  S,v  est  la  portion  du  plan  de  cette  courbe  qui  lui  est 
intérieure. 

Les  coordonnées  des  points  du  contour  Gv  auront  des 
expressions  de  la  forme 

x  =  Xo-^i'^,         y=yo-^'=--fh         z  —  z^.-^t':, 

t  étant  une  quantité  lixe  tpie  l'on  peut  prendre  aussi 
petite  que  l'on  veut,  ^,  t,,  '^  étant  fondions  d'un  même 
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paramètre;  l'intégrale  I^  s'exprimera  au  mo}^^!  de  ce 
paramètre  par  une  somme  de  deux  parties,  l'une  indé- 
pendante de  £  et  l'autre  s'annulant  avec  cette  dernière 
quantité.  Comme  nous  avons  remarqué  au  début  que  la 
valeur  de  I  ou  de  I^  ne  change  pas  lorsqu'on  modifie  le 
contour  sans  franchir  la  ligne  L,  nous  concluons  que 
l'intégrale  actuelle  ne  doit  pas  varier  avec  s;  la  seconde 
partie,  qui  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  est 
donc  rigoureusement  nulle  et  I^  se  réduit  à  la  première; 
elle  est,  toutes  réductions  faites, 
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•^    C. 


Di(/1  ^C-  C  de,)  ^lù,{Xdl-\  ^O  +  D^{^  dr^  —  f,  d\) 
àx^  dy-Q  ôzo 


dF,  àF.y 


Nous  choisirons  comme  contour  C^  une  ellipse  tracée 
sur  un  cylindre  ayant  pour  axe  la  tangente  à  la  ligne  L, 
et  dont  l'équation  est 

d¥^  .  ,        dF, 


d¥, 

dxo 


àXn 


nous  assujettissons  de  cette  façon  Ç,  vi,  Ç  à  rendre  égal 
à  l'unité  le  dénominateur  de  la  fraction  différentielle; 
nous  remarquons,  de  plus_,  que  les  parenthèses  qui 
entrent  au  numérateur  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
directeurs  de  la  normale  extérieure  à  la  calotte  S^^  ^^^ 
point  A;  si  a',  p',  y'  sont  les  angles  de  cette  normale 
avec  les  axes  de  coordonnées,  on  a 

cos  a'  cos  jj'  cos  '(' 


■r,dl-rdr,         C  ^/^  -  U^         'z  dr,  - 't,  d'i_ 


^{i''^'n--^t'')(A-^  à-r^'^  dl'^)-{idi-^r,dr^-^X,dlf 

En   considérant   pour  un   instant  ;,  y,,  "C  comme  les 
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coordonnées  des   points  d'une    courbe   plane  dont   les 
coordonnées   polaires  sont  p  et  0,  on  aura  pour  valeur 
du  radical 

de  sorte  que  l'on  a 

7)  rf^  —  ^  f/ï]  =  p-  c/0  cosa', 


(5)  l  ^d'r—'^dli  =  p'^dd  cos^j', 

(  £rfr,  —  T,  r/ï  =  p2^/0cosY'; 

en  désignant  enfin  par  V  l'angle  aigu  ou  obtus  formé 
par  la  demi-tangente  positive  à  la  ligne  L  et  la  normale 
extérieure  à  la  calotte  S^  en  A,  on  a,  en  tenant  compte 
des  formules  (/i)  et  (5j, 

lx=  ^   f  y/Df  4-  D:^+  D|  cosVp2rfO. 
'■'  '■  -^  <:* 
L'intégrale 

f  p"  rfO 

est  égale  au  double  de  l'aire  de  l'ellipse  C,^;  mais  cette 
aire  peut  s'évaluer  d'une  autre  manière,  car  son  plan 
fait  l'angle  V^  avec  le  plan  de  section  droite  du  cylindre, 
ei  l'aire  de  celte  section  droite  est  égale  à 


on  a  donc 


X 


pUlO  '^''- 


d'où 


v/Df-FD|-+-D2    |cosV| 
cos  V 


Ia  = 


I  cos  V 


Nous  voyons  que  l'intégrale  1,^  est  égale  à  +  i  ou  à 
—  1 ,  suivant  que  l'angle  V  est  aigu  ou  obtus  ;  en  faisant 
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la  somme  de  loules  les  intégrales  analogues,  nous  arri- 
vons au  résultat  suivant  : 

Etant  donnés  un  contour  G  et  f  intégrale  1  prise  sur 
ce  contour  dans  un  certain  sens,  imaginons  par  ce  con- 
tour une  calotte  quelconque  S  qui  rencontre  la  ligne  L 
en  un  ou  plusieurs  points;  l'intégrale  I  est  égale  à 
V excès  du  nombre  des  points  de  rencontre  oii  la  nor- 
male extérieure  à  S  et  la  demi-tangente  positive  à  L 
font  entre  elles  un  angle  aigu  sur  le  nombre  de  ces 
points  oii  elles  font  un  angle  obtus. 

Lorsque  les  surfaces  représentées  par  les  équations  (r) 
sont  des  cylindres  parallèles  à  O^  et  que  le  contour  C 
est  tracé  dans  le  plan  des  xy.,  on  retrouve,  en  prenant 
pour  S  la  surface  plane  intérieure  à  C,  le  résultat  de 
Kronecker  et  de  M.  Picard. 

A.  Nous  terminerons  par  quelques  remarques  qui  peu- 
vent faciliter  l'application  de  la  proposition  précédente. 
Considérons^  sur  la  ligne  L  une  portion  L,  continue  et 
ne  renfermant  aucun  point  singulier,  c'est-à-dire  aucun 
point  pour  lequel  les  détarminants  fonctionnels  D,,  Do 
et  D3  s'annulent  simultanément^  cette  portion  L,  peut 
avoir  la  forme  d'un  contour  fermé,  ou  s'étendre  à  l'infini 
dans  un  sens  ou  dans  les  deux  sens;  si  l'on  choisit  sur 
L,  un  certain  sens  de  mouvement,  qui  sera  par  exemple 
celui  des  arcs  croissants,  je  dis  que  la  demi-tangente  po- 
sitive sera  toujours  dirigée  de  la  même  manière  en  tous 
les  points  de  Lj ,  c'est-à-dire  sera  toujours  confondue 
avec  la  demi-tangente  dans  le  sens  du  mouvement,  ou 
toujours  avec  la  demi-tangente  opposée. 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  D|,  Do  et  D3 
ne  s'annulent  pas  à  la  fois;  si  l'on  prend  comme  va- 
riable l'arc  s  de  L,  et  si  l'on  suppose  ([ue  les  coordon- 
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nées  des  points  de  Li  en  sont  des  fonctions  continues  et 
uniformes,  on  a  constamment 


dx 

ds 

dz 
ds 

Di 

D,    " 

~    D3 

y/Df +  D|-t-D| 

comme  le  radical  ne  s'annule  pas  et  que  les  termes  des 
rapports  sont  des  fonctions  continues,  le  signe  du  radical 
ne  peut  changer;  il  suffit  par  suite  de  le  déterminer  en 
nn  point  de  L,  pour  l'avoir  en  tous  les  autres. 

Une  autre  remarque  est  la  suivante  :  Supposons  que 
l'on  déforme  les  surfaces  Fi  etF2  et,  par  suite,  la  ligne  L, 
mais  sans  rencontrer  le  contourC*,  imaginons  pour  cela 
que  les  fonctions  Fi  et  Fo  dépendent  d'un  paramètre  a 
et  que  l'on  fasse  varier  ce  paramètre;  je  dis  que  l'inté- 
grale I  conserve  la  même  valeur  tant  que  la  ligne  L  ne 
vient  pas  couper  le  contour  d'intégration. 

Considérons  deux  valeurs  y  cl  y.  -+-  Ax  du  paramètie, 
et  les  valeurs  correspondantes  1  et  I  -J-  Al  de  1  intégrale 
curviligne  étendue  au  contour  C  ;  on  a 

I      r  ,  FJx,  y,  z,  X  -+-  Iol)         ,  '    Foix,  y,  z,  IL) 

A  I  =  —        d  arc  tang^';     '-^'     ' —{  -  d  arc  tang     ';    ^      ' 

•2-Jj.  "Fifar,  J',  5,  a-H  Ax)  ^  Fi(x,y,z,a) 

_  _T_     r  F  2  (  g  +  A  g  )  F 1  (  g  )  —  F ,  (  g  ^  A  g  )  F  2  (  z  ) 

~  -27:  Jj.  '^^^"«F,(g  +  Ag)F,(a)-»-F.,(a-+-Aa)F2(g;' 

la  fraction  qui  entre  sous  le  signe  arc  tang  a  un  dénomi- 
nateur qui  dillère  de  F^  -f-  Fi;  d'une  quantité  s'annulant 
avec  Aa;  comme  F^  +  Fi;  n'est  pas  nul,  on  peut  sup- 
poser que  Aa  est  assez  petit  pour  que  le  dénominateur 
de  la  fraction  reste  positif  pour  les  valeuis  de  J,  j',  z 
correspondant  à  tous  les  points  du  contour  d'intégra- 
tion C;  supposons  qu'à  l'origine  de  ce  contoiu'  on 
prenne;    [)our  valeur  de   l'intégrale  indéfinie  arc    tang 

celle  (pli  est  conqnis(,'  enlic  —  "  et  -—  ->  et  (pi'on  .suIm" 


(  ^o6  ) 
la  variation  de  cet  arc  tout  le  long  de  C;  la  tangente  ne 
devenant  pas  infinie,  la  valeur  finale  est  comprise  entre 
les  mêmes  limites  que  la  valeur  initiale  et  lui  est  iden- 
tique; on  a  donc  AI  =  o.  On  peut  ainsi,  de  proclie  en 
proche,  passer  d'une  première  position  de  L  à  une  autre 
sans  que  I  cesse  de  garder  la  même  valeur,  ce  que  nous 
voulions  démontrer. 

5.   Gomme  application  de  ces  remarques,  nous  allons 
considérer  la  ligne  d'intersection  d'un  ellipsoïde 

F   =—    '   -Zl  ^^  _i^o 
'       a-        b-        c- 

et  d'une  sphère 

Fo  =  X-  -t-  j^- -7-  --  —  K-  =  o  ; 

nous  supposons  que  l'on  ait 

a  >  R  >  6  >  c, 

de  telle  sorte  que  L  soit  constituée  par  deux  parties  fer- 
mées entourant  l'axe  des  x  et  situées  de  part  et  d'autre 
du  plan  desj^^;  prenons  comme  contour  C  une  poition 
de  l'axe  des  x  allant  du  point  d'abscisse  — a  k  celui 
d'abscisse  a,  complétée  par  une  demi-circonférence  de 
rayon  a  dans  un  plan  quelconque,  que  l'on  peut  sans 
inconvénient  supposer  celui  des  xy.  Je  vais  montier 
que  l'intégrale  I  est  nulle,  bien  que  toute  calotte  pas- 
sant par  le  contour  C  coupe  L  en  deux  points  au  moins. 
En  appliquant  la  première  remarque,  on  est  amené  à 
chercher  les  signes  des  déteiminants  D,,  Do,  D3  en  un 
point  de  chacune  des  parties  de  L,  par  exemple  en  un 
point  situé  dans  le  plan  desx)  ;  on  a  alors,  si  :ro,po)  ^ 
sont  les  coordonnées  de  ce  point 


D, 


D.=  o,         D3=^oro  (  ^j  —  pj; 
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de  façon  que  D3  est  négatif  si  Xf,  et j  „  sont  positifs;  on 
en  conclut  que  pour  la  portion  de  L,  située  du  côté  des 
X  positifs,  la  demi-tangcute  positive  est  dirigée  dans  le 
sens  du  mouvement  qui  va  de  la  portion  positive  du 
plan  des  xz  à  la  portion  positive  du  plan  des  xy;  pour 
l'autre  partie  de  L,  la  demi-tangente  positive  a  tnie  di- 
rection opposée.  On  en  conclut  facilement  que  l'inté- 
gi-ale  1  est  nulle. 

Cela  résulte  encore  plus  simplement  de  la  deuxième 
remar(jue;  supposons  que  l'on  fasse  diminuer  le  rajon 
de  la  sphère  d'une  manière  continue;  la  ligne  L  se  dé- 
forme, passe  par  une  position  où  elle  se  compose  de 
deux  cercles,  puis  est  formée  de  deux  parties  entou- 
rant O3,  et  finit  par  disparaître  sans  rencontier  le  con- 
tour C.  L'intégrale  I  ne  change  pas,  et  comme  elle  est 
nulle  pour  II  <<  c,  elle  est  nulle  pour  a  <CR  <^b. 

[04a] 
SYMÉTRIE  ORTHOGONALE  PAR  RAPPORT  A  M  CYLINDRE 
OUELCONOIE; 

Par  m.  GEMINIANO  PIRONDINI,  à  Parme. 


§1- 

Deux  points  A,  A|  sout  sy  nié  trie/ uefs  par  rapport  à 
un  cylindre  K  [cylindre  ichnographique)  quand  la 
droite  AA)  est  noi-male  à  la  surface  de  K  et  qu'en  outre 
elle  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  cette  sur- 
face . 

Deux  figures  F,  F,  sonl  symétriques ,  quand  une  d'elles 
est  le  lieu  des  symétriques  des  points  de  l'autre. 

A  une  figure  F  peuvent  correspondre  une  ou  plusieurs 
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figures  réelles  ou  imaginaires  F(.  Cela  tient  à  ce  qu'un 
point  A  a  autant  de  symétriques  A,  que  le  cylindre  K 
a  de  normales  passant  par  A. 

Si  la  figure  donnée  est  une  ligne  L,  le  lieu  des  pieds 
des  normales  au  cylindre  K,  menées  des  points  de  L, 
est  une  autre  ligne  A  qu'on  appelle  la  projection  ortho- 
gonale de  L  sur  le  cylindre. 

Problème.  —  On  do  mie  le  cylindre  ichnographiqueYs. 
et  la  figure  primiti{>e  F  :,  déterminer  la  figure  symé- 
trique F,. 

Si  A(x,j',  z),  A,(x,,j',,  s,),  Ao(i, -1»0  sont  trois 
points  correspondants  de  F,  F,,  K,  la  condition  que  la 
droite  AA,  soit  normale  à  K  est  exprimée  par  les  équa- 
tions 

JJ'ailleurs,  puisque 

^o^        ,  _  ^  +  .ri  y^y\         y . 


(3)  a^i=-2^  — .r,  ^-5=27, —jK,  ^,=  r  =  ^. 

Puisqu'on  peut  regarder  ^,  r,  comme  des  fonctions 
d'un  paramètre  t,  et  x,  y^  z  comme  des  fonctions  d'uix 
paramètre  f,  ou  de  deux  paramètres  indépendants  /<,  v, 
suivant  que  la  figure  F  est  une  ligne  ou  une  surface,  on 
voit  que  la  figure  symétrique  F,  est,  dans  tous  les  cas,  dé- 
finie par  les  équations  (3),  pourvu  qu'on  y  élimine  un 
des  deux  paramètres  f,  x,  ou  bien  un  des  trois  para- 
mètres /f,  v^  ~  au  moyen  de  la  première  écpiation  (i). 

La  projection  orthogonale  d'une  ligne  L  sur  le  cy- 
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liiulrc  R  est  représentée  par  les  équations  (ju'oii  dérive 
«les  relations  (2),  en  y  éliminant  l'un  des  })aramètres  f ,  -z, 
loiiiine  on  vient  dédire. 

La  figure  F  est  une  ligne  L.  —  Soient 

les  équations  cartésiennes  de  la  section  droite  du  cy- 
lindre K  et  de  la  projection  de  la  ligne  objective  L  sur 
le  plan  :;  =  o. 

En  ayant  recours  aux  égalités  (3),  (i),  on  trouve  que 
la  ligne  symétrique  L,  est  définie  par  les  équations 

quand  on  emploie  la  relation 

pour  V  éliminer  x  ou  ç. 

On  peut  effectuer  l'élimination  quand  L  est  sur  un 
plan  parallèle  à  l'axe  des  ;;. 

En  supposant,  en  effet,  x^k  (ce  qu'on  peut  faire 
sans  nuire  à  la  généralité),  la  ligne  symétrique  L,  est 
placée  sur  le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe 

Remarque.  — Les  calculs  précédents  restent  les  mêmes 
si,  au  lieu  d'une  ligne  gaucbe  L,  on  a  un  cylindre  C  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z.  La  ligure 
symétrique  est,  dans  ce  cas,  un  autre  cylindre  C|  ayant 
même  direction  (jue  C. 

La  Jlgiire  F  est  une  surface  S.  —  Soit 

z  =  V{x,y) 
1  éipiation  cartésienne  de  S. 
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Gomme  l'équalion  (i)  donne  clans  ce  cas 


y  =  '9(K) 


t'(0 


en  se  rappelant  les  égalités  (3),  on  trouve  que  la  sur- 
face symétri(/ue  Si  est  représentée  par  les  équations 

dans  lesquelles  x  et  \  doivent  être  regardés  comme 
deux  paramètres  indépendants. 

Remarque.  —  Ce  théorème  n'est  pas  applicable 
quand  S  est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles à  l'axe  des  z.  Mais  dans  ce  cas  on  peut  mettre  à 
profit  la  remarque  précédente. 

§11. 

Exemples.  —  1.  La  figure  objective  est  une  droite. 
Puisqu'on  peut  prendre 

ar  =  o,         y=ts\n%,         z  =  tcos() 

(0  étant  une  constante)  sans  nuire   à  la  généralité,  la 
première  condition  (i)  donne 


Tj'sinO 


La  droite  donnée  L   a   donc   pour  symétrique    L)  la 
courbe 

et  pour  projection  orthogonale   sur    le    cylindre   K    la 
ligne  A,  qu'on  obtient  en  portant  sur  les  génératrices  de 


(...) 

celui-ci  des  liauleurs  'C{=  z^)  doiuiées  par  la  lioisiè.iie 
égalité  (5). 
Eii  supposant 

(a,    |i>,  Y»   /»    étant  des  constantes),  les   équations    (5) 
doiine.it 

2atr/+  P(Trj-,;_  tt';_^  .^cotO  (ïï'-  rj;)=;,r:. 

Cette  équation,  bien  qu'elle  ne  soit  pas  inlégrable 
dans  le  cas  général,  démontre  que,  sous  certaines  con- 
ditions, une  droite  peut  avoir  une  symétrique  plane. 

Si  a  =  o,  on  a,  l'intégratio.i  étant  eflectuée, 

(vcolO  — P)|24-(YCot9-T-p)r,2— oA/,  =  h  {h  =  consl.). 

Dojic,  si  la  ligne  symétrique  d'une  droite  est  sur  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  déteruiiné  par  la  droite 
donnée  et  la  direction  des  génératrices  du  cj  lindre 
iclmographif/ue,  la  section  droite  de  celui-ci  est  une 
corùf/ue  à  centre. 

En  supposant 

!^  =  Zx—  a  y/c-H-  7,- 

(a  =  coust.  ),  la  troisième  équation  (5)  donne  par  inté- 
gration 

^--1-  r,-  =  {a  taiifïO.Tj  -i-  b)-. 

Par  conséquent,  si  la  projection  orthogonale  A  d'une 
droite  L  sur  un  cylindre  K  s'obtient  en  portant  sur  les 
génératrices  des  distances  proportionnelles  aux  rayons 
^lecteurs  R  de  la  section  droite  de  K,  cette  section  droite 
est  une  conique  à  centre.  L'origine  des  rayons  vec- 
teurs R  est  au  centre  de  cette  conique. 

Quand  on  donne  arbitraiiemcnt  le  cylindre  K,  on 
peut  tracer  sur  sa  surface  une  ligne  A  sous  des  con- 
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ditions  telles    quelle  soit,    la   projection   orthogonale 
d'une  certaine  droite. 

En  efFet,  supposons  que  Ton  ait 

(6j  ^  =  9(<^)        ■'■/=/ v/i  —  ?'-(^)f^^, 

a-  étant  l'arc  de  la  section  droite  Aq  de  K. 

En  remarquant  que  le  rajon  de  courbure  de  Aq  est 
donné  par  l'égalité 

p         y/i  — o'2(j) 
on  déduit  do  là 

h  et  ]i  étant  deux  constantes  arbitraires. 
De  plus,  la  troisième  égalité  (5)  donne 

.((T)cp'(G) 


C=         /\/l  — cp'2(j)^/j-4-   -^ 


cotO 


1  xT  y'sin^/.-f-    r^yaH-AljcotÔ. 

Pour  construire  la  ligne  A  dont  on  vient  de  parler,  il 
sudit  donc  de  plier,  sur  le  cylindre  K,  le  plan  de  la 
ligne  Lo  représentée  par  la  première  ou  par  la  deuxième 
équation  (^).  suivant  que  la  section  droite  Ao  du  cy- 
lindre K  est  définie  par  les  équations  (6)  ou  par  l'équa- 
tion intrinsèque  p  ^  ^{'^)- 

Si,  par  exemple,  la  section  droite  de  K  est  une  chai- 
nelle  ou  un  cercle,  on  a  respectivement 

<p((7)=:   /rt-^-f-  C72,  p  =   a. 

La  détermination  de  A  se  fait  donc  par  la  construction 
indi<|uée,  en  opérant  sur  les  lignes  planes  Lo  représen- 
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técs  rospectivemeiit  par  les  oqiialions  cartésiennes  : 

\/a-  -4-  j2  -I-  a         cr/rt--  '  --  ■ 


Z  =  AcotO.tanir  (  A -i 


CJl/a--r-7-    \ 


2.  Si  la  section  droite  du  cylindre  K  est  la  parabole 

et  si  la  surface  objective  S  est  le  plan 
z  =F(x,  y)  =  m.r, 

passant  par  l'axe  de  la  parabole  précitée,  l'élimination 
des  deux  paramètres  x.  q  entre  les  égalités  (4)  conduit  à 
réquation 

4  ani-yi{mxi-\-Zi)  =  {mx\  -\-  ZiY—  'la- m-()nxi  —  Zi). 

Celle-ci  démontre  que  le  pJan  donne  a  pour  synui- 
Iriqiie  une  surface  algébrique  du  Iroisièine  ordre. 

§111. 

Quand  on  donne  le  cylindre  ichnograpliicpie  K  et  la 
ligne  A,  projection  ortliogonale  d'une  ligne  inconnue  L, 
ou  peut  déterminer  cette  ligue  et  sa  symétrique  L,  d'une 
infinité  de  manières,  car  la  seule  condition  à  vérifier, 
c'est  (jue  les  ligues  L,  L,  soient  sur  la  surface  réglée  S 
lieu  des  normales  au  cylindre  R  le  long  de  A.  Si  l'on  a 
recours  à  la  première  condition  (i),  et  si  Ton  remarque, 
de  plus,  (jue  pour  cliaque  point  de  1'  on  a  z  =  ^.  on 
peut  énoncer  ce  tbéorème  : 

La   surface   réglée   S   à   plan    directeur,   ayant   la 
ligne  ç  =  a(w),  Yi  =  |J-(s)  pour  trajectoire  orthogonale 
A  rtn.  de  Mal  héma  t.,  Z' série,  l.  \I\.  (Mars  1900.)  8 


(    tr4  ) 
de  ses  généj'atrices,  est  veprésenLée  par  l' équation 

[X  -  \(z)\V{z)  +  [y  -  ix{z)]  ix'(z)  =  o. 

On  voit  par  là  que,  si  la  ligne  A  est  de  l'ordre  «,  la 
surface  réglée  I!  est  de  l'ordre  iJi —  i. 

Î5  IV. 

ProblIime.  —  On  demande  de  déterminer  d'abord 
les  conditions  sous  lesquelles  on  doit  prendre  deux 
figures  F,  F,  pour  que  celles-ci  puissent  être  considé- 
rées comme  deux  figures  symétriques  par  rapport  à 
un  cylindre,  et  ensuite  de  trouver  un  tel  cylindre. 

Premier  cas  .  —  Les  figures  données  sont  deux 
lignes  L,  L, . 

Ces  ligues  L,  L,  x\e  peuvent  pas  être  tracées  d'une 
façon  absolument  arbitraire. 

En  efl'et,  si  l'on  suppose  que  les  génératrices  du  cy- 
lindre ichnograpliique  soient  parallèles  à  l'axe  des  z, 
menons  une  suite  de  droites  parallèles  au  plan  z  =  o  et 
s'appujant  aux  deux  courbes  L,  L,  ;  la  correspondance 
entre  les  points  de  celles-ci  est  alors  fixée  complètement. 
Conséquemmenton  ne  peut  pas  assujettir  les  droites  AA  j , 
joignant  les  couples  de  points  correspondants  des  lignes 
L,  L),  à  la  condition  d'être  normales  au  cylindre  K  (pas- 
sant par  les  milieux  des  segments  AA)  et  ayant  les  géné- 
ratrices parallèles  à  l'axe  des  z. 

On  peut  cependant  démontrer  qu'o/z  peut  prendre 
arbitrairement  une  des  lignes  L,  L)  et  le  cylindre  sur 
lequel  l'autre  doit  être  placée. 

Si;  en  effet,  L^,  L|o  sont  les  projections  des  lignes  L, 
L|  sur  le  plan  z  ■=  o,  supposons  qu'on  prenne  L  et  ]^io 
d'une  façon  arbitraire. 
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Le  problème  proposé  est  résolu  dès  qu'on  a  Jeter, 
miné  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  Aq, 
A,o  des  lignes  Lq,  L,o.  Car  il  suffit  alors  de  mener  des 
parallèles  aux  droites  Aq,  A,o  par  les  points  de  L.  Ces 
parallèles  vont  couper  le  cylindre,  dont  Lq  est  la  section 
droite,  suivant  la  ligne  L,  symétrique  de  L. 

Ou  voit  donc  que  la  seule  condition  qu'on  doit  ex- 
primer est  que  la  ligne  Aq,  lieu  des  milieux  des  seg- 
ments Au,  a, y,  est  une  trajectoire  orthogonale  de  ces 
droites.  Or,  les  cosinus  directeurs  des  segments  A^Aio 
et  ceux  de  la  tangente  à  Aq  sont  proportionnels  respec- 
tivement aux  didérences 

x  —  Xi,       y—yi, 
et  aux  quantités 

La  condition  à  vériQer  est  donc  la  suivante 

(8)      (x  —  Ti)(dx  +  dxi  )  -h  (y  — jKi  ){df  -i-  t/j,  )  =  o. 

Et  comme  celle-ci  est  réductible  à  une  relation  ditïé- 
rentielle  entre  les  paramètres  /,  f,,  en  fonction  desquels 
on  peut  supposer  que  soient  exprimés  (.r,  y)  et  (.r, ,  j-,  ) 
respectivement,  la  détermination  de  la  loi  de  correspon- 
dance dont  on  vient  de  parler  est  ramenée  à  l'intégration 
de  l'équation  (8). 

Rf:inarque.  —  Si  l'on  exprime  les  variables  x^y^  .r,, 
y  s  en  fonction  de  q  et  r,,  en  ayant  recours  aux  égalités  (2) 
et  aux  é(jualions 

yr=V{x),         Ji=  1^1(^1), 

des  lignes  données  Ly,  L^,   l'équation  (8)  se  réduit  à 
une  relation  différentiel  le  entre  ç,  7,. 

L'intégration  de  celle-ci  délinil  la  ligne  Ao  et  consr- 


(    m6-  ) 
(juciuiuenl  le  cylindre  K.  A  ce  point,  le  problème  doit 
être  regardé  coninie  résolu. 

Exemple.  —  La  ligne  donnée  L  eL  la  ligne  L,  sont 
sur  deux  plans  FF,  IT,  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Si  l'on  suppose  que  II  soit  le  plan  coordonné  j"  =  o  et 
que  n,  passe  par  l'axe  des  z  et  soit  incliné  de  l'angle  H 
sur  11,  on  a 

T  =   t,  y  ~  O,  .77i  =   /]  COtO,  J/,=   <i. 

La  première  méthode  conduit  à  l'équation  difleren- 
tielle 

(9)     ?inO(^sinO  —  ^1  cosB)  dt  -+-  (^siiiO  cosO  —  /i  )dti  =  o, 

qu'on  ne  sait  pas  intégrer  dans  le  cas  général. 

Quant  à  la  deuxième  méthode,  si  l'on  remarque  que 

J/-I=2-/i,  Xi  —  -J-Tt  COlf),  X  =  '1^ a7i=2ç   —  '2  7)   col  0, 

on  arrive  à  l'équation  ditlérentielle 

^  c^ç  —  T|  dri  —  '2  0010.7)  dl  —  o, 

d'où,  en  intégrant, 

(^2_2|rj.  cotO  — Tj2)[sin0.ç-f-(i  — cosO)-ri]'^"*^ 
=  c[sinG.^  — (i-f-  cos6)r,]'-"s0^ 

c  étant  une  constante  arbitraire. 
En  décomposant  le  trinôme 

^■- —  a^Tj.cotO  —  r,-, 

en   facteurs  linéaires,  on  peut  donner  à    l'écjualion  ci- 
dessus  la  forme 

(10)     fisinf)-i-(i— cos  6)  rd'*-"="H;î^'»  "  —  <''-*- <'o^^-')''iJ'~'"'^  =  '^"- 


(  "7  ) 

Celle-ci  définit  la  section  droite  du  cyliudieK^  l'iii- 
déteinii nation  de  c  nous  apprend  que  l<;  proljlème  pro- 
posé est  résoluble  d'une  infinité  de  manières. 

llemarque.  —  La  surface  symétrique  du  plan  II  par 
rapport  au  cylindre  K  qu'on  vient  de  déleiinincr  est 
l'autre  plan  II| . 

Cas  particulier.  —  Ouand  0=  -^  l'équalioii  (())  se 

réduit  à  cette  autre  : 

/,  dt^  =  t  dl\ 

d'où,  par  intégration. 

Il  =  \/t-  —  \c, 


c  étant  une  constante  aibitiaiie. 
Il  en  résulte  alors 


^           X  -^  Xx 

t 

•2 

-i. 

et 

(«0 

-r-^  =  c. 

y/f  2  —4c 


Cette  équation  peut  aussi  se  déduire  de  l'égalité  (lo), 
en  y  supposant  0  ^  ^  • 

L'analyse  précédente  démontre  que  : 

Si  la  ligne  L  du  plan  Y  =■  o,  représentée  par  l'é- 
(j nation  z  =^  fi^x).,  a  pour  symétrique  une  ligne  Lj  du 
plan  X  =^  o  : 

i"  Le  cylindre  ichno graphique  K  a  pour  section 
droite  une  hyperbole  équilathre  quelconque  (i  i),  dont 
les  asymptotes  sont  les  axes  coordonnés. 

2°   La  lig/ie  \jf  est  représentée  par  Véifualion 


(  ^'8  ) 

Si,  par  exemple,  on  suppose  successivement 

;;  =f{x)  =  (  a.r-r-  p,  /a^r^-i-  p,  —,  y/ax,  .  . 


on  a  respectivement 

4  c       .7 


;J=  «2(^2  ^_  ^c), 


Donc  :  Quand  L  e^^  une  droite,  ou  une  conique  à 
centre,  ou  une  parabole  dont  l'axe  coïncide  avec 
Vaxe  des  z,  ou  luie  parabole  dont  Vaxe  coïncide  avec 
V axe  des  x^  la  ligne  symétrique  L(  est  respecti\^ement 
une  conique  à  centre^  une  conique  à  centre,  une  para- 
bole dont  V  axe  coïncide  avec  Vaxe  des  z,  une  ligne 
du  quatrième  ordre. 

§  ^I- 

Second  cas.  —  Les  Jigures  données  sont  deux  sur- 
faces S ,  S I . 

Quelles  que  soient  ces  surfaces,  on  peut  les  repré- 
senter par  les  équations 

j  X  =f(u.v), 

y  =?(«,»'), 
-■  =^^{^). 

I  xi  =  F(/,  t^), 

u  et  p  étant  deux  paramètres  indépendants  et  t  un  troi- 
sième paramètre  qu'on  doit  regarder  comme  une  fonc- 
tion (inconnue)  de  u  et  p*. 

Puisque  la  condition  z,  =  z   est  remplie  quelle  que 


àf 

dV 

âo        c)* 

-^  -, 

—    • <) 

— L    — |—   

r)v 

dv 

r)i>            dv 

(^19) 

soit  la  valeur  des  paramètres  u  v.l  r,  il  ne  nous  reste; 
qu'à  vérifier  les  deux  conditions  suivantes  : 

a.  Que  le  lieu  des  milieux  Aq  des  segments  AA,, 
joignant  les  couples  de  points  correspondants  A,  Ai  des 
surfaces  S,  S,,  est  un  cylindre  K  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  l'axe  des  ~. 

b.  Que  les  droites  AA,  sont  normales  à  ce  cylindre  K. 
Puisque  la  coordonnée  "l^  de  Ao  est  une  fonction   du 

paramètre  »^,  la  condition  (a)  équivaut  à  cette  autre  que 
les  coordonnées  ç,  r,  soient  des  fonctions  de  l'autre  para- 
mètre II. 

On  doit  donc  avoir  [formules  (2)] 

(12) 

La  condition  (b)  est  vérifiée,  si  les  droites  iVA,  sont 
normales  aux  sections  droites  correspondantes  de  K  (re- 
présentées par  l'équation  r  =  const.).  Or  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  aux  lignes  v  =  const.  sont 
proportionnels  aux  quantités 

0/        dF  (9o        rM» 

ou        du  au    '    au 

et  ceux  de  la  droite  AA,  sont  proportionnels  aux  dif- 
férences 

/-F,        cp-«I'. 

11  s'ensuit  que  la  condition  ultérieure  à  vérifier  est 
exprimée  par  l'équation 

Conséquemment,  lés  surfaces  S,  Si  ne  peuvent  pas 
ètra  prises  arbitrairement  d'avance,  les  fonctions  /,  'j, 
1',  '!>,  'j>,  t.  étant  liées  par  les  relations  (i.i),  (i3). 


(    1^0   ) 

§  vu. 

Exemple.  —  Les  surfaces  S,  Sj  sont  délîiiies  par  les 
équations 

y    =/l(zf)-4-  Wi(f), 

z  ='Hv), 
7i-=>M(")-t-  l^i(v), 

Les  conditions  (12)  donnent 
(16)       ;x((')  =  — /n(i^)-+-a,  ixi{v)=  —  mi{v)-^^j; 

(a,  j3  constantes)  et  la  condition  (i3)  s(;  réduit  à 


(rj) 


(/  —  ).)(/'-}-)/)  ^- (am  —  a)(r+ À') 

+  (/i-x,)(/'i-)-x',) +  (■■>./». -iB)(/;  H- x;)  =  o, 


d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  r, 

m\r -\-  X'}  -4-  m',  (/'i  +  À'i)  =  o, 

c'est-à-dire 

in\  r  -\-  V 


m'  l\  4-  X'i 

En  remarquant  que  le  premier  membre  est  une  fonc- 
tion de  V  et  le  deuxième  une  fonction  de  »,  on  doit  avoir 

/«',  Z'-t-  X' 

a  étant  u^e  constante. 

On  trouve  par  intégration 

,  „s                                       ,              ,               X  H-  /  4-  a/j-l-  c 
(18)  misant -i-b,  Ai  — 


(  '2'  ) 

{b,  c  constantes);   et,   eu   vertu    de  ces   ('fiualions,    on 
déduit  de  l'égalité  (17) 

[(^2  _j_  ,  ) X  —  («2—  I  )  /  -^  •>.  rt/,  -r-  a2  a  4-  2  «6  —  rt  p  -r-  c]i l'-i-  1' )  =  O. 

Ce)le-ci  se  dédouble  de  la  façon  suivantes  : 

J  /'_^-X'=:0, 

I  (a- H-  i ) ^'  —  ('"''"  —  \)l^-^afi-+-  a- a-\~iab  —  a'^^-^-c  =  o. 

Si  la  preiuière  condition   (19)    a  lieu,    l'intégration 
doinie 

(•20)  À  =  —  / -(- e,         (e  =  const.), 

ce  qui  réduit  la  deuxième  équation  (iB)  à  cette  antre 

(9.1)  X,=:—  /,-^— ^. 


Dans  ce  cas,  les  équations  (i/j),  (i5),   en  vertu   des 
égalités  (16),  (18),  (20),  (21),  deviennent 

!x  =  l{u)  -\-  m(('), 
y  =  /j ( î< )  -4-  a  m (i')-i-  b, 
z    =6(ç.), 

!Xi  =  —  /.(«)  —  /ni  V)  -+-  (x  -\-  e), 
j,=:_/,(„)_«,n(c)-^y-t-^p-  ^^)' 

et,  comme  les  équations  (li)  donnent 


on  en  conclut  que  le  cylindre  ichnographiquc  se  réduit  à 
une  droite;  les  deux  surfaces  S,  S,  sont  donc  égales. 
vSi  la  deuxième  condition  (19)  a  lieu,  on  en  déduit 

(a-  —  I ) /  —  j.a/i  —  a- x  —  xab  -i-  a'^  —  c 


(  ^'-'■^  ) 

Si  donc  ou  suit  uu  développement  tout  à  fait  analogue 
au  précédent,  on  trouve  que  les  équations  (22)  restent 
inaltérées  et  (aS),  (24)  sont  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 

(a^— i)  l(u)  —  '?.a  1,(11)                ,       a  +  rtS  —  -lab  —  c 
1= — -^ rn{v)-i ^ , 

(25)     {  .2a /(?/)-!-(«-  — OAC")  /-        aCa  +  aS  — «6  — c)  +  /; 

\.yi= ^^ — i LJ: — i—ani(p)-\ ^ ^^ : 

'  a--h  1  a-  -h  i 


_  a-  l( u)  —  a  l,(u)        a  -H  «  P  —  "zab  —  c 
«2-(-I  .2(a2-t-i) 

—  —  al{u)  H-  li{u)         a{a  -\-a^  —  c)-{--ib 
«--Hi  "^  2 (a- -M) 

Comme  les  dernières  équations  donnent 

^                   a  4-  aB  —  c 
t,-T-  ar^  =   ' , 

on  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  le  cylindre  ichnogra- 
pliique  se  réduit  à  un  plan  et  que  les  deux  surfaces  S,  S, 
représentées  par  les  équations  (22),  (aS),  sont  symé- 
triques par  rapport  à  ce  plan. 

§  Mil. 

En  supposant  que  x,  y\  i,  r,  soient  liées  par  les  re- 
lations 

la  condition  fondamentale  (1)  fait  voir  que  :  La  section 
droite  du  cylindre  ichnographique  est  représentée  par 
l'équation 


(   '^3  ) 
Eu  particulier  :  Quand  a:  =  a\.  y  =  Z>y,,  le  cylindre 
ichno graphique  a.  pour  section    droite   la  conique  à 
centre 

La    ligne    objective   L    et    sa    symétrique    L,    sont 
placées  sur  deux  cylindres^  dont  les  sections  droites 
sont  les  deux  coniques  à  centre 
a  —  1,       h  — 1„  a  —  I       „         t>  —  I       ., 

Pareillement,  quand  ont  lieu  les  riîlations 

î  =  F(^),         r,  =  <i>(y), 
ou  bien  les  suivantes 

Xi  =  l(x),        yi=  ix(y), 

la  section  droite  du  cylindre  contenant  la  ligne  objec- 
tive L  est  représentée  respectivement  par  hîs  équations 

F-(x)  -h  ^^(y)  —  -2.  l  X  F\x)  dx  —  ■>.  \ y  *'(j)  dy  =  c, 

.     —  ïx  l{x)  —  ?.y  ix{y)  +  4  /  l{x)dx  +  4  /  ix(y)  dy  =  c, 

C  étant  une  constante. 

Les  sections  droites  /,  /,  des  cylindres  contenant  les 
lignes  symétriques  L,  L,,  peuvent-elles  devenir  deux 
courbes  homothétiques,  après  la  rotation  de  l'une 
d^ entre  elles  autour  d'un  point? 

Si  l'origine  des  axes  est  le  centre  de  rotation  (ce  qui 
n'est  pas  une  particularité)  on  doit  avoir 

(7,G)       ^1  = /v(:rcosO  —  ysinO),        /j  = /i(.r  sinO -f-_v  co&0>, 
A  et  0  étant  deux  constantes. 


(  iM  ) 

Dans  celte  hypollièse,  la  coiuliLion  (8)  devient 

,              ,         -2/^  sinB         ,  ,    ^ 

X  dx  -\-y  dy  —  -j^ { y  dx  —  x  dy), 

c'est-à-dire  (en  posant  .r  =  R  cos/<,   -)  =  R  sin  ii) 
dR        2  A- sin  6    , 

On  trouve  par  intégration 

2  k  sin  0 

(27)  R  =  ae  '-^"    , 

a  étant  une  conslanle  arbitraire. 

De  même,  en  posant  jT)  =  Ri  cos«,,  j  ,  =  R,  sin»,, 
on  en  déduit 

R,  =  ^x'I  -i-yl=  kR,         col  «1  =  —  =  cot(?(  -h  0  j, 


A  sin  0 


et  conséquemment 

(28)  R,  =  «Ae'-*' 

On  a,  en  outre, 


!",-0) 


^ 


X  -{-  Xi  __  (]-{-  k  cos  (i)x  —  /,  si  n  ôj' 

- — =  ■ , 

2  2 

y-i-yt  _  />."  sinô.r  ■+•  (i -+- /i  cosÔ)j' 


d'où  il  suit 


R,=^jnr;-^=^^^i±i^^^^^^t±in, 


P        (n- /c  cosO)  cotM  —  A"sin( 

COt  î<o  =  -  = 


Tj        /:  sin6  cotM -i- (i -t- />:  cos6) 

En  résolvant  la  dernière  équation  par  rapport  à  cot«, 
on  trouve 

/r  sinO  -(-  (i  -f-  A-  cos  6)  coIUq 


cot  u  = 


(i  -t-  A  cosO)  —  A  sinO  cot«o 

r  /       n-AcosO\ 

=  cot    «0+  arc  cot    —  — -, — -. — ^r — 
I  \  A  sinO      / 


(  •-••>  ) 

(  )ii   ;i  donc 


(9.9)  Ro: 


/H, 1 s 2/, -in  Or  /      l+^C(isO  ^\ 


Les  équations  (27),  (28),  (29)  démontrent  (jue  les 
pfojecùons  l,  /(  des  lignes  symétriques  L,  L|  sur  le 
plan  coordonné  z  =  o  et  la  section  droite  du  cylindre 
ichno graphique  K  sont  trois  spirales  logarithnùques 
égales  ('  ),  ayant  leurs  pôles  en  un  même  point  (l'ori- 
gine). 

lieman/ue.  —  Les  trois  spirales  logaritliniiques  re- 
viennent à  trois  cercles,  quand  Q  =1  o,  ou  0  =  t:. 

Les  deux  lignes  symétriques  L,  L,  peuvent-elles  être 
des  lignes  égales,  avec  la  co/idition  que  les  couples  de 
points  homologues  dans  l'égalité  soient  aussi  corres- 
pondants dans  la  sj  métrie? 

Puisqu'on  a  toujours  ^,  =  c:,  la  propriété  susdite  est 
vérifiée  quand  ont  lieu  les  relations  qu'on  peut  déduire 
des  éciuatious  (26),  en  y  supposant  A=  1 . 

Dans  celte  hypothèse,  on  a 

y  dx  —  X  dy  =  o, 
d'où,  par  intégration, 

y  =  ^x, 

7.  étant  une  constante. 

Celte  équation  (en  remarquant  que  a^^rrXiCosO  +  ri  si  nO, 
)■  =  —  .ri  sinO  4-j)  1  cosB  )  donne 

sin  0  -{-  a  cosO 
•^'  ^  cos6  — asinO  "'  '  ' 


{')  Ce  résultat  n'est  pas  en  contradiction  avec  la  condition  posée 
dans  le  problème,  comme  on  peut  le  supposer  au  premier  abord;  en 
efFct,  doux  spirales  logarithmiques  semblables  sont  aussi  des  lignes 
égales. 


(  12^  ) 

En  outre 

_  7  ~^.7'i  »•_  sinG-i-a(n-  cosO  )  ^ 
'        a* -T- a^i  '        (i-hcosOj  —  asinô"'' 

Celle  analyse  démontre  que  les  cylindres  projetant  les 
lignes  symétriques  L,  Lj  sur  le  plan  ^  =  o,  et  le  cylindre 
iclinograpliique  K  sont  réduits  à  trois  plans  passant  par 
une  droite. 

On  doit  donc  lépondre  négativement  à  la  question 
énoncée  plus  haut. 


[L'ISb] 

XOTE  POUR  SERVIR  A  L'ÉTUDE  DES  FAISCEAUX 
DE  COMOUES; 

Par  m.  Joseph  SER,  ;'i  Nantes. 


La  tliéorie  des  polaires  réciproques  fait  correspondre 
les  propriétés  des  coniques  passant  par  quatre  points  et 
celles  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites.  Le  théo- 
rème suivant  permet  en  outre  de  rattacher  ces  pro- 
priétés à  celles  de  la  conique  directiice. 

Soient  trois  droites  AB,  BC,  CA,  un  point  P  et  une 
quatrième  droite  A. 

Nous  allons  considérer  les  trois  involutions  détermi- 
nées sur  la  droite  A  respectivement  par  l'intersection 
de  cette  droite  : 

i"  Avec  les  coniques  (nous  les  appellerons  les  co- 
niques S)  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P; 

2"  Avec  les  tangentes  issues  du  point  P  aux  coniques  T 
qui  touchent  les  quatre  dtoites  A 13,  BC,  CA  cl  A  ; 

3"  Avec  les  droites  ^îassanl  par  le  point  l*  et  coaju- 


(  ••-7  ) 
guéc's  par  rapport  à  une  conique  (nous  lappellcrons  la 
conique  D)  déterminée  sans  ambiguïté  de  la  manière 
suivante  :  elle  admet  le  triangle  AliC  comme  triangle 
conjugué,  et  la  polaire  du  point  P  par  lapport  à  celte 
conique  est  la  droite  A. 


ÎNous  disons  que  les  trois  involutions  ainsi  définies 
coïncident. 

Considérons  un  couple  de  points  tel  que  celui  que 
nous  obtenons  par  l'intersection  de  la  droite  A  avec  le 
système  des  droites  Px\,  lîC.  Soient  ni  et  ii  ces  deux 
points;  ce  couple  est  commun  aux  trois  involutions. 

Il  appartient  évidemment  à  la  premièie  pour  le  cas 
où  l'on  considère  parmi  les  coniques  S  celle  qui  est 
formée  des  deux  droites  PA,  lîC 

Il  appartient  aussi  à  la  seconde.  En  ell'et,  paiiui  les 
coniques  tangentes  aux  quatre  droites  AB,  BC,  CA  et  A, 
on  peut  considérer  celle  qui  est  réduite  aux  deux  points 
A  et  Ti  et  les  tangentes  issues  du  point  P  à  celte  conique 
sont  les  droites  P///A  l't  P//. 

Enfin,  le  couple  appartient  aussi  à  la  troisième  invo- 
lulion,  car  les  droites  P///A  et  Vn   sont  conjuguées  par 


(  '2«) 

rapport  à  la  conique  D.  En  eiret,  le  point  //  est  l'iiUer- 
sectionde  la  droite  A,  polaire  du  point  P,  et  de  la  droite 
BC,  polaire  du  point  A.  C'est  donc  le  pôle  de  la  droite 
PmA. 

Comme  il  existe  évidemment  trois  couples  de  points 
tels  que  le  couple  /««,  ces  couples  étant  communs  aux 
trois  involutions,  celles-ci  coïncident. 

Remarquons  que  les  coniques  S  peuvent  être  regar- 
dées comme  les  polaires  réciproques  des  coniques  T  par 
rapport  à  la  conique  directrice  D. 

Applications.  —  On  voit  que  ce  théorème  permet  de 
relier  dans  chacun  des  groupes  de  coniques  S,  T  et  D 
les  propriétés  qui  y  dépendent  respectivement  de  Tinvo- 
lution  considérée.  Par  sa  généralité  et  sa  symétrie,  il  est 
susceptible  d'un  certain  nombre  d'applications;  nous 
nous  contenterons  d'en  déduire  quelques  théorèmes 
connus. 

I.  Soient  Q  et  R  deux  points  de  la  droite  A.  S'ils  ap- 
partiennent à  l'une  des  trois  involutions  considérées,  ils 
appartiendront  simultanément  aux  deux  autres,  et  alors 

Fig.    2. 


il  existera  à  la  lois  :    i°  une  conique  circonscrite  aux 
deux  Lrianglcs  ABC,  PQR.^  2°  une  conique  inscrite  dans 


(   ''^9  ) 
(H's  tl(Mi\'    Iriaiij^lcs  ;    3"  uiu;   coinijuc   cou  jdi^iiée   de  ces 
deux  Irianglcs.  D'où  nous  pouvons  conclure  initnéJiate- 
luent  cette  proposition  : 

Si  deux  triangles  ABC,  PQR  sont  places  dt;  telle 
sorte  r/u'une  des  trois  coniques  circonscrite  aux  deux 
triangles,  ou  inscrite  dans  les  deux  triangles,  ou  con- 
juguée des  deux  triangleSf'exisfe,  les  deux  autres  exis- 
teront simultanément. 

II.  Il  est  naturel  d'étudier  le  cas  où  l'involution  a 
wuG  Tonne  particulière.  INous  le  ferons  dans  le  cas  spé- 
cial où  la  droite  A  est  à  l'infini.  Alors  nous  considére- 
rons, au  lieu  des  points  en  involulion  sur  la  droite  A,  le 
faisceau  involutif  des  droites  joignant  ces  points  au 
point  P.  Les  directions  asymplotiques  des  coni(jues  S 
sont  alors  les  couples  de  droites  de  ce  faisceau.  Les  co- 
niques T  sont  des  paraboles.  La  couique  D  a  pour  centre 
le  point  P. 

Sup[)osons  que,  parmi  les  droites  du  faisceau  invo- 
lutif joignant  le  point  P  aux  points  en  involution  sur  A 
se  trouvent  les  droites  isotropes.  Alors  le  point  P  est 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  [)uisqu'e, 
parmi  les  coniques  passant  par  les  quaire  poiuls  A.  B, 
C,  P,  s'en  trouve  une  qui  admc.'t  comme  direclions 
asymplotiques  les  droites  isotropes,  et,  [)ar  conséquent, 
est  un  cercle.  D'autrt;  part,  le  point  P  est  foyer  d'une 
des  paraboles  T.  Enfin  la  coni(|ue  D  est  une  byperbole 
équilatère,  puisqu'elle  admet  comme  diamètres  conjugués 
les  droites  isotropes. 

JNous  en  concluons  ces  deux  tliéorèmes  connus  : 
Le  cercle  circonscrit   à  un  triangle  ABC  est  le  lieu  : 
i"  Des  foyers  des  paraboles  inscrites  dans  ce  triangle^ 
2°  Des  centres  des  hvperboles  éipiilatères  conjuguées 
de  ce  triangle. 

Ann.  de  Mallicinat.,  3' srri»',  l.   XI\.  (Mars   iç(oo.)  y 


(    '•>o  ) 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  ^lATIIÉMATIOlES  (COXCOIIRS 
DE  1899).  S0LIITI0\  DE  LA  QLESTIO\  DE  MATIIÉMA- 
TIQIES  SPÉCIALES; 

Par  m.  a.  VACQUANT, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
Professeur  au  Lycée  de  Nancy. 


On  considère  tous  les  paraboloïdes  ayant  les  mêmes 
focales  qu'un  paraboloïde  P  dont  r équation,  en  coor- 
données rectangulai/es,  est 


ix 

P         P 


On  mène  à  ces  paraboloïdes  des  normales  parallèles 
à  un  plan  Q  ayant  pour  équation 

ux  +  vy  -H  wz  =  o. 

1°  Démontrer  que  la  surface  S,  lieu  des  pieds  de 
ces  normales ,  peut  être  considérée  comme  engendrée 
par  une  parabole  variable  dont  le  j)lan  enveloppe  un 
cylindre  parabolique  C. 

2"  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  surface  S  peuvent  être  exprimées  ro- 
liontiellement  en  fonction  de  deux  paramètres  p,  p, 
qui  fixent  la  position  des  plans  tangents  menés  par  le 
point  iM  au  cylindre  C. 

Montrer,  à  l'aide  des  expressions  ainsi  trouvées, 
que  le  cylindre  C  touche  la  surface  S  en  tous  les  points 
d' une  cubique. 

Montrer,  à  l'aide  des  mêmes  expressions,  que  S  est 
une  surface  réglée  du  troisième  ordre,  dont  les  gêné- 


i 


(   '3.   ) 
/aliices  rectilignes  soni  jxirallèles  à  celles  d'un  cône 
de  révolution. 

3"  La  surface  S  admet  une  droite  double  A  dont  on 
demande  les  équations. 

4"  Démontrer  que  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  S  rencontrent,  en  deliors  de  la  droite  double  A, 
une  autre  droite  A)  avec  laquelle  elles  font  un  angle 
constant.  Trouver  les  équations  de  cette  droite  A,. 

Remarque.  —  Parmi  les  résultats  énoncés,  quelques- 
uns  peuvent  être  établis  facilement  par  la  Géométrie; 
on  saura  gré  aux  candidats  qui  ajouteront  ce  mode  de 
démonstration. 

La  condition  poui-  que  le  plan 

ux  -+-  vy  -^  »•  z  -\~  h  ^=  o 

soit  tangent  au  paraboloïde  P  qui  a  pour  équation,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

y^          -'- 
■ IX  =  o, 

p      p 

est 

pV^ /)(V2 lllll   =  O. 

Toutes  les  quadriques  avant  les  mômes  focales  que  P 
appartiennent  au  faisceau  tangentiel 

c'est-à-dire  sont  inscrites  dans  la  développable  circon- 
scrite au  paraboloïde  donné  et  au  cercle  de  l'infini  ; 
toutes  ces  quadriques  sont  des  paraboloïdes. 

I.  Soil  P)  un  de  ces  paraboloïdes;  prenons  un  point 
M(.r,j  ,  z)  sur  P).  tel  que  la  normale  en  AI  soit  jiaral- 
lèle  à  un  plan  Q  avant  pour  équation 

ux  -r-  vy  '■-  wz  —  o. 


(  '-'^  ) 

Le  plan  tangent  en  INI,  de  coordonnées  Uo,  v'o^.  *v'o,  //„, 
sera  perpendiculaire  au  plan  Q  et  l'on  aura 

Ultc-^   *'<'û-*-   IVWq=:  O 

avec 

À?f5-f-  (À  -^p)i'l  -h{l  —p)ivl—2U^,/lo  =  o, 

Iuq — Aj  (l~hp)i>(,  (}.—p)n'n 

a*  —  >  y  —  j  -G  — • 

—  Uq  '  —  "o  —  «y 

Entre  ces   é(|uations   éliminons  //(,,  t'o,  Wq,  //o  ;    pour 
cela  tirons  les  rapports  —  ?  —  ?  —  des  trois  dernières  et 

^  '-  llQ      Uo       "o 

substituons  dans  les  deux  autres,  ce  (pii  donne 

l'- 


en 


l-^p    '    >.  -  p 


—  2.r  —  A  —  o,  (i) 

—  «        =  o.  (2) 


L'élimination  de  A  entre  (1)  et  (2)  donnerait  l'équa- 
lion  de  la  surface  S 5  il  est  piéférable  de  considérer  ces 
équations  comme  définissant  les  coordonnées  Xj  r,  ~ 
d'un  point  INl  de  la  surface  S  en  fonctions  rationnelles 
de  deux  paramètres  z  et  A,  ce  qui  niontie  déjà  que  la 
surface  S  est  unicursale  ;  de  plus  ces  é(|ualions  (1)  et  (2) 
s'interprètent  aisément  :  la  première  est  l'é(|uation 
poiictuelle  des  paraboloïdes  P),  liomofocaux  à  P,  la 
seconde  est  l'équation   du    jdan  diamétral    de    Px  con- 

X        Y         Z 

jugué  de  la   direction  —  =    -  =  —   perpendiculaire  au 

plan  Q^  ce  résultat  est  facile  à  établir  géomélri(juement, 
car  au  point  ]M(jr,  j',  z)  le  plan  tangent  (zioi  ^o>  <^o>  ^'0) 
à  P),  est  perpendiculaire  au  plan  Q,  cest-à-dire  est  pa- 
rallèle à  une  perpendiculaire  à  Q  ;  donc,  sur  Px,  le  lieu 
des  points  M  est  dans  le  plan  diamélral  conjugué  de  la 
direction  perj)endiculaire  à  Q;  les  é<piations  (i)  et  (2) 
représentent    donc    une   parabole   dont    le    lieu    est  S. 


(  ''^^  ) 

LVcjiialion  du  [ilan  de  celle  parabole  peut  s'écrire; 

OU 

(2')  ni-  —  À(t'j'  -t-  IV z)  +  p{vy  —  wz  — pu)  =  o. 

L'euveloppe  de  ce  plan  est  le  cylindre  paraboli(|ue  C 
ayant  pour  équation  ponctuelle 

(G)  {vy  -\-  wz)^ —  f\pu{vv  —  (l'j  —pu)  —  o. 

II.  Soit  ]M(.r,jK5-)  iiii  point  (|uelcontjue  de  la  sur- 
face S;  l'équation  (2'),  du  second  degré  en).,  a  deux 
racines  p  et  p,  qui  fixeront  la  position  des  deux  plans 
langents  menés  à  (C)  par  le  point  ]M(j:,  j',  :;).  On  a 

p  -r-  ,^1  — 


??1  = 


U 

p(vy  —  (vz—pu) 
u. 


D'ailleurs  ré(|uation  de  S,  /{x,  y,  z)  =  o,  est  la  con- 
dition nécessaire  et  suflisante  pour  que  les  équations  (1) 
et  (2)  en  A  aient  une  racine  commune,  soit  p.  On  aura 


y^  z^ 


9+P       ?—P 
Des  équations 

çy  -(-  »z  =  u{p  ■+-  Pi), 
vy  —  wz  =  -ppi-r  pu, 

on  déduit,  par  addition  et  soustraction, 


■Hy=  u{p-i-pi)-i-  -ppi-rpu=         — (p-i-/C/^^ 

,  u  u 

7. nz  —  u{p  -T-  pi  ) ppi  —  /jti  =  —  - 


(   «34  ) 
Ensuite 

De  sorte  que  les  expressions  demandées  sont 

op-  V- 


(II) 


T^(?— P)(?i— T')'—  ^' 


Sp 

y=  —^<<?—p)(pi^p)^ 
,  -  = (?—p){pi—p)- 

La  relation  entre  o  et  p,  définissant  l'intersection  de 
la  surface  S  et  du  cylindre  C  s'obtient  en  remplaçant 
dans  l'équation  (C)  y  et  z  ou  mieux  vy -\- wz  et 
vy  -\-  wz  — pu  par  leurs  valeurs  en  p  et  p).  On  obtient 


it2(p  +  p,  )2 —  \pu  —  ppi  =  o 
'  y:» 


(p  —  pi)-=  o, 


d'où 


ce  qui  montre  que  les  plans  tangents  à  C  issus  d'un 
point  M  de  l'intersection  de  G  et  S  sont  confondus, 
résultat  évident  a  priori.  En  faisant  dans  (11)  p,  =  p,on 
a  les  équations  d'une  cubique  F.  L'intersection  de  C 
et  S  est  donc  la  cubique  F  comptée  deux  fois .^  et  il  en 
résulte  que  C  et  S  se  raccordent  le  long  de  cette  cubique. 
On  peut  le  voir  autrement  en  déterminant  le  cylindre 
circonscrit  à  S  parallèlement  à  Ox  et  montrant  qu'il  se 
raccorde   avec    S   le    long    de    la   cubique   F    [^i=:z). 


(   '35  ) 
l/i'qualion  du  plan  langent  au  point  (p,  p,)  à  S  est 


Ox  Oy  ôz 

dp  Op  dp 

ôx  ôy  dz 


Oo 


c'i 


àpi 


dpi 


Pour  (ju'il  soit  parallèle  à  Ox,  il  faut 

dy    dz  ày  ôz  _ 

dp    dpi        dpi   ôp 
l 

~  {?ï-^  P){?  —  P)  ^  {?  ^  P)i?i—  P)  =  o 
l 

■2/'(?i— ?)  =  f- 

D'où 


équation  qui  définit  la  cubique  F. 

En  faisant  p,  =  constante  dans  les  équations  (II),  elles 
représentent  une  droite  située  sur  la  surface  S;  par 
suite,  en  faisant  varier  p,,  on  voit  que  S  est  une  surface 
réglée. 

Les  équations  d'une  génératrice  rectiligneG)  répon- 
dant à  une  valeur  donnée  de  c,^  sont 


=r-^(' 


?l-H/?)2-T- 


(P.-/')^ 


-'^^ 


(G,) 


y 


a 


u 


(?!—/')?-! (?1—P}- 


Ces  écpialions  sont  de  la  forme 

I  X  =  a.p  -\-  a, 
)  j'  =  3p  -f-  6. 
(  -  =  ■{?  +  <-■> 


(  '30  ) 
el  l'on  voit,  d'apiès  les  équations  (0|),  les  valeurs   Je 
a,  ^j,  y,  a,  6,  c  en  fonelion  de  o,. 

l^a  suitace  S  est  du  troisièuie  ordre,  car  sou  intersec- 
tion avec  un  plan  ([uelconque 

A  07  -T-  B  j  H-  G  5  -1-  D  =  o 
est  définie,  sur  la  surface,  par  l'équation 

(  Aa-uB^-H  C7)p  -f-(Aa-+-B^/  +  Cc+  D)  =  o. 

Si  l'on  reuiplace  dans  les  équations  (G|  )  o  par  sa  valeur 
lii'ée  de  l'équation  précédente,  on  obtient  les  équations 
d'une  cubique  unicursale,  le  paramètre  étant  p,. 

La  parallèle  à  une  génératrice  G|  menée  par  l'origine 
a  pour  équations 


_  r  _  - 


(pi-H/?)  i?l—p)  - 

■ipv  -ipw    ^         ■'  1 

On  trouve  l'équation  du  cône  engendré  par  cette  pa- 
rallèle en  éliminant  |ji.  et  pi  entre  les  équations 

\   !-i-  = -{Pi—p)- 

Les  deux  dernières  équations  sont  du  premier  degré  en 
p,  et  [JL*,  en  les  résolvant  on  a 

u  vy  —  u'G         çy  —  ii'3 


(   ••^7  ) 


Siibsliliiaiit  dans  la  pi-eniière  équalioii.  ou  a  le  cône 

2  u.r{  vy  -i-  wz  )  =  u^{y-  -~  z- )  —  (  ^'y  —  ^vz )» 
ou 

II- ( X- -^ y-  -h  z-  )  —  (i(x  -^  l'y  -+■  (vz  )-  =  o, 

de  lévolutiou,  avaul  jiour  axe  uue  perpeudiculaiic  au 
plan  (^. 

HT.  L'élimination  de  p  et  p,  entre  les  équations  (II) 
condnirait  à  l'équation  f[x^j^  z)  =  o  de  la  suiface  S. 
Pour  faire  cette  élimination  ou  tirerait,  par  exemple, 
0  de  l'une  des  équations  et  l'on  porterait  la  valeur 
trouvée  dans  les  deux  autres  ;  d'où  deux  équations  en  p|. 
En  éliminant  p,  ou  trouverait ^"( a:, j,  ")=  o,  équation 
qui  exprime  que  les  deux  équations  en  p,  ont  en  général 
une  racine  commune,  ou  encore  par  un  point  quelconque 
(x,j',z)  de  S  passe  une  seule  génératrice  recliligne-, 
mais  on  a  vu  que  toute  section  plane  de  S  est  une  cubique 
unicursale,  et  par  suite  avant  un  point  double;  donc  la 
surface  S  a  uue  ligne  double  qui  est  nécessairement  une 
droite  A;  car,  autrement,  une  section  plane  quelconque 
aurait  au  moins  deux  points  doubles  et  se  décompose- 
lait.  Il  résulte  de  là  (jue  l'on  pourra  choisir  le  point 
(>r,  j',  z),  d'une  infinité  de  manières,  de  façon  que  les 
deux  équations  en  p,  aient  deux  racines  communes;  on 
a  ainsi  un  procédé  de  calcul  assez  simple  pour  trouver 
les  équations  de  la  droite  double. 

FLntre  les  équations  (II)  éliminons  donc  p  et  p(  ;  pour 
cela,  remarquons  que  la  première  de  ces  écjuations 
s'éciit,  en  tenant  compte  des  deux  autres, 

iiy  HZ  ,        p 

\pV      '  ^  4/)H'      '  '    '  ■?. 


(  ^38  ) 
d'où 


•^        -ipv 
ipw 


'        2/j    '        ^  npw    '        -' 

Remplaçanl  p  ])ar  celte  valeur  dans  les  deux  dernières 
équations  (JI)  on  obtient 

\   iiy  HZ  ~\ 

Si  l'on  ordonne  ces  équations  par  rapport  à  p,,  après 
avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  premièi^e  par  w 
et  ceux  lie  îa  seconde  par  w,  on  a 


II-    /    V  ^   \  «   ,  X 

4     \  f  (V/  2 


Pour  obtenir  la  racine  commune  pi  à  ces  deux  équa- 
tions, il  suffit  de  les  ajouter  membre  à  membre,  d'où 

■ (  — z  -^  'ip  ]  ■+-  ■ —     * — I ]  —■  oAix  —  vy  —  ivz  =  o. 

•ip    \V  (P  '   /  'i     \v  w  /  "^ 

On  a  ainsi  la  valeur  du  paramètre  p)  qui  fixe  la  posi- 
tion de  la  génératrice  rectiligne  G,  passant  par  le  point 
quelconque  [x.,y,z)  de  la  suiface  S;  mais  les  deux 
équations  du  second  degré  en  p,  auront  deux  racines 
communes  si  les  coordonnées  (x,y^z)  satisfont  aux 
équations 

'y 


-+-  ip  =  o 

(^)        '  ..\ 

^t■=  /y         ^-   , 

—  (  - — r-  —  j  -'  ■iux  —  Vf  —  (r;:  =  o 


(  '39  ) 
oblenucs  en  éciivant  qiu;  les  é(|iialions  m  o,  oui  Iciii-.s 
(■oefikients  proportionnels.  Pour  ces  valeurs  de  x,y,  z 
la  valeur  Je  o,  est  indéterminée,  coihukî  eela  devait 
être.  On  obtient  ainsi  les  équations  (A)  d'une  droite 
appartenant  à  S  comme  droite  double. 

On  peut  utiliser,  d'une  autre  manière,  les  équa- 
tions (II),  pour  démontrer  l'existence  de  la  droite 
double  A  et  en  trouver  les  équations.  J'indiquerai  seule- 
ment le  calcul  (|ui  est  moins  simple  que  le  précédent. 
On  clierclie  la  condition  pour  que  deux  génératrices  rec- 
tilisrnes  o,  et  o.>  de  S  se  rencontrent,  et  ensuite  le  lieu  de 
leur  point  de  rencontre  qui  est  la  ligne  doubli;  A.  On 
trouve  pour  celte  condition  la  relation  involutive 

et,  pour  les  coordonnées  x^  y,  z  du  point  de  rencontre 
des  génératrices  p,,  Cj,  ou  obtient  des  expressions 
linéaires  en  ^i^j  et  0,4-^2.  Pour  retrouver  les  équa- 
tions (A),  il  suftit  d'éliminer  0,00  et  o,  +  Oo  entre  les 
équations  donnant  x,r,  z  et  la  relation  involutive. 

Enfin,  sans  se  servir  des  équations  (II),  on  [)eut 
arriver  très  simplement  aux  équations  de  la  droite 
double  A  eu  appliquant  une  propriété  bien  connue  des 
(|uadriques  bomofocales  (c'est  M.  Rœscli,  Professeur  au 
Collège  de  Montélimar,  ([ui  m'a  fait  penser  à  ce  pro- 
cédé): 

Reprenons  l'équation  ponctuelle  (1)  des  paraboloïdes 
Il omo (beaux  P). 


•IX  —  X  =  o. 
Par  un  point  M(.i',  1  .  z)  passent  trois  [)araboluklcs  Px 


(  '4o  ) 

se  coupant,  comme  ou  sait,  deux  à  deux  à  angle  dioit. 
Soient  Miy,  MN',  M-\"  les  normales  à  ces  paraboloïdes 
formant  un  trièdre  trirectangle.  Le  point  M  sera  un 
point  double  de  la  surface  S  si  deux  normales  MN,  MJN 
sont  parallèles  au  plan  Q,  et  la  troisième  INliN"  sera  per- 
pendiculaire au  plan  Q,  c'est-à-dire  on  doit  chercher 
sur  P)  le  point  M  tel  que  la  normale  en  ce  point  soit 
perpendiculaire  au  plan  Q.  Eu  éliminant  À  entre  les 
équations 

IX  —  ).  =  o, 


—  I_     L  -¥-  p     _     A  —  p 
Il  V  W 


on  obtient  le  lieu  du  point  double  IM.  On  écrit  les  deux 


dernières 


a 


L'élimination  de  À  est  immédiate  et  l'on  a 


V 
U  [■ ]  -h  ip 


i         i-y  -4-  n'Z  u  I  Y         z\ 

l  u  1  \v         \v  J  ' 

c'est-à-dire  les  équations  (A). 

IV.  Dans  les  équations  (Gi)  prenons  l'expression 
de  X  et  cherchons  une  valeur  constante  K  de  p  annulant 
le  terme  en  p^  ;  d'où 


S/nv- 


Le  point  correspondant  à  p  =  R  sur  chaque  généra- 
trice   Pi    décrit,    quand   pi    varie,    une    droite,    car   les 
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expressions  dey  ci  z  sont  linéaires  eu  o,  et  celle  droile 
est  rencontrée  par  toutes  les  généralric^es  G|.  Les  coor- 
données or,  r,  ~  (.l'un  point  de  celte  droite  sont 

en  tenant  compte  de  la  définition  de  K;  ordonnant  le 
second  nienibre  par  rapport  à  p,,  on  a 

0,11-  /  ^x'- —  ('-  r^ —  »•-       <•-•+-  d'î  \        K 
X  —  '■ ( 1 , 

X  =  — p —  i 

V- -T-  IV'"-         ■!(  t'-—  n-'- ) 

Ensuite  les  deux  dernières  érpialions  (H)  donnent 

a  ipV-  l(V 

Z  = (p,  — /?)(K— /))  =  -^ (p       p)^ 

On  a  ainsi  les  équations  d'une  droite  A,   rencontrée 
par  toutes  les  yénéralrices  G,,  savoir 

I  " 


y 

— 

piw 

(.2_  „.i 

-+- 

pmv 

l'ï-f-  ir- 

Deux  génératrices  G|,  Go  rencontrent,  d'après  les 
cijualions  précédentes,  la  droite  A,  en  des  jîoints  dis- 
tincts, et  par  suite  A|  est  une  droite  simple  de  S.  Le 
plan  (A,,  G,)  coupe  la  surface  S  suivant  une  troisième 
droite  Go  lencontranl  G,  sur  la  droite  double  A,  d'après 
ce  (jui  pi  écède  (  ill  ). 
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Les  ôqualions  de  A|  montrent  que  cette  droite  est 
parallèle  à  l'axe  du  cône  de  révolution  trouvé  plusliaut; 
il  en  résulte  que  les  génératrices  rectilignes  de  S 
coupent  A|  sous  un  angle  constant  égal  au  demi-angle 
d'ouverture  de  ce  ('one. 

liemarque.  —  Quehjues  considérations  géométriques 
simples  permettent  de  répondre  partiellement  aux  ques- 
tions III  et  IV.  On  a  déjà  montré,  comme  conséquence 
de  la  représentation  paramétrique  de  la  surface  S,  que 
celle-ci  admet  une  droite  double  A. 

Une  génératrice  quelconque  G|  de  la  surface  ren- 
contre A,  car  si  cela  n'était  pas,  deux  génératrices  rec- 
tilignes G),  G2  et  la  droite  double  A  définiraient  un 
liyperboloïde  H  5  les  génératrices  de  H,  de  système  diffé- 
rent de  G),  rencontreraient  S  en  quatre  points  dont  deux 
confondus  sur  A,  et  alors  H  ferait  partie  de  S,  ce  qui 
n'est  pas. 

Maintenant  soient  G| ,  Go,  G3,  G-,  quatre  génératrices 
quelconques  de  S;  on  petit  mener  deux  droites  les  ren- 
contrant :  l'une  est  A,. d'après  ce  qui  pi'écède;  soit  A, 
Tautre;  cette  dernière  rencontrera  aussi  une  génératrice 
quelcon(|ue  G  de  S,  car  par  un  point  INI  pris  arbitraire- 
ment sur  S  passe  une  droite  s'ap[)ujant  sur  A  et  A|, 
avant,  par  conséquent,  quatre  points  sur  S;  c'est  donc 
la  génératrice  G  de  S  qui  passe  en  M.  Geci  suppose  que, 
par  M,  il  ne  passe  qu'une  génératrice  rectiligne  G;  cette 
propriété  résulte  immédiatement,  comme  on  l'a  vu,  des 
équations  (II)  et  peut  aussi  s'établir  par  la  Géométrie^ 
c'est  d'ailleurs  une  propriété  qui  appartient  à  toute  sur- 
face réglée  du  troisième  ordre  dont  l'élude  géométrique 
et  analytique  figure  dans  un  certain  nombre  d'Ouvrages  ; 
pour  cette  raison,  je  pense  qu'il  est  inutile  de  rappeler 
ici  la  démonstration  géométrique  de  celte  })ropriété. 
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méthode,  puis  un  grand  nombre  d'exercices  proposés  à  ré- 
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(')  Méthodes   et  théories  pour   la  résolution  des  probli-ines  de 
constructions  géométriques.  Paris,  Gaulliicr-Ailiars,  i8ij2. 
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QllESTIOXS. 


1838.  Ghasles  a  démontré  depuis  longtemps  qu'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  à  point  double  est  tangente  à  deux 
directrices  et  à  deux  génératrices  de  tout  hyperboloïde  qui  la 
contient,  et  que  les  quatre  points  de  contact  sont  situés  dans 
un  même  plan. 

On  demande  de  démontrer  : 

1°  Que  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  en  ces  quatre  points 
se  rencontrent  en  un  même  point  situé  sur  la  droite  d'inter- 
section des  plans  osculateurs  au  point  double; 

1°  Que  ces  mêmes  plans  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 
en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  qui  sont  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  deux  directrices  et  deux  généra- 
trices d'un  hyperboloïde  qui  la  contient. 

On  peut  encore  énoncer  le  premier  de  ces  théorèmes  de  la 
manière  suivante  : 

Par  un  point  pris  sur  la  droite  d'intersection  des  plans 
osculateurs  au  point  double  d'une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre,  on  peut  mener  à  la  courbe  quatre  plans  os- 
culateurs autres  que  ceux  qui  la  touchent  au  point  double  : 
leurs  points  de  contact  sont  situés  dans  un  même  plan,  et 
les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  quatre  points  forment  un 
quadrilatère  gauche.  (E.  Genty.) 


EUIMTA 


3"=  série,  t.  \V,  1896;  pages  9  et  16,  au  lieu  de  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  lisez  par  polaires  réciproques  (ou  plutôt  dualistique). 

3' série,  t.  XVIII,  1899;  P'ieC  So'),  lignes  i\  et  21,  et  page  3o5, 
lignes  8  et  10,  au  lieu  de  \/     ,  lisez  '\/ 

Page  58o,  i"  colonne,  biffez  549  {voir  même  Tome,  p.  '172). 

Page  589,  ■?'  colonne,  ligne  i4,  au  lieu  de  CoDibebiac,  lisez  Com- 

lîERIAf:. 
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[Kll] 

(JÉOMKIRIE  Dl!  CERCLE  DWS  LE  PLA\. 


«EIÎXIEUE  COXCOLItS  DES  <  AOIVELLES  A\i\ALES 
POUR  1899; 

i'\n  M.  c.  r.M.i.rcci. 


Sujet. 

L'é(/ nation  d'un  cercle  rapporté  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, situés  dans  son  plan,  peut  se  mettre  sous  lu 
forme 

iX)  »  I  Ti  -H  UiTi  -H  U.i  ./•s  -4-  U;  .?■■,  —  O, 

en  posant 


•X  l  9.1 


de  sorte  que  l<-s  variables  ,r|,  x^,  .r^,  x-,  satisfont  à  Li 
relation 

\'\)  x\-{-  :r\  -+-  xl  -^  xi  =  o. 

Un  peut  appeler  les  quatre  quantités  ii^^  u.,^  «,,  u ■, 
les  coordonnées  du  cercle,  et  l'on  peut  dire  :  i"  que 
toute  relation  homogène  entre  ces  quantités  définit  un 
réseau  de  cercles;  a"  que  deux  relations  homoi^ènes 
définissent  une  série  de  cercles;  3"  que  trois  relations 
homogènes  définissent  un  système  de  cercles  d'après 
1rs  degrés  des  équations  qui  les  définissent . 

I.    Interpréter,  en  (Téométrie  à  trois  dimensions ,  les 

Ami.  de  Mdlliémut .,    !'■  ^tTif.  l.  \1\.  (  \vril    mon.)  lit 
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éfjualioiis  (i)  et  (3),  qui  déjuiisscnt  le  cercle,  et  les 
formules  (2),  qui  conduisent  à  cette  définition.  En  dé- 
duire les  propriétés  des  réseaux  et  des  séries  linéaires 
de  cercles. 

I] .  Etudier  en  particulier  et  aussi  complètement  que 
possible  les  propriétés  des  réseaux  quadratiques,  c  est- 
à-dire  des  réseaux  définis  par  une  équation  homo- 
gène et  du  second  de^ré  en  i/j,  u■2^  «3,  «/, .  Rapprocher 
ces  propriétés  de  celles  des  sur/aces  du  second  ordre. 

III.  Montrer  comment  l'étude  des  systèmes  de  cercles 
faite  d^ après  cet  ordre  d'idées  permet  de  construire  un 
cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  par  une  méthode 
différente  de  la  célèbre  méthode  de  Gergonne. 

Développement . 

Dans  le  développement  qui  suit,  nous  nous  limitons 
aux  l'ésultats  principaux  que  nous  exposons  en  trois  pa- 
ragraphes. 

Chacun  de  ces  paragraphes  est  suivi  d'une  série  de 
notes  et  d'exercices  qui  en  complètent  l'argument.  A  la 
fin,  nous  avons  ajouté  une  courte  Notice  historique. 

I.   —  Réseaux  et  séries  LI^ÉAIRES  de  cercles. 
1.  Interprétation  des  formules.  —  Les 

Xi  (i  =  I,2,  3,  4) 

étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  par  rap- 
à  un  tétraèdre  de  référence  cIî-j  c.1) 0X3X4 ,  la  (3)  est 
l'équation  d'une  quadrique  elliptique  Q  dont  ce 
tétraèdre  est  autopolaire,  la  (i)  est  l'équation  du  plan 
de  coordonnées  «/,  et  les  formules  ( 2)  définissent  une 
corresDondance  univoque  entre  les  points  de  Q  et  les 
points  du  plan  7:  dans   lecjuel  nous  considérons  le  svs- 
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lèiiie  de  cooiclonnécs  x^y.  Dans  cciU'  rorpt'spondancc, 
aux  sections  de  (^  avec  les  plans 

»i.r,  -4-  u.2.r■>-^-  u^x^--  u-^T-,—  o 

coiTespouck'nl  les  cercles  de  -  dont  les  coordonnées  sont 

'^1,  «2,  «3,   "',  . 

Si  l'équat-ion  cartésienne  du  cercle  est 

<7  (  .r-2  _i-  j'î  j  _L-  y,  nr  r  _f_  '}.fy  -f-  r  =  o , 
nous  aurons 

S'  =   "l'  ./  =  ''2-  «  =   «3 -r-  U',,  C  ~    11.^ —  lli, 

Les  coordonnées  du  centre  et  1(!  rayon  sont  respecti- 
vement 

A'  _  «I  ^   _        /_  «2 


a             Us  -+■  U;  a  «3+  «i 

I     / -. J u\ -\- al -T- u'\ — M? 

a  "^  U:i  -h  U:, 

Les  cercles  de  lavon  nul  (cercles  cjui  se  réduisent  à 
deux  droites  isotropes)  ont  les  coordonnées  qui  vérifient 

l'équation 

H'i  -T-  ni  -(-  ul  —  u'I  =  o  ; 

ils  correspondent  aux  plans  tangents  à  la  quadrique  Q. 
Les  cercles  de  rayon  infini  (droites  de?:)  ont  les  coor- 
données qui  vérifient  l'érpiation 

u-i  H-  «1  -—  o  : 

ils   <;orrespondent   aux    i)laus  (jui   passent  par    le   point 
P=(o,  o,  1,  i)  de  la  (piadrique. 

Il  résulte  de  ce  qui  piM-eède  cpie  la  correspondance 
définie  par  les  (2)  est  une  correspondance  de  Cliasles 
entic  les  points  de  Q  et  les    points  de  7:  :    on  ohlieni  !<? 
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cercle  correspondant  à  un  plan  en  projetant  son  inter 
section  avec  la  quadrique  Q  du  point  P  sur  le  plan  tt. 
Le  point  P  est  un  ombilic  de  Q  et  le  plan  a  tangent  en 
P  est  parallèle  à  ?:,  son  équation  est 

X.^—Ti=  O. 

11  est  bon  d'observer  que  pour  tous  les  cercles  de  7i, 
hors  ceux  de  rayon  infini,  on  peut  supposer  «34-/^4  =  1, 
car  nous  pouvons  diviser  les  coordonnées  homogènes  ui 
par  une  même  quantité.  Alors  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  du  cercle  de  coordonnées 

Ui        (i  =  1,2,  3,4) 
deviennent 


r  =  J 


aTg  = i/i;  JKo  =  —  "2)  /■  =  V'  Wf  -H  "2  -i-  Wj  —  «4- 

Pour  tous  les  points  de  la  quadrique  Q,  hors  le  point 
P,  on  a 

X!,—  Xz=l\ 

donc,  pour  tiouver  le  point  (^x^j)  correspondant  à  un 
point     i^Xi  ,X2,  x^i  x^),     on     doit    diviser    les     Xi    par 

X !,         x^ . 

2.   a.    Cercles  qui  se  coupent,  ortho goiialement .   — 
Les  deux  cercles 

a{x^-\- y^)  -t-  "i-gx  -1-  "if  y  -t-  c  =  o, 
a' {x'- -^ y-)  -+-  2^'.r  -H  "i-f  y  -i-  c'  =  o 

se  coupent  orthogonalenient  si  l'on  a 

^(*^'+//')  =  ac'^a'c. 

Pour  les  coordonnées  <//,  u^  des  deux  cercles,  on  trouve 
la  condition 

lll  U\  -t-  11-1  U\  -r-   "3  »';  lli  ?/'.,  =  O, 
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(lotie  : 

Les  plans  (jul  correapondenl  a  deux  cercles  ortho- 
gonaux sont,  rciciprof/ues  par  rapport  à  la  r/uadn'f/ue  Q 
et  réciproquement. 

b.  Construction  du  ce  titre  du  cercle  y  correspondant 
à  un  plan  Y.  —  Soit  c  le  pôle  de  F  par  rapport  à  Q;  le 
point  G  où  la  dioite  PC  peree  le  plan  -  est  le  eentie  de 
y.  En  efTel,  aux  pians  qui  })assent  par  PC  eorrcspondent 
des  droites  orthogonales  à  y,  ees  droites  sont  des  dia- 
mètres de  V  et,  par  eonséquent,  leur  point  eoinnuin  G 
est  le  centre  du  cercle. 

c.  Cercles  conjugués.  —  On  appelle  cercles  conju- 
gués ceux  qui  diffèrent  seulement  par  le  signe  du  carré 
du  rayon;  deux  points  diamétralement  opposés  de  l'un 
d'eux  sont  conjugués  par  rapport  à  l'autre.  Si  les  deux 
cercles  ui,  u-  sont  conjugués,  nous  aurons  (n"  i) 

m  =;  u\ ,         «2  =  "21 

«f  -f-  ni  -4-  «5  —  M?  —  —  (  u\-  -1-  u'.2^  H-  u'f  -+-  u'^  ), 

d'où  découlent  finalement  les  formules  suivantes  : 

tii  :  uo  :  u-i  '.  u^  =  u\  :  «2  :  u[  —  «','  —  "'2^  •  "'3  ~^  "1"  ~^  "'2'» 
«',  :  «2  :  "a  :  "i  =  "1  :  "2  ;  "i  —  "f  —  "1  •  "3  +  «ï  -'-  "h 

f|ui  définissent  une  correspondance  birationnelle  (jua- 
dratique  involutive  T  entre  les  plans  de  l'espace.  Cette 
correspondance,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite,  est 
l'image  de  la  correspondance  entre  les  cercles  de  -  et 
leurs  conjugués. 

Si  le  cercle  «/  est  réel,  le  cercle  a'-  sera  imaginaire, 
et  réciproquement,  c'est-à-dire  si  le  plan  //,  coupe  la 
(juadri(|ue  Q,  le  plan  u\  ne  la  coupera  pas,  vl  récipro- 
(piement. 

d.  Cercles  (/ui  se  coupent  diamétralement .  —  Si  un 
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cercle  coupe  diamétralement  un  cercle  y,  il  coupera 
orlhogonalement  le  cercle  y,  conjugué  de  v  (  n°  2,  c). 
e.  Cercles  tangents.  —  Si  deux  cercles  y  et  o  se  tou- 
chent en  un  point  M,  les  plans  correspondants  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  touche  la  quadrique  Q  au  point 
qui  correspond  à  :M. 

3.    a.    Une  équation 

^  aiit!  =  o 
1 

définit  un  réseau  linéaire  de  cercles  qui  est  représenté 
dans  l'espace  par  la  gerbe  des  plans  passant  par  lé  point 
A  dont  les  coordonnées  hotnogènes  sont  les  a,.  Cette 
gerbe  est  complètement  déterminée  par  trois  de  ses  plans, 
donc  un  réseau  linéaire  est  déterminé  par  trois  de  ses 
cercles. 

Le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  ()  étant  réci- 
proque de  tous  les  plans  de  la  gerbe,  représente  un  cercle 
y  qui  coupe  orthogonalement  tous  les  cercles  du  réseau 
(n"  2,  a).  Le  cercle  y,,  conjugué  de  y,  sera  cou[)é 
diamétralement  par  tous  les  cercles  du  réseau  (n"  2,  c). 
Donc  : 

Dans  tout  réseau  linéaire  de  cercles,  il  existe  deux 
cercles  y,  "'(  conjugués  entre  eux,  doJit  l'un  est  coupé 
orlhogonalement  et  l'autre  diamétralement  par  tous 
les  cercles  du  réseau. 

De  ces  deux  cercles  y,  y,,  un  est  réel  et  l'autre  iniagi- 
iiaiie. 

l).  Dans  xin  réseau  linéaire  de  cercles,  il  v  en  a  ce'  qui 
se  réduisent  à  des  droites;  ils  correspondent  aux  plans 
de  la  gerbe   qui  passent  par  P  et  qui  lorment  un  fais- 
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ceau.  On  trouve  ainsi  le  faisceau  des  droites  qui  passent 
par    le    centre    du     cercle    orthogonal     v    du    réseau 
(n"2,  b). 

De  même,  il  y  a  dans  un  réseau  linéaire  oo'  cercles 
de  rayon  nul-,  ils  correspondent  aux  plans  qui  passent 
par  A  et  louchent  la  quadrique  Q.  Par  consé(jucnl,  ce 
sont  les  couples  de  droites  isotropes  dont  le  point  réel 
de  rencontre  se  trouve  sur  le  cercle  orthogonal  v  du 
réseau. 

c.  Cas  spéciaux.  —  Si  le  point  A  est  sur  Q,  le  réseau 
se  conqiose  de  tous  les  cercles  qui  passent  par  le  point 
A'  (îorrespondant  de  A  ;  le  cercle  orthogonal  se  réduit  au 
couple  de  droites  isotropes  passant  par  h! .  En  particu- 
li(îr,  si  A  coïncide  avec  P,  le  réseau  est  composé  de  toutes 
les  droites  de  t:. 

Si  le  point  A  se  trouve  sur  le  plan  a  tangent  en  P  à 
la  quadrique  Q,  le  réseau  se  compose  de  cercles  dont  les 
centres  sont  sur  une  droite  a.  En  effet,  le  plan  a,  j)olaire 
de  P,  passe  par  A,  le  pian  polaire  de  A  passera  par  P  et, 
par  conséfjuent.  le  cercle  orthogonal  du  réseau  est  la 
droite  a  d'intersection  de  t.  avec  ce  plan;  cette  droite, 
devant  couper  orthogonalement  tous  les  cercles  du  ré- 
seau, devra  contenir  les  centres  de  ces  cercles. 

d.  Exemples.  —  i°  Les  cercles  qui  coupent  ortho- 
gonalement un  cercle  fixe;  2"  les  cercles  qui  coupent 
diamétralement  un  cercle  fixe;  3"  un  autre  exemple, 
très  intéressant,  est  donné  par  le  beau  théorème  de 
Faure  : 

Les  cercles  circonscrits  au.v  triangles  autopolaires 
par  rapport  à  une  nie'nie  conique  forment  un  réseau 
linéaire. 

jNous  pouvons  considérei-  ce  théorème  comme  une 
conséquence   immédiate  du   tliéoi'ème  de  Frégier  dans 
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l'espace  (').  SI  nous  projetons  du  point  P  les  triangles 
autopolaires  par  rapport  à  la  conique  de  ti,  nous  aurons 
des  trièdres  dont  les  arêtes  coupent  ia  (juadrique  Q  en 
trois  points,  qui  déterminent  un  plan  V  représentant  le 
cercle  circonscrit  au  triarigle  correspondant.  Le  théorème 
de  Frégier  nous  enseigne  que  tous  les  plans  F  passent 
par  un  même  point  A,  donc  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  autopolaires  par  rapport  à  la  conique  appar- 
tiennent à  un  réseau  linéaire. 

■I.   a.   Deux  é(j nations 

4  4 

1  1 

définissent  une  séiie  linéaire  (ou  faisceau)  de  cercles, 
qui  est  représentée  dans  l'espace  par  le  faisceau  des 
plans  communs  aux  gerbes  de  pians 


et 

biU,  =  o. 


!■ 


Soient  /  l'axe  de  ce  faisceau  de  plans,  /'  sa  réciproque 
par  rapport  à  Q;  en  projetant  /'  du  point  P  sur  le  plan 
TT,  on  a  une  droite  qui  contient  les  centres  de  tous  les 
cercles  de  la  série  (n"  2,  b).  Les  projections  des  deux 
points  communs  à  /  et  à  Q  sont  communs  à  tous  les 
cercles  de  la  série. 


(  '  )   Théorèmes   iioiweaux   sur    les   lignes   cl    les    sur/aces    du 
second  ordre   (Annales  de  Gcrgonne,  vol.  M.  p.  33-;  et   vol.   \  II. 

P-  97)- 
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Donc  : 

Une  série  linéaire  de  cercles  est.  formée  d' une  infi- 
nité de  cercles  qui  ont  deux  points  réels  ou  imaginaires 
communs  et  dont  les  centres  se  iroiwent^  par  consé- 
quent, sur  une  droite. 

h.  Dans  iiik;  série  linéaire  Je  cercles,  il  y  en  a  un 
(|ui  se  réduit  à  nnc.  droite,  c'est  le  cercle  de  rayon  Infini 
qui  (-orrespond  an  [)lan  du  faisceau  (/)  passant  par  P. 
Cette  droite  s'appelle  Vaxe  radical  de  la  série,  elle 
ronlicnl  les  deux  points  communs  aux  cercles  de  la 
série. 

De  inènic,  il  v  a  dans  une  s<';rie  linéaire  deux  cercles 
de  rayon  nul.  (|ui  correspondent  aux  plans  tangents  à  Q 
menés  par  /.  Ou  a  ainsi  les  points  limites  de  la  série 
(Poncelet)  (pii  sont  réels  ou  imaginaires,  selon  que  les 
points  conitnuns  à  tons  les  cercles  de  la  séi-ie  sont  ima- 
ginaires ou  réels.  Ces  points  limites  se  Irouvent  isur  la 
droite  des  centres  de  la  série. 

c.  Cas  spéciaux.  —  Si  l'axe  /  du  laisceau  de  })lans 
touche  la  fpiadii<|ue  C^,  la  séiie  linéaiie  est  formée  de 
tous  les  cercles  qui  se  touchent  au  nième  point,  qui 
corrt!spond  au  point  de  contact  de  /  avec  Q.  L'axe  radi- 
cal est  la  tangente  commune  aux  cercles  et  les  points 
limites  coïncident  avec  le  point  de  contact. 

Si  /passe  piar  P,  oi!  a  un  faisceau  d<;  droites. 

Si  /  est  situé  sur  le  plan  a  tangent  en  P  à  la  (piadrifjue. 
on  aura  une  série  linéaire  formée  de  tous  les  cercles  (pii 
ont  un  même  centre.  Dans  ce  cas,  l'axe  radical  est  à 
linlini,  et  la  droite  des  centres  est  iudélerminée. 

d.  Exemples.  —  i"  Les  cercles  qui  coupent  orlhogo- 
nalement  deux  cercles  lixes  y.  7'  loiincnt  une  st-ric 
linéaire,  qui  est  représentée  par  le  faisceau  des  plans 
réciproques  par  rappoit  à  O,   de   ceux   (pii  passent    [tar 
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l'intcrsecliou  des  plans  T,  V  coiresponJauL  à  y?  y'-  Cette 
série  linéaire  et  celle  déterminée  par  v,  v'  peuvent  s'ap- 
peler 5eVfe5  /-ecZ/^/o^/î/e^  de  cercles.  L'axe  radical  de  l'une 
(\st  la  ligne  des  centres  de  l'autre;  les  j>oints  limites  de 
l'une  sont  les  points  où  se  coupent  tous  les  cercles  de 
l'autre. 

2°  On  voit  aisément  que  les  cercles  conjugués  de  deux 
cercles  y,  y',  ont  ponr  corde  commune  la  droite  symé- 
trique de  l'axe  radical  de  y,  y'  par  rapport  au  milieu  de 
la  distance  des  centres.  Cette  droite  s'appelle  axe  anti- 
radical de  y  et  y'.  On  déduit  que  les  cercles  qui  coupent 
diamétralement  deux  cercles  lixes  y,  y',  forment  une 
série  linéaire  dont  la  (centrale  est  l'axe  antiradical  de  y, 
y'  et  dont  l'axe  radical  est  la  centrale  de  vy'  (n"  2,  b). 
Etant  donnés  trois  cercles  y,  y',  y",  les  trois  séries 
linéaires  que  l'on  a  en  considérant  les  trois  couples  yy', 
y'y",  y'^y,  ont  un  cercle  commun  dont  le  centre  est  le 
])oiiit  où  se  coupent  les  trois  axes  anliradicaux. 

Donc  : 

Etant  donnes  trois  cercles  i/iielconr/ues,  il  existe  un 
cercle  qui  les  coupe  diamétralement. 

3"  Etant  données  deux  coniques  ),,  a',  les  cercles  qui 
sont  circonscrits  à  un  triangle  autO[)o!aire  par  rappoit  à 
h  et  à  un  triangle  aulopoiaire  par  rapport  à  À'  fornient 
une  série  linéaire  (n"  3,  d). 

5.  Correspondance  entre  la  géométrie  de  la  droite 
de  l'espace,  et  la  géométrie  des  séries  linéaires  de 
cercles  du  plan.  —  On  peut  dire  qu'une  série  linéaire 
de  cercles  coirespond  à  la  droite  commune  /de  tous  les 
plans  correspondant  aux  cercles  de  la  série  ;  par  con- 
séquent à  toute  droite  /de  l'espace  correspond  une  série 
linéaire  de  cercles,  et  réciproquement;  à  tout  théorème 
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sur  l'espace  réglé  correspond  un  lliéorèine  sur  les  séries 
linéaires  de  cercles.  Nous  donnons  des  exemples.  A 
deux  droites  fjui  se  coupent  correspondent  sur  le  plan-n 
deux  séries  linéaires  cpii  ont  un  cercle  commun  -,  à  deux 
droites  réciproques  pai-  rapport  ;i  i^t  correspoiidcnit  deux 
séries  réciproques.  Etant  données  deux  séries  linéaires 
qui  n'o»il  aucun  cercle  commun  v.l  un  cercle  y,  on  peut 
construire  une  série  linéaire  qui  contient  v  et  qui  a  un 
cercle  commun  avec  chacune  des  deux  séries,  etc. 

Notes  kt  exhucicks.  —  i"  Comment  fdut-il  infer- 
prétev  les  formules  (2)  pour  avoir  la  projection  sté- 
réo graphique?  Dans  quel  cas  la  quadrique  Q  est-elle 
an  paraboloïde  de  révolution? 

1°  On  peut  déduire,  par  des  considérations  dans 
i espace,  tous  les  théorèmes  sur  le  cercle  dans  le  plan. 
Comme  exercice,  on  pourrait  démontrer  les  beaux 
théorèmes  de  Miquel  (^Journal  de  Liouville,  vol.  3^  *d, 
10). 

3"  ^  toute  configuration  harmoniqiLc  dans  l'espace 
(voir  les  Mémoires  de  Siéphanos,  /i<?7  e,  Fero- 
nese^  etc.)  correspond  une  configuration  harmonujue 
de  cercles  ;  étude  de  cette  configuration. 

4"  Etude  de  deux  quadruples  de  cercles  correspon- 
dant à  deux  tétraèdres  hojuologiques,  ou  bien  à  deux 
tétraèdres  de  Mobius. 

5"  Cercles  quiséparent  hariiioniquenient  un  ou  deux 
couples  de  points.  Construction  du  cercle  qui  coupe 
harmoniquement  trois  couples  de  points. 

6"  Cercles  pour  lesquels  un  point  et  une  droite  sont 
réciproques.  Etant  donnés  <{ eux  points  h.,  B  et  deux 
droites  r/,  />,  dans  quel  cas  pourra-t-on  construire  un 
cercle  pour  lequel  les  poittls  A,  W  sont  les  pôles  des 
droites  a,  b? 
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•j"  Etudier  la  figure  cvriespoudnnl  à  au  pciUagone 
ou  à  un  Jiexngone  nutopolaire  par  rapport  à  Q  (voir 
Scrret  :  Géométrie  de  direction). 

8"  Problèmes  divers.  —  Constridre  un  cercle  qui 
coupe  orlhogonalenient  deux  cercles  y^  y'  et  diamétra- 
lement un  troisième  cercle  y" \  Construire  un  cercle  qui 
passe  par  deux  ])oints  et  qui  coupe  diamé/ralement  ou 
orihogonalement  un  cercle  donné  v,  etc. 

9"  A  toute  droite  l  de  V espace.,  on  peut  faire  cor- 
respondre la  droite  l' des  cent /es  de  la  série  linéaire  L' 
qui  est  l'image  du  faisceau  de  plans  (Z);  réciproque- 
ment, à  toute  droite  l'  du  plan  tz  correspondent  oo'-^ 
droites  de  V espace  ;  ces  droites  passent  par  un  point  h 
du  plan  a  tangent  en  P  à  la  quadrique  Q.  La  corres- 
pondance entre  les  droites  l  et  les  points  L  est  une 
liomographie. 

10'*  //  tout  point  O  de  tt  correspond  une  droite  o 
de  a  qui  est  l'axe  du  faisceau  des  plans  correspondant 
aux  cercles  de  centre  O;  la  correspoïidance  entre  les 
points  O  et  les  droites  o  est  une  homographie.  Rela- 
tion entre  cette  liomographie  et  celle  de  l'exemple 
précédent. 

T  1°  Etant  données  quatre  séries  linéaires  de  cercles, 
on  peut,  en  général,  construire  deux  autres  séries  qui 
ont  un  cercle  commun  avec  toutes  les  séries  données. 

II.     —    Rt:SEAUX     ET     SÉRIES     QUADRATIQUES     DE     CERCLES. 

6.    \Jnc  équalion  lioinogène  et  du  second  degré 
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délinil   dans    l'espace    une   (juadrique-enveloppe    M'  et 
dans  le   plan    n   un    r(;scau   quadratique    M  de  cercles, 
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c'esl-à-iliie  un  ic-si'aii  (|iii  a  deux  ci-rilcs  coinmiiiis  avec 
une  série  linéaiie  qiK'Iconqiie  de  cercles.  On  peul  donc 
lappioelier  les  propiiélés  de  ces  iéseaux  de  celles  des 
(juadiiques. 

Un  réseau  quadratique  est  coiU[)lètemeiil  délenniné 
par  neuf  de  ses  cercles.  La  conslrucLioii  peut  se  déduire 
de  celle  que  l'ou  connaît  pour  les  quadritjues. 

7.  Si  la  (piadrique  M'  est  elliptique  le  réseau  ne  con- 
tient pas  des  séries  linéaires  réelles  de  cercles;  au  con- 
traire, si  M'  est  hyperbolique,  le  réseau  contient  deux 
syslènies  co'  de  séries  linéaires  de  cercles;  les  séries  du 
même  système  n'ont  aucun  cercle  commun,  tandis  que 
les  séries  di;  systèmes  dilFérents  ont  un  cercle  commun. 
La  discussion  dépend  des  coefficients  «/y  et  coïncide 
avec  la  discussion  des  quadri(]ues. 

On  peut  appeler  le  réseau  M  elliptique  ou  liy/fe/bo- 
lique,  selon  qut;  la  quadrique  M'  est  elliptique  ou  hyper- 
bolique, lùant  données  trois  droites  de  l'espace,  on 
peut  toujours  construire  l'hyperboloïde  qui  les  contient; 
de  même,  étant  données  trois  séries  linéaires  de  cercles, 
(jui  deux  à  deux  n'ont  aucun  cercle  commun,  ou  peut 
construite  le  réseau  hyperbolicpie  (pii  les  contient  (u''  o). 

Après  cela  l'extension  dcîs  théorèmes  de  liesse  sur 
les  groupes  de  droites  d'un  hyperboloïde  est  immédiate. 

8.  Il  y  a  co-  faisceaux  de  ceriles  qui  ont  un  seul 
cercle  commun  avec  un  réseau  (juadratique  M;  ils  cor- 
respondent à  la  congruence  des  tangentes  à  la  qua- 
drique iM'.  Par  tout  cercle  du  plan  passent  y::^  de  ces 
faisceaux  (jui  correspondeuL  aux  tangentes  de  IM'  situées 
dans  le  plan  dont  le  ceicle  donné  est  l'image. 

Par  raj)port  à  un  réseau  (piadralique  de  cercles,  on 
peut  établir  une  théorie;  analogue  à  celle  ih'  la  polarité 
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par  rapport  à  une  cpiadiique.  Pour  cela,  on  peut  parler 
du  réseau  linéaire  polaire  d'un  cercle  par  rapport  à  un 
réseau  quadialique  INI;  des  réseaux  linéaires  réciprocpies 
par  lapport  à  M;  des  ijuadi'iiples  de  cercles  autopolaires 
par  rapport  à  M,  etc. 

9.  Dans  un  réseau  quadratique  M,  il  y  en  a  ce'  dont 
le  rayon  e.-.t  nul-,  ils  coriespoudent  aux  plans  de  la 
développable  commune  aux  deux  quadriques  M'  et  Q; 
cette  développable  touche  la  quadrique  Q  suivant  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre  h\  qui  est  Fin  ter- 
section  de  Q  et  de  la  polaire  réciproque  de  la  quadrique- 
enveloppe  M'  par  rapport  à  Q.  En  projetant  celte 
courbe,  fpii  eu  général  ne  passe  pas  par  P,  on  aura  le 
lieu  des  points  du  réseau  quadratique,  et  c'est  une 
couibc  du  qualiième  ordre  L-,  qui  passe  deux  fois  par 
les  points  cycliques  du  plan  -.  En  ellét,  tout  cercle  de  t: 
coupe  Lj  eu  4  [loints  au  lieu  de  8. 

Les  cercles  de  rayon  infini  du  réseau  correspondent 
aux  plans  tangents  à  la  quadrique  M'  menés  par  P;  donc 
ils  enveloppent  une  conicpie  Lo. 

Si  le  réseau  est  hyperbolique,  on  peut  dire  que  les 
points-limites  de  ses  oo'  séiies  linéaires  sont  sur  une 
quartique  bicirculaire,  et  les  axes  radicaux  de  ces 
mêmes  séries  enveloppent  une  conique. 

10.  Cas  spéciaux.  —  Un  réseau  quatlralicpie  M  peut 
se  spécialiser,  ou  quand  la  quadrique  M'  se  spécialise 
elle-même,  ou  lorsque  M'  se  trouve  dans  une  position 
particulière  pai-  rappoit  à  la  (juadrique  Q, 

a.  Si  la  quadrique  M'  se  réduit  à  une  conique  en- 
veloppe de  plans,  ou  aura  un  réseau  singulier  qui  se 
compose  de  oc'  faisceaux  de  cercles  dont  les  axes  radi- 
caux touchent  une  conique,  et  qui  ont  un  cerchî  com- 
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niiiii  (|ui  COI  Tc'spoiiJ  au  plan  de.  la  coui(jU('  iM'.  Ce  cercle 
peut  s'appeler  cercle  double  du  réseau,  car  toule  série 
linéaire  qui  le  eoutieut  cou[)e  le  réseau  qua(iralif[ue  eu 
uji  seul  ceicle. 

La  courbe  L-,  dans  ce  cas  ne  j)résente  aucune  spécia- 
lité. Il  y  a  pourtant  \\\n\  exception  :  si  la  couicpie  M'  se 
trouve  sur  la  quadricpie  Q,  le  léseau  !M  se  compose  de' 
tous  les  cercles  qui  touchent  un  même  cercle  '■',  la 
<ourbe  L-,  se  réduit  à  ce  cercle  compté  deux  fois,  et  la 
courbe  La  t-'^l-  le  même  cercle  considéré  comme  enveloppe 
de  ses  tangentes. 

Si  la  quadiique  M'  se  réduit  en  un  couple  de  j)oints, 
le  réseau  quadratique  se  léduit  à  deux  réseaux  linéaires 
qui  peuvent  aussi  coïncidei-;  la  courbe  L4  se  réduit  aux 
deux  cercles  orthogonaux  des  deux  réseaux  linéaires  et 
la  conique  \.-,  se  réduit  a  \\n  couple  de  points. 

b.  Si  les  (juadriques  M',  Q  ne  se  trouvent  pas  en  posi- 
tion générale,  on  peut  distinguer  [)lusieurs  cas  dififérents 
[voir  l'aiticle  de  !\L  Andoyer  dans  les  Nouvelles  An- 
nales, avril  1896).  On  pourrait  trouver  ce  qui  arrive 
pour  le  ré'seau  .M  dans  chacun  de  ces  cas.  Nous  donne- 
rons (juelques  exemples. 

i"  Si  la  quadricjue  IM'  touche  le  plan  a,  la  L'^  passera 
par  P  et  la  courbe  L-,  devient  une  cubique  circulaire. 
Dans  ce  cas,  la  conique  Lo  est  une  parabole,  car  le  plan  a 
est  paiallèle  à  -. 

2°  Si  M'  <;t  Q  se  touchent  en  deux  points  A,  B,  la 
courbe  Lj  se  compose  de  la  droite  qui  unit  les  projections 
de  A,   H  et  dune  cubique  circulaire. 

\\"  Si  INI'  et  Q  se  touchent  en  un  seul  point  A  la 
courbe  L^  possède  trois  points  doubles  :  les  points 
cycliques  et  la  projection  de  A. 

4"  Si  M'  et  Q  se  touchent  le  long  d'une  conique  y  la 
couibe  Li  se  réduit  à  un  cercle  compté  deux  fois. 
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11.  Exemples.  —  i"  Les  cercles  conjugués  des 
cercles  d'un  i-éseau  linéaire  A  forment  un  réseau  qua- 
dratique, (|ui  con-espond  à  la  quadrique  M'  que  l'on  dé- 
duit du  point-enveloppe  A  avec  la  transfornialion  qua- 
dratique T  (n^â,  c). 

2°  Les  cercles  qui  ont  un  même  ravon  /■  forment  un 
réseau  quadratique  elliptique  dont  l'équation  est 

3"  Les  ceicles  tangents  à  un  cercle  lixe  v  forment 
un  réseau  quadratique  singulier  (n"  10,  a);  le  cercle 
double  est  v. 

4"  Les  cercles  qui  déterminent  sur  un  cercle  fixe  des 
cordes  de  longueur  constante. 

5"^  Les  cercles  qui  coupent  un  cercle  fixe  v  sous  un 
angle  constant  a(a^()o")  foiinent  un  réseau  hyperbo- 
lique dont  l'équation  est  (') 

(  Ui  —  u[  y  -h  (  Ui  —  «  2  y- 

=   11^  -+-  m|  -+-  «3  —   Z<4  -+-  U\-  -i-  u'.f  -)-  Mj U\ 

—  2 (  a j  -1-  fi|  -f-  ?/3  —  Wi  )  (  u\^  -H  m',-  -+-  u'3  —  «4  )  cos  a, 

où  les  u'^  sont  les  coordonnées  de  y  et  a  l'angle  donné. 
En  simplifiant,  on  trouve 

,  ,  ,  -2  Ui  u',  -+-  2  Uo  u\  -t-  It-t  —  ll\  -f-  u\  — '  «' 

(4)       2 COS a  '      -  ■ 


(  «{  -4-  U\  -H  «3  —  «V  )  (  m',-  -r  U'^  -T-  «3  —  «t 

G"  Les  cercles  qui  soni  coupés  diamétralement  par  un 
cercle  \\\ti  "',  etc. 

l!2.  Aux  points  K'  d'une  quadricpie-enveloppe  M'  cor- 
respondent des  réseaux  linéaires  de  cercles  ;  les  cercles 
orthogonaux  de  ces  réseaux  forment  un   réseau  quadra- 


('  )  On  suppose  «j-i-  «4=  i  (  n"  1), 
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lique  M|  de  cercles  qui  correspond  à  la  (juadrique  M', 
polaire  réciproque  de  M'  par  rapport  à  Q,  Les  réseaux  M, 
M)  peuvent  s'appeler /•ec//7/"o<7«e5;  s'ils  contiennent  des 
séries  linéaires  réelles,  les  séries  de  M  sont  réciproques 
des  séries  correspondantes  de  iM(. 

Les  cercles  (|ui  sont  coupés  diamétralement  par  un 
cercle  lixe  y  forment  un  réseau  quadratique  réciproque 
du  réseau  des  cercles  conjugués  des  cercles  d'un  réseau 
linéaire  (exemple  :  i"  et  6"  du  numéro  précédent). 

13.  Séries  (/uad/'citiques  dé  cercles.  —  Les  cercles 
communs  à  un  réseau  quadratique  M  et  à  un  réseau 
linéaire  A  formejit  une  série  quadratique  de  cercles,  qui 
est  représentée  dans  l'espace  par  le  cône  K  tangent  à  la 
quadrique  .M',  conduit  par  h;  point  A'  correspondant 
au  réseau  A. 

Les  cercles  d'une  série  quadratique  enveloppent  une 
courbe  qui  est  la  projection  de  la  courbe  d'intersection 
du  cône  K  et  de  la  quadratique  Q;  les  centres  sont  sur 
une  conique  (jui  est  la  j)rojection  de  la  courbe  polaire 
réciprocpu'  du  cône  considéré  comme  enveloppe,  par 
rapport  à  Q.  Tous  les  cercles  de  la  série  coupent  ortho- 
gonalement  un  même  cercle  qui  correspond  au  plan 
polaire  de  A'  par  rapport  à  Q. 

Donc  :  une  série  quadratique  de  cercles  se  compose 
(le  yJ  cercles  qui  ont  les  centres  sur  une  sc^ctioti  conique 
cL  qui  coupent  orthogonalenient  un  cercle  Jixe.  Ils  en- 
veloppent une  quartique  hicirculaire. 

Dans  une  série  quadrati(jue  de  cercles,  il  v  eu  a  deux 
qui  se  réduisent  à  des  droites;  ils  correspondent  aux 
plans  tangents  au  cône  K  menés  par  P. 

De  même,  il  J  a  dans  la  série  quatre  cercles  de  rayon 
nul;  ils  correspondent  aux  (piatre  plans  tangents  com- 
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muns  aux  deux  cônes  donl  le  soiuinet  est  A'  et  dont  l'un 
louclie  M'  cl  l'autre  Q. 

On  peut  noter  divers  cas  particuliers,  selon  la  position 
du  cône  K  par  rapport  à  Q.  Lorsque  le  point  A,  soni- 
jnet  du  cône  K,  se  trouve  sur  la  cjuadrique  Q  et  une 
i^énératrice  recliligne  du  cône  passe  par  P,  la  courbe 
d'intersection  de  K  avec  Q  passe  par  P,  et  la  conitjue 
polaire  récipioque  du  cône -enveloppe  K  par  rapport  à  Q 
touche  le  plan  a.  Par  conséquent,  l'enveloppe  des 
cercles  de  la  série  est  une  cubique  circulaire  et  la  conique 
des  centres  est  une  parabole.  On  déduit  que  :  Les  cercles 
qui  passent  par  un  même  point  et  (pii  ont  leurs  centres 
sur  une  parabole  enueloppent  une  cubique  circulaire. 

Un  autre  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  le 
point  A  se  trouve  sur  le  plan  a;  alors  la  ligne  des  centres 
se  réduit  à  une  droite. 

14.  Faisceau  de  reseaux  cpiadratiques.  —  Deux  ré- 
seaux quadratiques  M  et  M,  ont  en  commun  oo'  cercles 
qui  forment  une  série  biquadratique  de  cercles  qui  cor- 
respond à  la  développable  commune  aux  deux  qua- 
driques  M'  et  M,.  Ils  enveloppent  une  courbe  circulaire 
du  huitième  ordre  et  leurs  centres  sont  sur  une  quar- 
tique. 

A  un  faisceau  tangenliel  de  (juadriques  1\1'  correspond 
un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  qui  ont  une  même 
série  bicpiadra tique  commune. 

Dans  un  laisceau  tangentiel  de  quadiiques  il  y  en  a 
quatre  qui  se  réduisent  à  des  coniques-enveloppes,  donc 
dans  un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  il  y  en  a  quatre 
singuliers.  Les  quatre  cercles  doubles  correspondent  aux 
laces  d'un  tétraèdie  autOj)olaire  pai-  raj)port  à  toutes  les 
quadriques  du  faisceau. 

En     considérant     le     faisceau     tangentiel     des    deux 
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(jiiadiifjiK's  Q    cl  M',    on    aura    le    llicorèiue    suivant  : 

Une  quartuiue  hicircnldirc  peuL  ctre  considérée  do. 
(funlre  manières  di [férentes  comme  V ensemble  des 
points  d'un  réseau  quadratique  singulier. 

Notes  et  exercices.  —  i"  Elude  de  la  transforma- 
lion  quadratique  T  (n°  ^,  c).  Résoudre  les  questions 
suisuinles  en  appliquant  les  propriétés  de  cette  liuins- 
formation  :  a.  Trouver  la  propriété  caractéristique  des 
réseaux  (piadratiques  pour  lesquels  il  existe  un  cercle 
qui  coupe  diamétralement  les  cercles  du  réseau;  b. 
Etant  donné  un  cercle  y,  on  j)eut  construire  le  réseau 
linétdre  L  des  cercles  qui  sont  coupés  ortliogonalement 
par  y,  et  le  réseau  quadratique  M  des  cercles  qui  sont 
coupés  diatnél/ale/ne/it  par  y;  li'ouvei'  les  relations 
entre  ces  deux  réseaux. 

2"  Démontrer  que  les  deux  systèmes  de  séries 
linéaires  qui  sont  comprises  dans  le  réseau  quadratique 
de  l'exemple  5"  du  n'^  11  correspondent  à  des  droites 
tangentes  à  la  quadrique  Q. 

3°  Etudier  le  réseau  quadratique  des  cercles  pour 
lesquels  deux  droites  données  sont  réciproques. 

4"  Soient  y.,  p,  y,  o  quatre  cercles;  y.',  |j',  y',  o'  /es 
cercles  orthogotiaux  des  ternes  jjyo,  vox,  oajS,  aây. 
Démontrer  que  les  quatre  faisceaux  de  cercles  ao.' ,  33', 
yy',  ôô'  appartiennetit,  en  général,  à  u/i  réseau  qua- 
dratique. 

5"  Etudier  la  série  des  cercles  qui  sont  coupés  dia- 
métralemeni  par  deux  cercles  fixes. 

6°  Les  cercles  qui  passent  par  un  point  et  qui  tou- 
chent un  cercle  y,  touchent  un  autre  cercle  y', 

j"  Les  séries  linécnres  (pi i  ont  un  cercle  commun  et 
qui  sont  tangentes  à  un  réseau  quad/dtique  forment 
un  réseau  quad/atique  singulier  (u"  8). 
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III.    —   Application   au    problème  d'Apollonius. 

15.  Système  de  deux  cercles.  —  Soient  donnés  deux 
cercles  u-,  u"-\  il  y  a  oo-  cercles  qui  les  coupent  sous  des 
angles  égaux  et  qui  s'appellent  les  cercles  isogonaux  du 
système.  En  appliquant  la  formule  (4)  du  n°  11,  on 
trouve  pour  les  cercles  isogonaux  iii  l'équation 

2  «1  u\  ~\-  1  Ui  u\  -+-  M3  —  «4  -\-  «3  —  u',^ 


(  wf  -i-  a|  -+-  M3  —  Ui){u\-  -+-  uJ.^  -t-  u\  —  «4  ) 

•!  Ml  U\   -1-  2  Mo  U\  +  M3 M4  -f-  M3  U'[ 

~  (  Mf  -H  m|  -I-  «3 M4.  )  (  li'^  -f-  U'^-  -\-  U\  M4  ) 

Par  conséquent,  ils  forment  deux  réseaux  linéaires  L',  L". 
Les  plans  correspondants  dans  l'espace  passent  par 
deux  points  dont  les  projections  sur  7:  sont  les  centres  /', 
/"  des  cercles  oitliogonaux  )/,  )v"  des  deux  réseaux. 
Chaque  droite  qui  passe  par  /'  ou  V  coupe  les  deux 
cercles  zf],  ii\  eii  quatre  points  qui  déterminent  des  séries 
linéaires  de  cercles  appartenant  aux  réseaux.  On  déduit 
facilement  que  les  points  /',  /"  sont  les  centres  de  simi- 
litude des  cercles  «i',  ^^"  et  que  les  cercles  A',  A"  sont  les 
cercles  radicaux  intérieur  et  extérieur  du  système  «',  u. 
Considérons  les  réseaux  quadratiques  M',  M"  des  cercles 
tangents  à  i/',  w".  Les  quadriques  correspondantes  se 
réduis(;nt  à  des  coniques  de  Q  et,  par  conséquent,  leur 
développable  commune  se  réduit  à  deux  cônes.  Puisque 
les  cercles  tangents  à  «'  et  lé'  sont  isogonaux  à  ces  cercles, 
ils  appartiennent  aussi  aux  deux  réseaux  L'  et  L^'et,  par 
conséquent,  les  sommets  des  deux  cônes  sont  les  centres 
des  deux  gerbes  de  plans  correspondant  aux  réseaux  L', 
L".  Donc  les  cercles  tangenis  à  deux  cercles  u' ,  li'  for- 
ment deux  séries  quadratiques  de  cercles  dont  les 
cercles  orthogonaux  sont  les  cercles  radicaux  du  sys- 
tème «',  u!' . 
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16.  Système  de  huit  cercles  associés.  —  Trois  équa- 
tions des  degrés  /w,  «,  p  déterminent  un  système  de  m, 
n,  p  cercles.  Le  cas  où  m=n=p  =  2.  est  particu- 
lièrement intéressant.  On  a  alors  un  groupe  de  huit 
cercles  communs  à  trois  réseaux  quadratiques  et  que 
l'un  peut  appeler  système  de  huit  cercles  associés. 
Les  propriétés  de  ce  syslcme  peuvent  se  déduiie  des 
[)ropriétés  de  huit  plans  tangents  communs  à  trois  (jua- 
driques;  par  conséquent,  sept  ceicles  du  système  déter- 
minent le  huitième,  et  l'on  peut  le  construire  en  tradui- 
sant sur  le  plan  les  constructions  que  l'on  connait  pour 
l'espace. 

Exemple.  —  Des  théorèmes  de  H  esse  on  déchiit  que 
deux  quadruples  de  cercles  autopolaires  par  rapport  à 
un  réseau  quadratique  forment  un  système  de  huit 
cercles  associés  5  et  réciproquement,  si  deux  (juadruples 
de  cercles  forment  un  système  associé,  elles  sont  auto- 
polaires  par  rapport  à  un  même  réseau  quadratique. 

17.  Si  les  trois  quadriques  se  réduisent  à  trois  co- 
niques u' ,  zf",  u!"  (considérées  comme  enveloppes  de  plans, 
les  huit  plans  tangents  communs  forment  un  système 
rejnarquable  auquel  coirespond  sur  le  plan  tzIc  système 
des  huit  cercles  tangents  aux  Irois  cercles  images  des 
coniques  u',  u",  lî" . 

Donc,  on  pourra  obtenir  la  solution  du  j)roblème 
d'Apollonius  par  des  considérations  dans  l'espace. 

18.  Soient  u-,  /tj,  a-  les  cercles  corres[)on(lant  aux 
coniques  u',  «",  u!"  ]  on  pourra  former  les  trois  couples 
M^«^,  u'^uj,  iti' u'^.  Chacun  de  ces  couples  donne  lieu  à 
deux  centres  de  similitude  ;  on  a  ainsi  six  points  dont 
nous  voulons  étudier  la  position. 

I^es  arêtes  du  trièdre  des  plans  des  coniques  u\  u" ,  11" 
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coupent  la  quadrique  aux  couples  de  points  AA',  13B', 
CC;  les  points  AA'  sont  communs  aux  coniques  u\  n'\ 
les  points  BB'  aux  coniques  n",  u'\  et  les  points  CC  aux 
coniques  u'" ,  u' .  Les  sonunets  des  six  cônes  sont 

Vi  =  AB.A'B',         VsEsAG.A'C,         VjesBG.B'C', 
V2=AB'.A'B,  Vi^AG'.A'G,  Ve^BG'.B'G. 

Oji  voit  iiumédiatenient  que  ces  points  sont  trois   par 
trois  sur  quatre  droites  intersection  des  cou[)lesde  j)]ans  : 

A  B  G      A  B'G      A'B  G      A  B  G' 
A'B'G'     A'B  G'     A  B'G'     A'B'G 

De  là  on  déduit  que  les    six    centres  de  sinnliLude 
y    d' un  système  de  trois  cercles  sont  trois  par  trois  sur 
quatre  droites.  Ces  droites  s'appellent  les  axes  de  simi- 
litude du  système. 

19.  Considérons  un  plan  qui  passe  par  les  trois  points 
\  i,  \'3,  V5  en  ligne  droite;  le  cercle  correspondant  doit 
couper  isogonalement  u'-,  u"-  et  u'^,  u^  et  par  conséquent 
coupe  isogonalement  les  trois  cercles  donnés.  On  a  ainsi 
quatre  faisceaux  de  plans  aux(piels  correspondent  quatre 
séries  linéaires  de  cercles  isogonaux  a  z<^,  u^,  u^  . 

Donc  :  les  cercles  isogonaux  à  trois  cercles  donnés 
forment  quatre  séries  linéaires  dont  les  axes  radicaux 
sont  les  quatre  axes  de  similitude. 

20.  Solution  du  pi-ohléme  d'Aj)ollonius.  —  Les  huit 
plans  tangents  communs  aux  coniques  u',  «",  u"{  sont 
les  plans  tangents  communs  aux  six  cônes  dont  les  som- 
mets sont  les  points  V/(/ =  i ,  2,  3,  4?  5,  6).  Donc  ces 
huit  plans  passent  deux  par  deux  par  les  quatre  droites 
que  nous  venons  de  trouver  (11°  18). 

Par  conséquent  les  huit  cercles  tangents  aux  tercles 
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donnés  apparlicnnent  deux  à  deux  aux  qualre  faisceaux 
des  cercles  isogonaux  (ti"  19). 

De  là  on  tk'duil  une  consiruclion  du  problème 
d'Apollonius  dillérenle  de  celle  de  Gergonne. 

Nous  n'insistons  pas  sur  cette  construction  (|ui  se 
trouve  exposée  dans  un  intéressant  ^Mémoire  de 
M.  Fouché  inséré  dans  les  Nouvelles  A  iinales  (*).  Dans 
le  même  Volume  de  ce  Journal,  on  trouvera  un  Mé- 
moire de  M,  l.emoine  qui  contient  l'analjse  comparée 
des  solutions  de  Viète,  Gergonne,  Fouché  et  Mannlieim, 
en  appliquant  les  principes  delà  (jréométrogiaj)liie. 

Notes  et  exercices.  —  \'^  Il  y  n  huit  cercles  isogo- 
naux à  qualie  cercles  donnés  a,  |3,  y,  3.  Si  v! ,  [i',  y',  &' 
sont  Us  cercles  orthogonaux  des  systèmes  j^yo,  yoa,  oajj, 
a|iy,  ces  cercles  et  les  huit  cercles  isogonaux  forment 
une  configuration  harmonique  de  cercles  (^exemple  3° 
du  paragraphe  /). 

2"  A  un  tétraèdre  autopolaire  par  rapport  à  la 
quadrique  Q  correspond  une  quadruple  de  cercles 
orthogonaux  deux  à  deux.  Ces  cercles  peuvent  se  con- 
sidéier  comme  les  cercles  conjugués  des  quatre  triangles 
que  Von  peut  former  avec  un  quadrilatère  orthogonal. 
Propriétés  de  ce  système. 

3"  Si  l'on  a  deux  quadrilatères  orthogonaux  les 
deux  quadruples  de  cercles  correspondantes  forment 
un  groupe  de  huit  cercles  associés. 

4'*  Les  cercles  doubles  des  quatre  réseaux  singuliers 
d'un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  sont  orthogo- 
naux deux  à  deux. 


(')  Sur  les  cercles  qui  touchent  trois  cercles  donnes  ou  qui  les 
coupent  sous  un  angle  donne  {.\ouvellcs  Annales,  i<Si)j). 
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5**  Construire  un  cercle  isogonal  à  trois  cercles 
donnés  et  qui  passe  par  un  point. 

6°  J^tude  de  la  série  des  cercles  ijui  coupent  deux 
cercles  fixes  sous  des  angles  constants. 

'j°  Déduire  la  construction  du  problème  de  Steiner  : 
construire  les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés. 


Notice  historique. 

Les  reclierches  de  Poncelet  [Traité  des  propriétés 
projectives  des  figures)  et  de  Steiner  \^Einige  geonie- 
trische  Beobachtuiigen  (^Journal  de  Crelle,  vol.  1)] 
établissent  les  propriétés  principales  du  système  de 
deux  et  de  trois  cercles.  Dans  le  Mémoire  de  Steiner  se 
trouve,  en  outre,  la  solution  de  plusieurs  pioblèmes, 
parmi  lesquels  le  problème  d'Apollonius  et  celui  de 
Malfatti.  Pour  le  problème  d'Apollonius,  on  connais- 
sait déjà  la  solution  de  Gergonne. 

La  représentation  d'une  quadrique  sur  le  plan  a  été 
découverte  par  Chasles.  Elle  permet  de  déduire,  des 
])ropriétés  de  la  quadrique,  les  propriétés  d'un  système 
de  coniques  du  plan  qui  passent  par  deux  points,  et  vice 
versa. 

Lorsque  ces  deux  points  sont  les  points  cycliques, 
on  aura  les  cercles  du  plan.  Un  cas  particulier  est  la  re- 
présentation stéréograpliique  delà  splière.  L'application 
de  cette  représentation  à  l'étude  des  cercles  du  plan  se 
trouve  dans  un  intéressant  Mémoire  de  Tlioniœ  ]^Das 
ehene  Kreissj  steine  und  seine  Abhildung  nuf  den 
Ranni  [Zeitsclir .  filr  Math.,  vol.  XXIX,  i884)].  Dans 
ce  Mémoire  se  tiouve  pour  la  première  fois  l'étude  des 
réseaux  quadrati(|ues  de  cercles. 

Les   propriétés   des    réseaux    (|uadialiques  de   cercles 
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peuvent  servir  pour  l'élude  des  cubiques  et  des  quar- 
ti(|ues  circulaires  :  Voir  le  Mémoire  de  Q.  Loria  (^Re- 
marques sur  la  géomélrie  anal)  tique  des  cercles  du 
plan  et  sur  son  application  à  la  théorie  des  courbes  hi- 
circulnires  du  quatrième  ordre)  (^Quarterlj  Journal, 
vol.  XXII,   1887)]. 

Parmi  les  autres  Mémoires  qui  Iraileiitdu  cercledaiis 
le  plan,  je  noterai  le  INIémoire  de  Fouché  déjà  cité,  un 
Mémoire  de  Hosfeld  (  Ueber  die  mit  der  Lôsung  einer 
Stei/ie/'^schen  yïufgabe  zusanwienhangende  Cfz  [i2g 
163],  Zeit.  fur  Math.,  vol.  XXIX)  qui  traite  de  la 
coniiguraiion  liarmciiique  de  cercles,  et  le  INIémoire  de 
Ciamherlini  [Sidla  rappresentazione  dei  punti  di  un 
piano  con  i  punti  d'un  paraboloide  elliltico)oi\  se  trouve 
exposée  une  pariiculière  représenlatiou  des  ctîicles  du 
plan. 

On  peut  aussi  ajouter  les  Mémoires  de  Millier  et  de 
Blehnihe  qui  ont  appliqué  les  principes  de  Grassman 
(voir  :  Monatshefte  Jïir  Math.,  vol.  III,  et  Zeitsch. 
fur  Math.,  vol.  XXV). 

[M'3] 

UEMAKQLES  SUR  QUELLES  THÉ0RÈ1IES  GÉ\É!{Al\ 
DE  GÉOllÉTUIE  HÉTUIOIE; 

Par    m.    Chaules    MICHEL, 
Agrégé  de  l'Université. 


1.  Je  me  propose  de  montrei- quels  rap|)rocliemenls 
peuvent  être  établis  entre  plusieurs  théorèmes  géné- 
raux, de  nature  dilTérenie,  énoncés  parCliasles,  Liouville 
et  l.aguerre,  complétés  et  généialisés  par  M.  (ieorges 
llumberl,  dans  un  important  Mémoire  sur   les  applica- 
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lions   géomélriqnes    du    lliéorème   d'Abel   [Journal  de 
Mailiêmatiques ^  i  88y  ) . 

Soient,  sur  une  droite  fixe,  trois  points  fixes  A,  B,  C 
et  \\\\  système  de  n  points  P| ,  P2,  •  •  • ,  P/n  variant  avec 
la  condition  que  le  produit  des  n  rapports  anharmo- 
niques  (P/GAB)  soit  constant.  Si  nous  désignons  par 
rt,  6,  c  les  paramètres  des  points  A,  B,  C  sur  la  droite 
donnée  et  par  ti  le  paramètre  du  point  P/,  le  rapport 
anliarmonique  (P/CAB)  est  égal  à 


ti~b  '  c-  b 
et  Ton  voit  que  la  condition  donnée  levient  à  celle-ci 

ti  —  a 


n 


ti-  b 


=  U, 


U  étant  une  quantité  constante. 

Que  devient  celte  condition,  si  l'on  suppose  que  le 
point  B  tende  à  se  confondre  avec  le  point  A?  Pour  le 
voir,  posons  b  =^  a  -{-  h.    La  relation  précédente  s'écrit 


alors 


-U, 


ou,    si  l'on  développe   le  premier  membre  suivant  les 
puissances  successives  de  A, 


„2:^,H-...^u, 


ou  encore 


JU  ti—  b 

i—  1 


Faisons   tendre   h  vers   o   et  passons  à  la  liniile.  Si  L 
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désiiiiu'  la  \alciu'  de  — , —  >  la  rclaliou  iKvicnt 


cL  elle  exprime  (]ue  le  pôle  liarinoiii(jue  du  syslènie  des 
Il  [)oinls  variables  par  rapport  au  point  A  est  un  point 
iixe. 

La  dégénéreseence  de  la  première  condition  géomé- 
trique en  la  seconde  était  connue  de  Poncelet.  qui  s'en 
est  servi,  dans  son  Analyse  des  TraiiSK-evsales,  pour 
déduire  du  lliéorème  de  Carnol,  sur  les  transversales,  le 
théorème  de  Côtes,  sur  la  [)olaire  hariaoni(]U(i  d'un 
point  [)ar  rapport  à  une  courbe  algébrique.  C'est  dans 
le  même  ordre  d'idées  (jne  nous  allons  déduire  d'une 
série  de  théorèmes  énoncée  par  Laguerre  et  complétée 
par  iNl.  Humbert  une  autre  série  énoncée  par  Liouville 
et  complétée  aussi  par  M.  Huiubcrt,  dans  le  Mémoire 
déjà  cité. 

2.    Laguerre  a  énoncé  le  ihéorème  suivant  : 

(i)  L'oiientation  du  syslènie  des  lange/ites'  com- 
munes à  deux  courbes  nlgéhricfues  ne  varie  pas  quand 
on  remplace  l' une  des  deux  par  une  couj-he  qui  lui  est 
homofocale  {^Bullelin  de  la  Société  pJiilomathiqae, 
1870). 

De  ce  théorème  on  déduit  le  cas  particulier  suivant, 
énoncé  aussi  par  Laguerr'c  : 

(2)  L'orientation  du  système  des  tangentes  menées 
d  \in  point  à  une  courbe  algébrique  est  égale  à  l'orien- 
tation du  systètne  des  droites  (pii  joignent  ce  point  aux 
foyers  réels  de  la  courbe  (^Comptes  rendus  des  séances 
de  l'yJcadémie  des  Scie/ices,  i8().)). 


(     ^72     ) 

D'autre  part,  on  doit  à  M.  Humbert  un  théorème  sur 
les  faisceaux  tangentiels  de  courbes  algébriques  : 

(3)  Les  orientations  des  systèmes  des  tangentes 
menées  à  deux  courbes  de  classe  n  par  un  foyer  d  une 
courbe  du  faisceau  tangejitiel  qui  contient  ces  deux 
courbes  sont  égales  [Journal  de  Mathématiq  ues  ^  1 887  : 
American  Journal  of  Matheniatics,  1888). 

Voici  un  quatrième  énoncé,  qui  n'est  d'ailleurs 
qu'une  combinaison  des  précédents  : 

(4)  L'orientation  du  système  des  tangentes  com- 
munes à  une  courbe  Jixe  et  h  une  courbe  variable 
d'un  faisceau  tangentiel  reste  constante ,  si  chaque 
foyer  réel  de  la  courbe  fixe  est  foyer  dune  courbe  du 
faisceau  tangentiel. 

En  effet,  soient  F,,  Fo.  .  .  . ,  Fa  les  foyers  réels  de  la 
couibe  fixe  (F).  D'après  le  théorème  de  Laguerre, 
l'orientation  du  système  des  tangentes  communes  à  la 
courbe  (F)  et  à  une  courbe  (C)  du  faisceau  tangentiel 
est  égale  à  l'orientation  du  système  des  tangentes  me- 
nées des  points  F^^  F2,  .  .  . ,  F/t  à  la  courbe  (C).  Mais, 
puisque  chacun  de  ces  points  est  foyer  d'une  courbe  du 
faisceau  tangentiel,  d'après  le  théorème  de  M.  Humbert, 
l'orientation  du  système  des  tangentes  menées  de  l'un 
d'eux  à  la  courbe  (C)  reste  la  même  quand  la  courbe  (G) 
varie  dans  le  faisceau.  L'orientation  du  système  des  tan- 
gentes menées  de  tous  les  points  F  à  la  courbe  est  donc 
elle-même  constante,  et  le  théorème  est  établi. 

En  particulier,  on  peut  supposer  que  les  foyers  réels 
de  la  courbe  fixe  sont  foyers  d'une //«e/ne  courbe  du  fais- 
ceau tangentiel,  et  on  n  alors  le  ibéorèuie  suivant,  dû  à 
M.  Humbert  : 

(5)  Les  deux  S)  stè/nas  de  tangentes  /especiiue/uc/it 
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conimiines  à  deux  courbes  algébriques  de  même  classe 
et  à  une  courbe  algébrique  quelconque  oui.  même  orien- 
talion,  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  tangentiel 
délerini/ié  par  les  deux  premières,  il  en  est  une  qui 
admette  pour  foyers  tous  les  foyers  de  la  de//iière 
(Journal  de  Mathématiques^  1887). 

Le  lliéorcine  (4)  comprend  les  théorèines  (i),  (2), 
(3)  et  (5)  conitne  cas  parlieiilieis.  Eu  effet,  le  théo- 
rème (5)  est  un  cas  particulier  du  lliéorème  (4);  uiais, 
si,  dans  le  théorème  (5),  on  prend  coniine  l";iisceau  tan- 
genliel  un  faisceau  (pii  contient  deux  courbes  liomofo- 
cales,  toutes  les  courbes  du  faisceau  sont  liomofocales. 
L'une  d'elles  se  décompose  en  une  couiLe  de  classe 
n  —  i,  et  eu  deux  points  qui  sont  les  points  cycliques 
du  plan.  Un  point  cpielconque  du  plan  peut  être  consi- 
déré comme  un  fojer  de  ce  système  de  deux  points 
{HvMBEKT,  Anierica/i  Jou//ial^  1888),  et  ainsi  les  loyers 
d'une  couibe  qiielcon(pie  peuvent  être  considérés  comme 
des  foyers  tl'une  couiLe  du  faisceau.  Ou  obtient  alors  le 
théorème  de  Laguerre,  dont  le  théorème  (2)  est  un  cas 
particulier.  Enfin,  il  est  clair  (jue  le  théorème  (3)  est 
une  forme  particulière  du  théorème  (4). 

3.  Nous  avons  ainsi  une  série  de  théorèmes  dans  les- 
quels un  système  de  droites  vaiie  eu  conservant  une 
orientation  constante.  Soient  P, ,  Po,  .  .  .  ,  P//  les  points 
où  les  n  droites  de  ce  système  variable  rencontrent  la 
droite  de  l'infini,  A  et  B  les  points  cycliques,  et  C  le 
point  à  l'infini  de  la  droite  fixe,  quelconque  d'ailleurs, 
qui  sert  d'origine  des  angles.  D'après  la  formule  de 
Laguerre,  (jui  permet  d'exprimer  l'angle  de  deux  droites 
par  le  rapport  anl)armoni(|ue  de  ces  deux  droites  avec 
les  droites  isotropes  de  leur  point  de  rencontre,  on  voit 
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que  le  produit  des  n  rapporis   aiiliannoniques  (P/CAB) 
a  une  valeur  constante. 

Sous  cette  forme  projeetive,  ou  peut  supposer  que  les 
points  A  et  V>  sont,  non  plus  les  poiuts  cjcliques,  niais 
deux  points  quelconques  du  plan.  Supposons  alors  que 
le  point  B,  jusqvi'à  présent  distinct  du  point  A,  vienne 
se  confondre  avec  le  point  A  sur  la  droite  (pii  les 
joint.  D'après  le  principe  que  j'ai  établi  au  début,  on 
voit  que  le  système  des  points  variables  P,,  Po,  .  .  . ,  P,, 
varie  de  façon  que  son  pôle  barmonicjue  par  rapport  au 
point  A  soit  wn  point  (ixe.  Mais,  les  deux  points  A  et  V> 
étant  confondus,  la  droite  qui  les  joint  devient  une 
droite  arbitraire  passant  par  le  point  A.  On  voit  ainsi 
(pie  le  système  des  droites  variables  devient  un  système 
de  droites  variant  de  façon  que  sa  polaire  liarmoni(|ue 
par  ra])port  au  point  A  soit  une  droite  fixe. 

Dans  cette  dégénérescence,  les  tangentes  communes  à 
deux  courbes  restent  les  tangentes  communes  à  deux 
courbes;  mais  les  n  foyers  réels  d'une  courbe  de  classe  n 
doivent  être  remplacés  par  les  points  de  contact  des  n 
tangentes  menées  du  point  A  à  la  courbe.  Transfor- 
mons maintenant  par  polaires  réciproques  de  façon  que 
le  point  A  devienne  la  droite  de  l'infini.  Les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  à  une  courbe  du  point  A 
se  cbangent  en  les  asymptotes  de  la  courbe  transformée. 
Si  nous  remarquons  que  le  pôle  barmonique  d'un 
système  de  points  par  rappoit  à  la  droite  de  l'inlini 
n'est  autre  que  le  centre  des  moyennes  distances  de  ces 
points,  nous  voyons  apparaître,  comme  dégénérescence 
d'un  lliéorème  où  un  système  de  droites  variables  a  une 
oiientation  constante,  un  autre  lliéorème  où  un  système 
de  jjoints  variables  a  un  centre  des  moyennes  distances 
lixe. 

Les   cinq   théorèmes   que   nous  avons    énoncés   nous 
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(loimcnl  ainsi   ('iiK|   nulrrs   lliéorèincs  cjuc  l'on    n'a  pas 
t'iu'oie  pensé  à  rapprocher  des  premiers. 

(i')  Le  centre  des  moyennes  dislnnces  des  points 
de  rencontre  de  deux  courbes  alg(^bri(/ues  ne  l'orie 
/fas  quand  on  remplace  lune  des  deux  par  une  autre 
qui  a  les  mêmes  asj  niplotes.  (Liouvii.lk ,  Journal  de 
Mathématiques,  1 84  i  •) 

(2')  Le  centre  des  moyeniies  distances  des  points 
de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  courbe  algébrique 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  les  asymptotes 
de  la  courbe. 

(3')  Les  centres  des  moyennes  di.^  tan  ces  ries  deux 
systèmes  de  points  de  rencontre  de  deux  courbes  algé- 
briques par  une  asymptote  d' une  courbe  du  faisceau 
ponctuel  qui  contient  les  deux  courbes  coïncident. 
(lluMBEiiT,  Journal  de  Mathématiques,  i88j.) 

(4')  L^e  cent  le  des  moyennes  dislances  des  points 
communs  à  une  courbe  fixe  et  à  une  courbe  variable 
d' un  faisceau  ponctuel  reste  fixe,  si  chaque  ctsymptote 
de  la  courbe  est  asymptote  à  une  courbe  de  faisceau. 
(HuMBEax,  Journal  de  Mathématiques,  188^.) 

(5')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  Jixe  et  à  une  courbe  variable 
d' un  faisceau  ponctuel  reste  Jixe,  si,  parmi  les  courbes 
du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette  pour  asymptotes 
toutes  les  asymptotes  de  lu  prenncre  courbe.  (Ht.M- 
BKitT,  loc.  cit.) 

IjC  ihéorème  (4')  peut  se  déiluire  îles  lliéoièines  (1') 
cl  (3'),  comnie  Je  lliéoiènu;  (4)  peuL  se  déduire  des 
ihéorènies  (j)  et  (3).  Ou  peut  aussi  leyartier  les 
lliéorcMues  (1'),  (2'),  (3')  el  (-V),  coninie  des  cas  [)arli- 
euliers  du  lliéorènie  (4')- 
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4.  Je  signalerai,  pour  terminer,  une  correspondance 
analogue  entre  le  théorème  (2),  que  nous  avons  énoncé, 
et  le  théorème  suivant,  dû  à  Chas  les  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction, 
menées  à  une  courbe  algébrique,  reste  fixe  quand 
cette  direction  varie. 

J'ai  rappelé,  en  elFet,  sans  v  insister,  que  Poncelet 
avait  déduit  le  théorème  de  Côtes  sur  la  polaire  liarmo- 
nique  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe  algébrique 
comme  une  forme  dégénérée  du  théorème  de  Carnot, 
sur  les  transversales,  dans  le  cas  où  le  polygone  trans- 
versal se  réduit  à  un  triangle.  Or,  si  l'on  transforme 
par  [)olaires  réciproques  le  théorème  de  Côtes,  de  façon 
que  le  point  se  change  en  la  droite  de  l'infini,  on  ob- 
tient justement  l'énoncé  du  théorème  de  Chasles,  et  si 
l'on  transforme  le  théorème  de  Carnot  par  polaires  ré- 
ciproques, de  façon  que  deux  des  côtés  du  triangle 
transversal  deviennent  les  points  cycliques  du  plan,  on 
obtient  l'énoncé  du  théorème  (2)  de  Laguerre.  Le 
théorème  de  Chasles  est  donc  une  forme  dégénérée  du 
théorème  de  Laguerre,  comme  le  théorème  (2')  est  une 
dégénérescence  du  théorème  corrélatif  du  théorème  de 
Laguerre. 


[Q4b] 


CAURES  MAGIQUES  SIPÉRIEIIIS; 

Pau  m.  Gaston  TARRY. 


Dans  les  cases  d'un  échiquier  dont  la  base  n  est  un 
nombre    impair   composé,   on    peut  toujours    répartir 
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les  n-  premiers  nombres  de  telle  sorio   que  la  somme 
des    n  nombres  compris  dans  chaque  rangée  horizon- 
tale et  dans  chaque  colonne  verticale  soit  constante,  et 
qu'il  en  soit  de  même  de  la  somme  de  leurs  carrés. 

De  plus,  ces  carrés  peuvent  être  divisés  en  n  rec- 
tangles égaux  tels  que  les  n  nombres  de  chacun  d'eux 
donnent  les  mêmes  constantes  au  premier  et  au  second 
degré. 

Je  mécontente  ici  de  donner  un  exemple,  où  /i  =  i5  : 
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XOTE  RECTIFICATIVE; 

Fak  m.  p.  lefebvre. 


Dans  une  jNote  insérée  au  numéro  de  novembre  des 
Nouvelles  yinnales  (p.  5a8;  1899),  j'ai  indiqué  l'exis- 
tence d'une  division  de  n  points  sur  une  droite  généra- 
lisant la   division  harmonique.   M^  M2,  M,,,   ...,  M^, 
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M/^^i,  ...,  M«  élaiiL  ces  n  points,  il  cxislc  entre  deux  de 
ces  points,  My;,  JM^-i-i,  et  deux  points  fixes  imaginaires  de 
la  droite,  E,  F,  la  relation 

K  étant  une  racine  w"^'""  primitive  de  l'unité. 

La  division  harmonique  correspondrait  au  cas  où 
7Z  =:=  I,  K  =zl=  /. 

Une  inadvertance  m'a  fait  dire  que  «  quatre  des 
ji  points  ont  pour  rapport  anharmonique  une  racine 
^ieiiie  jg  l'unité,  dans  les  mêmes  conditions  où  les  quatre 
points  d'une  division  harmonique  ont  pour  rapport 
anharmonique  —  i  ».  Il  est  clair  que  le  rapport  anhai- 
monique  de  4  des  n  points  est  toujours  réel. 

Le  rapport  anharmonique  de  4  des  «  points  peut  tou- 
jours être  mis  sous  la  (orme 

«in  -  («  -H  6  )  sin  —  (  è  -f-  c) 

H   _  __!]: '}_ 

""  "~ z ' 

?in  —  a  «in  -  c 
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rt,  è,  C  étant  tiois  nomhres  entiers  positifs  ou  négatifs 
plus  petits  que  n  en  valeur  absolue,  et  tels  qu'aucun  des 
nombres  rz  +  ^,  />  H-  c  et  «  -4-  ^  -+-  c  ne  soit  égal  à  ii. 

Inversement  toute  expression  de  cette  forme  peut  être 
regardée  comme  rapport  anharmonique  de  4  des  n  points. 

C'est  le  cas  pour   2  cos  ^^  et  4^:05^  -— quel  que  soit  le 

nombre  entier/?.  Toutefois,  l'expression  ne  devra,  bien 
entendu,  être  ni  nulle,  ni  infinie,  ni  égale  à  i. 

H„  n'admet  jamais  la  valeur  —  i  si  n  inqjair,  l'admet 
toujours  si  n  pair.  A  cette  valeur  correspondent  des 
groupes  de  4  des  n  points  formant  division  harmonique. 

Si  //  n'est  pas  premier,  H«  admet  évidemment  toutes 
les  vahujrs  admises  par  les  expressions  H^,  Hg,  H.,,  ..  . 
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corresponJanl  ;i  ses  t'acleurs  a,  [j,  y,  .  .  .  autres  (jiie  :>.  el  3. 
Il  y  aurait  donc  lieu  de  dislinguef  ce  que  l'on  pourrait 
appeler  les  valeurs  primitives  de  II,;. 

Si  11  est  premier,  le   nombre   de   valeurs   distinctes 
admises  par  H„  est  égal  au   sextuple  du  nombre  pyra- 

midal   de  cote  ;   c  est  donc — Llles 

2  O 

coirespoïKleiit  6  par  6  aux  divers  groupes  que  l'on  peut 
former  avec  4  des  n  points  (4  points  doniieront  6  rap- 
ports anliarmoni(pies  ). 

Pour  >i  -=  5,  on  trouve  un  groupe  de  valeurs;  ce  sont 

±izhv/3     3  ±  v/5  _ 
■'.  j. 

Pour   n  =  6,    trois  groupes   de  valeurs    :    — i,   .>.,   -; 

I     o     '     3     •?.  j  I      .     I     4     3 

—  '''  "  V  '^'3'  ^'3'  -■''  ~3'  ^'4'  3'  4' 

Pour  n  =  r,  quatre;  groupes  de  valeurs;  il  suffira  d'en 

citer  une  de  chacun  de  ces  groupes  2cos— >  '.icos  — , 

7  7 

2  cos  -^  et  2  cos  ^'  (  Le  dernier  groupe  contient  à  la  fois 

2COS-1  2  COS  — ^j  p,  COS— ^  et  leurs  inverses;  l'équation  du 

7  7  7 

.   .,            ,         ,         .     1                          (iK  -+■  i)^         .  r 

troisième  degré  qui   donne  2  cos se  translor- 

mant  en  elle-même  en  remplaçant  x  par    •  j 

AGKÉG\TIO\  DES  SCIENCES  MATIIÉMATIOIIES  (CO\COl'RS 
DE  1899).  SOLl]TIO\  DE  LA  QUESTIOX  DE  MATHÉMA- 
TIQIES  ÉLÉME\TAII;ES; 

E^AR  M.  A.  VACQUANT, 

Professeur    au    lyci'e    de   Nancy. 


i""   O/i  consUU'.rc   lus   coniques  ayant  u/ic  dirrcfio/i 
fixe  F)  et  passant  par  deux  points  fixes  A  et  B.   Deux 
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de  ces  coniques  pansent  par  un  point,   donné  M   et  se 
coupent  en  un  nouveau  poijit  M'  qui  est  dit  associé  au 
point  M. 

On  demande  d' étudier  cette  association  et  plus  par- 
ticulièrement : 

a.  De  déterminer  les  points  M  tels  que  les  points  M' 
associés  soient  i/idé terminés; 

b.  De  trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  chacun 
d'eux  soit  confondu  avec  son  associé. 

2°  Montrer  que  si  le  point  M  décrit  une  droite 
quelconque  A,  le  point  associé  M'  décrit  en  général  une 
hyperbole  T  dont  on  cherchera  les  asymptotes .  Indi- 
quer les  régions  de  la  droite  A  qui  correspondent  aux 
deux  branches  de  V hyperbole. 

3°  On  suppose  que  la  droite  A  est  placée  de  telle 
sorte  que  la  conique  Y  devienne  une  parabole  et  l' on 
propose  de  trouver  le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole 
lorsque  la  droite  A  se  déplace  en  satisfaisant  à  cette 
condition . 

4"  On  suppose  que  la  droite  A  se  déplace  de  telle 
sorte  que  les  hyperboles  F  correspondantes  aient  une 
asymptote  commune.  On  demande,  dans  ces  conditions , 
de  déterminer  lacourbe  enveloppe  desaxes  de  symétrie 
de  la  conique  F. 

T.  Considérons  les  coniques  S  ayant  une  directrice 
fixe  D  et  passant  })ar  deux  points  fixes  A  et  B;  soient  C 
le  point  de  rencontre  de  D  et  AB,  C  le  conjugué  har- 
monique de  C  par  rapport  à  A  et  B.  Si  F  est  le  fojer 
d'une  conique  S,  on  sait  que  la  bissectrice  de  l'angle 
AF'B  et  celle  de  son  supplément  sont  FC  et  FC  ou  FC 
et  FC'^  l'angle  CFC étant  droit,  on  voit  que  F  se  trouve, 
dans  les  deux  cas,  sur  le  cercle  de  diamètre  CC  De 
même,  si  AM  rencontre  D  au  point  E  et  si  E'  est  le  con- 
jugué harmonique  de  E  par  rapport  à  A  et  M,   le  foyer 


(  'H.  ) 
d'une  conique  S  passant  par  A  et  M  se  trouve  sur  le 
cercle  de  diamètre  EF/.  Ces  cercles  CC,  EE'  se  coupent 
en  deux  points  F,  F,  réels  ou  imaginaires.  Donc  il  existe 
deu\  coniques  ayant  D  pour  directrice,  pour  foyer  cor- 
respondant F  ou  F,    et  passant  par  A,    B,   INI.    Ces  co- 


niques, que  je  supposerai  d'abord  distinctes,  se  coupent 
en  un  quatrième  point  M';  les  axes  de  ces  coniques  sont 
l'un  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  D  et  par  suite 
sont  respectivement  parallèles;  il  en  résulte,  d'après  une 
propriété  bien  connue,  (jue  les  (juatre  points  A,  B,  M, 
M'  sont  sur  un  cercle  et  que  MM'  est  parallèle  à  la  droite 
D|  symétrique  de  AB  par  ra[)p()rl  à  D. 

On  peut  donc  trouver  le  point  M'  de  la  laçon  sui- 
vante : 

Par  les  tiois  points  A,  B,  M,  on  fait  passer  un  cercle; 
|)ar  le  point  M,  on  mène  une  droite  parallèle  à  D,  len- 


(  ^^-  ) 

contranl  le  ccicle  ABM  au  point  iM'  qui  sera  dit  associé 
au  point  M. 

On  peut  eucore  dire  :  Soient  AM'  parallèle  à  la  symé- 
trique de  BM  par  rapport  à  D  et  BM'  parallèle  à  la  symé- 
trique de  AM  par  rapport  à  D,  les  droites  AM'  et  BM' 
ainsi  obtenues  se  coupent  eu  M'. 

Inversement,  l'associé  de  M'  est  M.  On  voit  que  la 
directrice  D  ne  sert  qu'à  fixer  la  direction  D,. 

L'association  ainsi  définie  des  points  M  et  M'  suppose 
que  les  deux  coniques  S  et  S,  qui  passent  en  M  sont  dis- 
tinctes. Si  elles  sont  confondues ,  le  point  M',  associé 
à  M,  est  indéterminé,  et  le  point  M  décrit  une  courbe 
de  quatrième  ordre  cpii  se  décompose  en  une  cubicjue  et 
la  droite  AB.  Pour  le  voir,  nous  allons  déterminer  les 
points  M  situés  sur  une  droite  AE  passant  par  A  et  ren- 
contrant D  en  E.  Pour  un  point  M  cherché,  le  cercle  de 
diamètre  EE'  est  tangent  en  F  au  cercle  CC  ;  or  le  cei'cle 
EE'  est  tangent  en  E  à  la  perpendiculaire  ET  à  AE,  au- 
trement dit  passe  par  deux  points  de  cette  perpendicu- 
laire confondus  avec  le  point  E;  or  on  sait  qu'il  y  a 
deux  cercles  passant  par  deux  points  et  tangents  à  un 
cercle;  donc  sur  une  droite  quelconque  AE  il  y  a  deux 
points  M,  M,  que  nous  pouvons  construire  et  autres 
que  A.  Je  dis  maintenant  cpi'il  y  a  deux  positions  par- 
ticulières de  la  droite  mobile  AE  pour  lesquelles  un  des 
deux  points  M,  M)  vient  se  confondre  avec  le  point  A. 
Le  point  ]M,  ou  M,  ne  peut  venir  en  A  que  si  E'  y  vient 
aussi;  le  cercle  de  diamètre  EE'  devient  le  cercle  de  dia- 
mètre EA  passant  par  la  projection  A'  de  A  sur  D;  il  y 
a  donc  autant  de  droites  clicrcliées  AE  qu'il  y  a  de 
cercles  passant  en  A,  A'  et  tangents  au  cercle  fixe  CC, 
c'est-à-dire  deux;  l'un  de  ces  cercles  est  évidemment 
AA'C  tangent  en  C  au  cercle  CC;  l'autre,  (ju'on  déduit 
immédialeni(înt    du     précédent,     l'cnconlrc    I)    en     un 
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deuxième  point  H.  Ou  voit  donc,  eu  faisant  varier  la 
droite  AE,  (|ue  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les 
roniques  S  et  S,  sont  confondues  est  uu(;  ligue  du  qua- 
trième ordre,  admettant  un  point  double  eu  A,  les  tan- 
gentes en  ce  point  double  étant  AG  et  AH.  On  voit  de 
même  que  la  (ourhe  admet  un  point  doidjle  en  B.  l'une 
des  langeules  en  ce  point  étant  BC^  la  tangente  double  Ali 
rencontrant  la  courbe  en  six  [)oinls  appartient  au  lieu, 
ce  qu'on  vérifie  d'ailleurs  immédiatement,  car  si  ÏM  est 
un  point  quelconque  de  A  lî,  Cj  le  conjugué  liarmonique 
de  C  par  rapport  à  A^l,  le  cercle  de  diamètie  CC(  est 
langent  en  C  au  cercle  fixe  CC'*,  le  foyer  de  la  conique 
double  correspondante  est  C  et  cette  conique  se  décom- 
pose en  la  droite  AB  et  sa  symétrique  par  rappoit  à  D. 
l.e  reste  du  lieu  est  un<^  cubicjue  passant  en  A  et  B,  les 
tangentes  en  ces  points  étant  Ail  et  BK  (pion  trouve 
comme  AH. 

Revenons  mainienant  au  cas  général  où  les  deux  co- 
niques S,  S)  sont  distinctes  et  clierclions  : 

a.  Les  points  M  tels  que  les  points  AI'  associés  soient 
indéterminés.  Un  point  M  étant  clioisi,  les  droites  AM' 
et  B.M'  sont  déterminées  en  mème-tenq)S  «pie  les  droites 
BM  et  AM.  Une  de  ces  dernières  ne  peut  devenir  indé- 
terminée que  si  AI  est  en  A  ou  B  :  si  AI  est  en  A,  AAl 
est  parallèle  à  D,  et  BAI'  est  indéterminée;  si  AI  est  en  B, 
B.M' est  parallèle  à  13,  et  AAl'  est  indéterminée;  il  y  a 
donc  deux  points  Al,  savoir  A  et  B,  donnant  lieu  à  une 
inlinilé  de  points  Ai'  situés  sui-  les  parallèles  menées  par 
A  etB  à  l)^. 

h.  Clierclions  maintenant  le  lieu  des  points  AI  tels 
que  chacun  d'eux  soit  confondu  avec  sou  associé  M'; 
comme  AAl'  devient  AM,  les  droites  AM  et  BAI  sont 
symétriques  par  rap|)orl  à  D  et,  inversement,  s'il  en  est 
ainsi,  M'  est  confondu   avec  M;  on  a  donc  à  (  Ikk  Ji(>r  le 
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lieu  des  points  M  tels  que  AM  et  BM  soient,  en  direction, 
symétriques  par  rapport  à  D.  Les  faisceaux  AM  et  BM 
étant  hoinographiques,  le  lieu  de  M  est  une  conique 
passant  par  A  et  B;  ses  directions  asymptotiques  sont 
l'une  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  D;  cette  conique 
est  donc  une  hyperbole  équilatère^  son  centre  est  le 
milieu  de  AB,  comme  on  le  voit  eu  achevant  le  parallé- 
logramme ayant  pour  côtés  consécutifs  MA  et  MB. 
D'après  la  première  manière  de  définir  M',  on  voit  que 
ce  lieu  est  le  même  que  celui  des  points  de  contact  des 
tangentes  aux  cercles  passant  par  A  et  B  et  parallèles 
àD,. 

II.  Si  le  point  M  décrit  une  droite  A,  les  faisceaux  AM 
et  BM  sont  homographiques  ^  les  faisceaux  AM'  et  BM', 
respectivement  homographiques  aux  faisceaux  BM  et 
AM,  sont  aussi  homographiques;  donc  le  lieu  de  M'  est 
une  conique  F  passant  par  A  et  B.  Cherchons  les  direc- 
tions asymptotiques  de  Y  :  quand  AM'  et  BM'  sont  paral- 


lèles, AM  et  BM  sont  parallèles  ou  confondus  et  inver- 
sement. Or  AM  et  BM  sont  parallèles  quand  M  est  à 
l'infini  sur  A,  alors  une  première  direction  asymptotique 
est  la  symétrique  A,  de  A  par  rapport  à  D;  d'autre  part, 
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AM  et  B.M  soiu  confondus  quand  M  est  au  point  de  ren- 
contre I  de  AB  et  A;  par  suite,  la  deuxième  direction 
asyniptolique  est  Ja  symétrique  D)  de  AB  par  rapport 
à  D]  de  plus,  quand  M  vient  en  I,  le  point  INl'  étant  à 
l'infini  sur  la  droite  MM'  de  direction  D,,  le  ])oint  I  est 
un  point  de  l'asymplote  de  direction  D(  (');  on  a  donc 
une  première  asymptote  IL  parallèle  à  D(  \  l'autre, 
de  direction  A,,  s'obtient  d'après  une  propriété  bien 
connue  d'une  corde  AB  d'une  bypeibole,  savoir  :  le  seg- 
ment de  droite  porté  par  AB  et  ayant  ses  extrémités 
sur  les  asymptotes  a  même  milieu  que  le  segment  AB. 
On   prendra  donc 

BF=ÏÂ 

et,  par  I',  on  mènera  une  droite  l'L'  parallèle  à  A,. 

Comme  cas  particulier,  quand  la  droite  A  passe  par 
l'un  des  points  A,  B,  l'hyperbole  F  se  décompose  en  deux 
droites  AA'  parallèle  à  D,  et  BB'  parallèle  à  A,  5  on  peut 
dire  qu'elle  se  réduit  à  ses  deux  asymptotes. 

Le  cercle  ABM  rencontre  la  droite  A  en  un  deuxième 
point  N  avant  pour  associé  N'.  Les  régions  de  A  où  doit 
se  trouver  M  pour  que  M'  reste  sur  une  même  branche 

(')  Ceci  prouve  à  nouveau  que  D,  est  une  direction  asymplotique 
mais  non  que  IL  est  l'asymptote  correspondante.  Pour  prouver  que 
IL  est  l'asymptote  de  direction  D,  il  faut  observer  qu'à  deux  droites 
à  et  A'  il  correspond  deux  coniques  r  et  r'  ayant  ijuatre  points 
communs,  dont  trois,  A,  B  et  le  point  à  l'infini  sur  D,,  sont  fixes; 
de  sorte  que  le  quatrième  point  correspond  à  rintersectiou  de  A  et 
de  A'.  Suppfisant  alors  que  A'  soit  l'asymptote  en  question,  la  co- 
nique r'  se  décompose  en  deux  droites,  savoir  :  A'  et  AB.  Les  points 
communs  à  r  et  à  T'  sont  A,  B  et  le  point  à  l'infini  sur  D,  compté 
deux  fois,  puisque  A'  est  tangente  à  V  en  ce  point.  Il  en  résuite  que 
le  point  à  l'infini  sur  D,  correspond  au  point  de  rencontre  de  A  et 
de  A';  mais  le  point  associe  au  point  à  l'infini  sur  D,  est  indéterminé 
sur  AB;  donc  A  et  A' se  coupent  sur  AB  cl  l'asymptote  clierchéc  est 
bien  II),.  (X.  A.) 
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de  r  sont  les  demi-dioiles  lA,  lA'.  Il  y  a  deux  cas  à  exa- 
miner :  le  point  I  est  extérieur  au  segment  AB  ou  appar- 
tient à  ce  segment. 

Quand  I  est  extérieur  au  segment  AB,  les  points  M 
et  N  décrivent  en  même  temps  les  demi-droites  lA,  I  A' 
en  vertu  de  la  relation 

IM.IN  =  lA.IB: 

les  points  M',  IN'  restent  sur  la  même  branche-,  efi  elîet, 
la  corde  M'N'ne  rencontre  pas  l'asymptote  IL  de  diiec- 
tion  D,  et  par  suile  ne  rencontre  aucune  asymptote. 

Quand  I  appartient  au  segment  AB,  les  points  M 
et  N  sont  l'un  sur  I  A,  l'autre  sur  lA'^  les  points  M'  et  ^' 
sont  sur  des  branches  diilérenles,  car  la  corde  M' jN'  de  F 
rencontre  les  deux  asymptotes,  puisqu'elle  lencontie 
évidemment  l'asA'mptote  IL  de  direction  D, .  Dans  les 
deux  cas,  on  voit  que  les  régions  cheichées  sont  lA 
ellA'. 

111.  Pour  que  la  conique  F  soit  une  parabole,  il  laut 
et  il  sufiit  que  ses  deux  directions  asymplotiques  soient 
les  mêmes,  c'est-à-dire  A,  parallèle  à  D,  et  par  suite  A 
parallèle  à  AB.  La  parabole  relative  à  une  droite  A  paral- 
lèle à  AB  a  son  axe  parallèle  à  D,,  sa  directrice  D'  est 
perpendiculaire  à  D, .  Soient  F  le  foyer  de  cette  parabole, 
AA'  et  BB'  les  per[)endiculaires  abaissées  de  A  et  B  sur 
la  directrice  D'.  On  a 

AF  =  AA',         BF -=  BB' 
et,  par  suite, 

FB  —  FA  =  BB'—  AA'=  coiist.  =  la  projection  de  AB  sur  D^. 

De  là  résulte  que  si  A  se  déplace  parallèlement  à  AB,  le 
lieu  du  loyer  F  de  la  paiabole  F  est  une  hyperbole  ayant 
pour  foyers  A  et  B  et  pour  longueur  d'axe  transverse  la 
projection  de  AB  sur  I),. 
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IV.  Si,  à  deux  dioiles  A,  correspoiideiil  deux  hyper- 
boles r  ayant  une  asyniplole  commune,  celle-ci  est  néces- 
sairement parallèle  à  D,,  direction  asymptotique  com- 
mune aux  deux  hyperboles,  car,  autrement,  les  deux 
hyperboles   avant  deux   j)oints  communs  A,   B  auraient 

Fis.  3. 


leurs  deux  asymptotes  communes  et  coïncideraient*  les 
droites  A  coirespondanles  coïncideraient  également.  On 
conclut  de  là  et  aussi  de  ce  qui  précède  (HI)  que  les 
droites  A  donnant  lieu  à  des  hyperboles  ayant  une  asym- 
ptote commune  doivent  rencontrer  la  droite  indéfinie  AB 
en  un  même  point  I  et  que  l'asymptote  commune  est  IL 
parallèle  à  D(.  Les  asymptotes  IL  et  l'L'  d'une  hyper- 
bole r  se  coupent  au  centre  to  de  Y  qui  a  jjour  axes  de 
symétrie  les  bissectrices  wP,  d)  Q  d<?s  angles  formés  par 
les  asymplottîs.  Le  milieu  j?i  de  l'to  décrit  une  droite  D', 
parallèle  à  IL,  équidistante  de  1'  et  11^,  rencontrant  les 
axes  en  P  et  Q.  Le  quadrilatère  l'PwQ  est  un  rectangle; 
en  ell'et,   les  triangles  o)//iP,  o)ni(^  sont   isoscèlcs,    par 

suite 

m  [*  —  mQ  —  /Il  M  ; 

les  diagonales  du  cjuadrilatère  se  cou[)ent  en  parties 
('gales;  c'est  donc  un  painih-logriinitui'  (pii  i-sl  icclanglc, 
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puisque  l'angle  PwQ  est  droit.  L'enveloppe  des  axes 
toP,  o)Q  est  donc  une  parabole  ayant  pour  foyer  I',  pour 
tangente  au  sommet  D\ ,  pour  directrice  IL. 


RECLAMATION  A  PROPOS  DU  THÉORÈME  DIT  «  DE  ROIICIIÉ 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Il  est  d'usage  de  donner  le  nom  de  théorème  de 
Rouelle  à  la  discussion  d'un  système  d'équations  du  pre- 
mier degré.  Bien  qu'on  ait  mauvaise  grâce  à  parler  de 
soi,  je  crois  pouvoir  rappeler  que  j'avais  remis  au  mois 
de  septembre  1870  à  Gerono  l'Article  qui  a  paru  au  mois 
de  décembre  de  la  même  année  dans  les  Nouvelles 
annales,  et  qui  donnait  cette  discussion  :  cela  résulte 
d'une  Note  de  Gerono  insérée  dans  le  numéro  de  janvier 
suivant,  en  réponse  à  une  réclamation,  d'ailleurs  bien- 
veillante, de  M.  Rouelle.  Or,  la  Note  de  M.  Rouclié  à 
l'Académie  est  du  mois  de  novembre  de  la  même  année. 
On  pouirait  donc,  comme  l'a  fait  M.  H.  Laurent  dans 
son  Traité  (V Algèbre  (1879),  dire  sans  injustice  :  le 
théorème  de  MM.  Fonlené  et  Rouché.  Je  crois  que  cela 
ne  contrarierait  pas  M.  Rouché,  dont  le  bagage  scienti- 
fique est  d'ailleurs  considérable. 


QUESTIONS. 


S73.  (1861,    112).  —  Soit  la  fraction  continue 

i/Tî  =^  a  ->. 

b  -i 

i 

ic  -\- j=. 
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Faisons 

a  H-  ^  =  M, 
b 

n^. ^- —  ^  N. 


On  a 


M.N  =  n. 


K83.  (1861,  i4o)-  —  Étant  données,  dans  un  plan,  deux 
courbes  géométriques,  l'une  de  degré  m  et  l'autre  de  la 
classe  n\  si  une  tangente  roule  sur  celle-ci  et  que  par  les 
points  où  elle  rencontre  la  courbe  G,„  on  mène  à  cette  courbe 
des  tangentes  et  des  normales  : 

1°  Les  tangentes  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  courbe  de 

degré  ~mn(m  —  \){im  —  3); 

i"  Les  normales  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  courbe  de 
degré  -  nin{m  —  \)('?.m  —  i).  (E.  de  Joxquières.) 

583.  (1861,  i4o).  —  Trois  coniques  étant  données  dans  un 
même  plan,  il  y  a  vingt  points  d'où  elles  sont  vues  sous  le 
même  angle  ou  sous  des  angles  supplémentaires. 

(  Faure.  ) 

589.  (1861.  I41).  —  Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés 
étant  inscrit  dans  une  conique,  si  l'on  mène  par  son  centre  des 
parallèles  à  chaque  côté  du  polygone,  de  manière  à  former 
un  parallélogramme  en  chacun  de  ses  sommets,  la  somme  des 
inverses  des  parallélogrammes  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  inverses  des  parallélogrammes  de  rang  impair. 

(Faure.) 

592  (1861,  216).  —  Soit  un  cylindre  circonscrit  à  une  surface 
de  révolution;  de  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  l'axe;  on  obtient  une  surface 
gauche;  circonscrivons  à  cette  surface  un  second  cylindre; 
coupant  les  deux  cylindres  par  un  plan,  la  section  du  second 
cylindre  est  la  développée  de  la  section  du  premier  cylindre. 

(Maxime  Dunesme.) 

.'>9;]  (  1861,  9.16).  —  Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une  surface 
de  révolution  engendrée  par  une  sinusoïde,  la  courbe  de  con- 


(  ^i)'>  ) 

tact  est  une  liL'lice  dont  la  projeclion  sur  un  niériilieu  est  aussi 
une  sinusoïde  semblable  à  la  courbe  méridienne;  le  rapport 
de  similitude  est  j]  la  section  du  cylindre  par  un  plan  est  une 
cycloïde  ;  opérant  comme  dans  la  question  précédente,  la 
courbe  de  contact  sur  la  surface  gauche  est  encore  une  hélice 
égale  à  la  première  hélice.  (Maxime  Dunesme.) 

596  (1861,  399).  —  Cette  question  fait  double  emploi  avec  589. 

597  (1861,  399).  —  Si  l'on  prend  les  polaires  des  points  milieux 
^^ifi^    des  côtés  d'un  triangle,  relativement  à  une  conique  quelconque 

'  inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un  triangle 

qui  a  une  surface  constante.  (Faure.) 


1839.  Soient  X\',  BB'  les  axes  d'une  ellipse  telle  que  l'angle 

/tTT 

BAB'  soit  égal   à  — -?  Â  et  n  étant  premiers  entre  eux;  Po  un 
n 

point  de  AA'  ou   de  ses  prolongements;   PoMoPiMj...    une 

ligne  brisée  rectangulaire  dont  les  éléments  font  avec  AA'  les 

angles  ±  -5  dont    les  sommets  Pq,  Pi-   ..  .,  sont  sur  AA',  les 
^  n 

sommets  Mo,  Mj,  .  .  .,  sont  sur  l'ellipse  et  tellement  placés  que 

deux  sommets  successifs  M,,  Mj^_i  ne  soient  pas  symétriques  par 

rapport  à  AA';  Po  coïncide  avec  P„  si  /c  est  pair;    avec    P.2« 

si  A  est  impair.  (Lémeray.) 

1840.  On  décrit  un  cercle  ayant  pour  diamètre  un  rayon  de 
courbure  d'une  conique  donnée  et  l'on  mène  les  tangentes  com- 
munes à  ces  deux  courbes.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  corde 
de  contact  de  ces  tangentes  et  du  cercle,  lorsque  l'on  prend 
successivement  tous  les  rayons  de  courbure  de  la  conique? 

(Manniieim.) 

1841.  Dans  un  quadrilatère  complet,  les  quatre  orthocentres 
et  les  points  où  la  ligne  de  ces  orthocentres  est  coupée  par  les 
quatre  côtés,  sont  huit  points  en  involution. 

(C.  Blanc.) 

1842.  Sur  la  diagonale  extérieure  d'un  quadrilatère  inscrit, 
les  intersections  de  cette  diagonale  avec  les  diagonales  inté- 
rieures, les  intersections  des  côtés  opposés,  les  points  où 
passent  les  perpendiculaires  menées  aux  diagonales  intérieures 
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fiar   roithoceiilre  du  uiangle  ayant   pour  somiiiels  les  exlrt'-- 
triilés  de  la  diagonale  extérieure  et  le  croisement   des  diago- 
nales intérieures,  sont  six  points  en  involution. 

(G.  Blvnc.) 

184^5.  Appelons  second  centre  de  courbure  d'une  courbe  en 
un  point  M,  le  centre  de  courbure  de  la  développée  au  point 
où  elle  est  toucbée  par  la  normale  en  M.  Le  lieu  des  seconds 
centres  de  courbure  des  courbes  triangulaires 

AX"'-hBY"'-f-CZ'"  =  o, 

tangentes  en  i\I  à  une  droite  donnée  MT,  lorsque  m  varie,  est 
une  parabole  passant  par  M  et  admettant  MT  pour  diamètre. 

(A.  Pem.et.) 

'  1844.  Les  axes  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle  sont  tangents  à  une  j)arabole  qui 
touche  les  trois  diagonales  du  quadrilatère. 

(A.  I'ellet.) 

IS-io.  Les  plans  principaux  des  quadriques  inscrites  dans  la 
dévcloppable  définie  par  une  sphère  et  une  quadrique  quel- 
conque sont  tangents  à  une  développable  circonscrite  à  des 
paraboloïdes  qui  touchent  les  quatre  faces  du  tétraèdre  con- 
jugué par  rapport  à  la  sphère  et  à  la  quadrique. 

(A.  Pellet.) 

1846.  Si  O  et  Oi  sont  les  foyers  d'une  conique  inscrite  à  un 
triangle  ABC,  on  sait  que  les  projections  de  ces  points  sur  les 
côtés  de  ABC  appartiennent  au  cercle  homographique. 

\.  Si  le  point  O  décrit  une  droite  A,  le  point  Oi  décrit  une 
conique  circonscrite  à  .\BC. 

II.  Construire  la  conique  S.,  B,  C.  D,  E,  et  déterminer  gra- 
phiquement sa  nature. 

III.  Le  lieu  des  points  O  et  Ot  pour  lesquels  la  droite  00] 
passe  par  un  point  fixe  P,  auquel  en  correspond  un  autre  P,, 
est  une  cubique  r  dont  on  obtient  aisément  douze  points  et 
sept  tangentes.  Trouver  les  asymptotes. 

IV.  A  la  cubique  r  en  correspond  une  autre  /-j,  relative  à  P,, 
et  ayant  avec  /•  neufs  points  communs.  (  P.  Sondât.) 

1847.  Un  lil  lioniogènc  do  lon;;n(Mir  /.  ddiil  le  poids  par  unité 
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de  longueur  est  m,  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  à  un 
point  fixe,  tandis  que  l'extrémité  libre  porte  un  poids  p. 

Ce  fil  est  soumis  à  l'action  du  vent  soufflant  horizontalement 
avec  une  intensité  et  dans  une  direction  constantes.  On  admet 
que  la  pression  du  vent  sur  chaque  élément  infiniment  petit 
du  fil  est  proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale  de 
la  vitesse  et  l'on  demande  de  déterminer  la  forme  d'équilibre 
du  fil. 

Examiner  ce  que  devient  cette  forme  d'équilibre  dans  le  cas 
oîi  p  =  o.  (M.  d'Ocagne.) 

1848.  Si  une  cubique  unicursale  tritangente  à  une  conique 
découpe  sur  chacune  des  tangentes  aux  trois  points  de  contact 
un  segment  qui  soit  vu  de  l'un  des  foyers  de  la  conique  sous 
un  angle  droit,  l'un  des  segments  déterminés  par  cette  cubique 
sur  une  tangente  quelconque  à  la  conique  est  vu  du  même  foyer 
sous  un  angle  droit.  (M.  d'Ocagne.) 

184:9.  Étant  donnés  une  couronne  circulaire  de  centre  O 
comprise  entre  les  cercles  C  et  G',  et  un  point  A  en  delioi^s  de 
cette  couronne  (c'est-à-dire  intérieur  au  plus  petit  cercle  ou 
extérieur  au  plus  grand),  on  appelle  B  et  B'  les  points  des 
cercles  G  et  G'  situés  sur  la  perpendiculaire  à  OA  élevée  en  A 
si  ce  point  est  intérieur,  sur  les  tangentes  issues  de  A  si  ce 
point  est  extérieur  et  du  même  côté  de  OA,  et  l'on  pose  dans 
les  deux  cas  : 

AOB  =  10,         AOB'  =  w'. 

Si  le  rayon  situé  du  même  côté  que  B  et  B',  sur  lequel  l'épais- 
seur de  la  couronne  est  vue  de  A  sous  le  plus  grand  angle  6, 
fait  avec  OA  l'angle  (p,  on  a 


tang-  =  tang—  tang  — 


sin 
tang 6  =  2 


sinw  sinco 

(M.  d'Ocagne.) 
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[Kll] 
DEIXIÈME  CO\COLRS  DES  <    \01VELLES  WXALES  (')  >' 
POIR  1899; 

Par  m.  K.  DUPORCQ. 


i.  La  projection  stéréograpliique  permet,  comme  ou 
sait,  de  ramener  l'étude  des  cercles  d'un  plan  à  celle  des 
sections  planes  d'une  sphère  :  les  quatre  coordonnées 
homogènes  qui  définissent  l'équation  d'un  plan  peuvent 
donc  être  envisagées  ainsi  comme  (jualre  coordonnées 
homogènes  d'un  cercle  du  plan. 

Considérons,  par  exemple,  la  sphère  S  qui  a  pour 
équation  homogène,  relativement  à  trois  axes  rectangu- 
laires Oj:,,  0^2,  0x3, 

xj  -h  xl  -h  xl  -\-  xl  —  o; 

désignons  par  lo  le  point  de  cette  sphère  qui  admet  les 

coordonnées 

^,  =  .^2  =  0,         ^3  =  i^^. 

et  soit  m  un  point  quelconque  du  plan  X(  Oxa  de  coor- 
données 

Xi=XX',,  X.2=yX!,,  X3=0. 

Les  coordonnées  homogènes  du  point  fj.,  où  la  droite 
ioni   [terce  la  splière  S,  peuvent  s'écrire 

Xi=x,     x^^r,     X3=  —.(x-^y--i-i),     374= -(i — x-  —  y-). 

Par  suite,  a[)rès  substitution  de  ces  valeurs,  l'équa- 
tion 

U\Xi^  lliX.,-^  «S-T)-!-  U',X^=  o 


(')  Voir  l'énonré  du  sujet,  même  tome,  p.  \\5. 
Ann.  de  Matlicniat.,  3' si; ri p,  l.  Xl\..  (Mai  1900.) 
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représente  la  projection  stéréographn/ue  A  chi  cercle 
salivant  lequel  la  sphère  S  coupe  le  plan  polaire  P  du 
point  a  de  coordonnées  </,,  Ho?  "s?  "4- 

Le  centre  du  cercle  A  est  d'ailleurs  le  point  où  la 
droite  wrt  perce  le  plan  XsO x-y- 

2.  Si  le  point  A  appartient  à  la  sphère  2,  le  plan  P 
la  touche  en  ce  point,  et  le  rayon  du  cercle  A  devient 
nul  ;  par  suite,  l'ensemble  des  cercles  de  rayon  nul  se 
trouve  représenté  par  Véquation 

u\  -4-  u\  -+-  u|  -t-  u\  —  o. 

Si,  au  contraire,  le  point  a  est  dans  le  plan  tï  tangent 
à  S  en  to,  le  plan  P  passe  par  le  centre  de  projection, 
elle  cercle  A  se  réduit   à   une  droite;  ainsi   l' équation 

II3  —  t  «4  =  o 

représente  V ensemble  des  droites  du  plan. 

3.  Nous  utiliserons  souvent  une  propriété  inipoitante 
de  la  projection  stéréographique,  que  nous  nous  con- 
tenterons de  rappeler  :  elle  consiste  en  ce  que,  P  étant 
le  plan  polaire  d'un  point  a  par  rapport  à  une  sphère, 
les  projections  stéréographiques  des  points  où  celte 
sphère  rencontre  une  sécante  issue  de  «,  sont  deux 
points  symétricpies  par  rappoit  au  cercle  A  suivant 
lequel  se  projette  la  section  de  la  sphère  par  le  plan  P-, 
autrement  dit,  à  deux  figures  en  perspective  sur  la 
sphère  correspondent  deux  figures  symétriques  par 
rapport  à  un  cercle. 

Soient  par  exemple  P|  et  Po  deux  plans  dont  les  sec- 
tions parla  sphère  S  sont  en  perspective  du  point  de  vue 
a  :  les  projections  de  ces  sections.  A,  et  Ao,  seront 
symétriques  par  rapport  au  cercle  A. 
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Or  les  pôh'S  di  <'t  a-,  des  plans  P)  cl  P^  sont  sur  une 
même  droite  issue  de  a.  et  ils  sont  conjugués  harmo- 
niques relativement  au  point  a  et  au  point  où  cette 
droite  coupe  le  plan  P.  Ainsi,  à  deux  points  homo- 
logues (le  Vlioniologie  particulière  [uy^a-i,)  corres- 
pondent deux  cercles  symétriq ues  par  rapport  au 
cercle  A . 

4'.  Si  le  point  a  de  l'espace  décrit  une  surface  algé- 
brique d'ordre  /i,  le  cercle  A  qui  lui  correspond,  comme 
nous  l'avons  indiqué  plus  haut  (n°  J),  engendrera  un 
réseau  du  n"'"*  ordre.  Les  cercles  points  forment  donc 
un  réseau  du  second  ordre,  et  les  droites  un  réseau  du 
premier  ordre. 

Si  le  point  a  décrit  seulement  une  couibe  d'ordi-e  /;, 
le  cercle  A  engendrera  de  même  une  série  du  p'^"^^ 
ordre.  Ou  voit  donc  immédiatement  que  : 

Les  cercles  communs  à  deux  réseaux,  d'ordres  m  et 
n,  forment  une  série  d^ ordre  mn. 

Enfin,  les  cercles  communs  à  trois  réseaux  corres- 
pondent aux  points  communs  à  trois  surfaces,  et  leur 
nombre  est  égal  au  produit  des  ordres  des  réseaux. 

5.  On  sait  que,  lorsque  deux  plans  sont  conjugués  à 
une  sphère,  ils  la  coupent  suivant  des  cercles  orthogo- 
naux^ cette  j)ropriété  n'étant  pas  altérée  par  la  projec- 
tion stéréographique,  on  voit  que  si  a  et  a'  désignent 
deux  points  de  l'espace  conjugués  à  S,  les  cercles  corres- 
pondants A  et  A'  se  coupent  orlhogonalement  ;  l'orlho- 
gonalilé  de  deux  cercles  s'exprime  donc  par  la  rela- 
tion 

Us  u\  4-  Uiu',  4-  ii-iir^  -H  "i"i  =  o. 
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On  voit  di'  plus  que  : 

Tout  réseau  linéaire  est  formr  par  les  cercles  orlJio- 
gonnux  à  un  cercle  fixe. 

Ce  cercle  F,  que  nous  aj)pellerons  la  base  du  réseau 
linéaire,  est  d'ailleurs  évidemmenl  la  projection  du  cercle 
de  la  splicreS  situé  dans  le  plan  que  décrit  alors  le  pointa. 

Cette  base  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  points  du 
réseau,  et  les  droites  qui  appartiennent  au  réseau  pas- 
sent par  son  centre.  Elle  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  un 
point  ou  à  une  droite. 

Enfin,  on  voit  immédiatement  qu'un  réseau  linéaire 
est  défini  par  trois  cercles  qui  n'admettent  pas  un  même 
axe  radical. 

6.  Les  cercles  communs  à  deux  réseaux  linéaires 
forment  une  série  linéaire.  Le  point  a  décrit  alors  une 
droite  A  et  son  plan  polaiie  P  pivote  autour  de  la  conju- 
guée de  A  par  rapport  à  S;  les  cercles  A  ont  donc  un 
même  axe  radical  ;  ils  coupent  orthogonalcment  tous  les 
cercles  suivant  lesquels  se  projettent  les  sections  de  2 
par  les  plans  issus  de  A.  JNous  aurons  parfois  à  consi- 
dérer ces  deux  séries  linéaires  réciproques,  qui  corres- 
pondent ainsi  à  deux  droites  conjuguées  à  S  :  nous  dirons 
qu'elles  sont  orthogonales. 

Si  la  droite  A  passe  par  tO|,  les  cercles  correspondants 
deviennent  concenliiques,  et  la  série  orthogonale  est 
formée  par  les  droites  issues  de  leur  centre  commun. 

7.  Le  nombre  des  cercles  communs  à  une  série  linéaire 
et  à  un  réseau  quelconque  est  (n''4)  égal  à  l'ordre  de 
ce  réseau;  autrement  dit  : 

Par  deux  points  arbitraires,  il  passe  m  cercles  d'un 
réseau  d'ordre  m. 
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De  même,  un  réseau  d' ordre  m  admet  géiiéialemcnL 
m  cercles  de  centre  donné.  Ils  correspondent  aux  points 
où  la  suiface'S,  à  laquelle  cori-espond  le  réseau,  coupe 
une  droite  issue  de  w.  Il  y  a  exception  si  S  passe  par  o>  : 
la  droite  de  l'infini,  envisagée  comme  une  droite  double, 
appartient  alors  au  réseau,  et  son  centre  est  indéterminé, 
de  sorte  (|u'il  ne  reste  plus  en  réalité  que  (/7i  —  i)  cercles 
ayant  un  centre  donné  :  nous  dirons  alors  (pie  le  réseau 
est  parabolique  (  '  ). 

8.  Avant  de  passer  à  l'étude  spéciale  des  réseaux  qua- 
dratiques, nous  allons  indiquer  quelques  propriétés  com- 
munes à  tous  les  réseaux,  d'ordre  quelconque,  et  d'où 
découleront  immédiatement  d'importantes  propriétés 
des  réseaux  quadratiques. 

A  tout  réseau  se  trouvent  attachées  deux  courbes 
remarquables  :  la  première  est  le  lieu  des  centres  des 
cercles  points  du  réseau;  nous  l'appellerons  sa  base;  la 
seconde,  (pie  nous  nommerons  sa  directrice,  est  l'enve- 
loppe des  droites  du  réseau. 

Soit  S  la  surlace  à  laquelle  correspond  un  réseau 
d'ordre  m;  la  base  de  ce  réseau  est  évidemment  la  pro- 
jection stéréograpliique  de  la  section  de  S  par  S;  les 
génératrices  de  S  qui  se  croisent  en  lo  rencontrent  cha- 
cune S  en  m  points  dont  les  projections  sont  confondues 
en  un  point  cycli([ue;  donc  : 

La  base  d'un  réseau  d'ordre  m  est  en  général  une 
courbe  d'ordre  "xni^  qui  admet  les  points  Cjclic/ues 
comme  points  multiples  d  ordre  m. 


(')  Un  autre  cas  d'exception  t-sl  celui  où  S  est  un  cône  de  soni- 
Micl  (.)  ;  le  réseau  est  alors  constitue  par  l'es  cercles  ayant  leurs 
rentres  sur  une  cou.rhc  d'nrdre  m. 
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Quant  à  la  directrice,  elle  correspond   à  la  section 
de  S  par  le  plan  IT,  qui  touche  S  en  w;  elle  est  donc  la 
trace  d'un  cône  de  m"''"'^  classe.  Ainsi  : 

La  directrice  cVun  réseau  esL  généralement  d' une 
classe  égale  à  l'ordre  de  ce  réseau. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  est  en  défaut  dans  le  cas 
d'un  résean  parabolif/ue  (n*^  7)  :  l'ordre  de  la  base  est 
diminué  d'une  unité,  ainsi  que  l'ordre  de  multiplicité 
des  points  cycliques.  Quant  à  la  directrice,  elle  touche 
alors  la  droite  de  l'infini. 

9.  La  base  et  la  directrice  d'un  même  réseau  ont:  entre 
elles  une  relation  remarquable.  Pour  la  mettre  en  évi- 
dence, désignons  par  a  un  des  points  où  S  coupe  une 
des  génératrices  de  S  issues  de  m-^  la  tangente  en  ce 
point  à  l'intersection  de  S  et  S  est  évidemment  dans  le 
plan,  tangent  à  S  en  ce  point ^  or  ce  plan  passe  par  la 
génératrice  tort,  et  il  est,  d'autre  part,  le  plan  polaire  de 
a  par  rapport  à  S. 

Sa  trace  sur  le  plan  du  réseau  est  donc  une  droite 
isotrope  tangente  à  la  base  en  un  point  cyclique,  et  qui 
touche  en  môme  temps  la  directrice.  On  en  déduit 
que  : 

Les  foyers  de  la  directrice  coïncident  avec  les  foyers 
singuliers  de  la  hase. 

10.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  à  tout 
réseau  s'en  trouve  rattaché  un  autre  dont  les  propriétés 
sont  intimement  liées  à  celles  du  premier. 

Soit  en  effet  A  un  cercle  quelconque  d'un  réseau  cor- 
respondant à  un  point  a  d'une  surface  S  5  considérons  le 
plan  P'   tangent  en  a  h  S,  et  soit  A'  la  projection  de  sa 
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section  par  -.  A  tont  cercle  A  du  rés(;aii  on  peut  asso- 
cier ainsi  un  cercle  A'.  On  voit  (jue  les  cercles  A  et  A' 
sont  orthogonaux  et  l'on  peut  montrer  aisém(;nt  que 
le  centre  de  A'  est  l'enveloppe  des  axes  radicaux  du 
cercle  A  avec  tous  les  cercles  infiniment  voisins  du 
réseau. 

Soit  a'  le  point  de  l'espace  (jui  correspond  à  A'  :  c'est 
le  pôle,  relativement  à  S,  du  plan  P'  tangent  en  a  à  S'. 
Le  réseau  [A']  correspond  donc  à  la  surface  S',  polaire 
réciproque  de  S  par  rapport  à  2. 

Les  réseaux  [A]  et  [A']  sont  recipro(/ues . 
Nous  dirons  que  l'un  est  le  réciproque  de  l'autre. 

]  1 .  Toute  génératrice  de  2  se  correspond  évidemment 
à  elle-même  par  polaires  réciproques  relativement  à 
cette  sphère-,  il  en  résulte  que  les  génératrices  de  S  qui 
touchent  la  surface  S  touchent  aussi  sa  polaire  réci- 
proque S';  autrement  dit,  les  courbes  suivant  lesquelles 
S  coupe  les  surfaces  S  et  S'  sont  tangentes  aux  mêmes 
génératrices  de  S-,  leurs  projections  stéréographiques 
ont  donc  les  mômes  tangentes  isotropes,  et  l'on  voit,  par 
suite,  que  : 

Les  bases  de  deux  réseaux  réciproques  sont  homo- 
focales. 

12.  Il  est  bien  évident  que  la  directrice  du  réseau  [A] 
n'est  autre  que  le  contour  apparent  de  la  surface  S'^ 
comme,  d'ailleurs,  le  lieu  des  centres  des  cercles  d'une 
série  quelconque  du  réseau  [A']  est  la  projection  d'une 
courbe  tracée  sur  S',  on  voit  donc  que  : 

f-,orsqu  une  série  de  cercles  appartient  à  un  réseau, 
le  lieu  des  centres  de  ces  cercles  et  la  directrice  du  ré- 
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seau  réciproque  du  réseau  considéré  se   louchent,   en 
leurs  points  communs. 

En  particulier  : 

La  base  d'un  réseau  et  la  directrice  du  réseau  réci- 
proque se  touchent  en  leurs  points  communs. 

On  peut  également  se  rendre  compte  aisément  de  la 
propriété  suivante  : 

Les  directrices  de  deux  réseaux  réciproques  ont  leurs 
asymptotes  deux  à  deux  rectangulaires. 

13.  Si  la  surface  S  contient  une  droite,  la  surface  S' 
passe  par  la  droite  conjuguée;  on  en  déduit  que  : 

Si  une  série  linéaire  fait  partie  d^  un  réseau,  la  série 
orthogonale  appartient  au  réseau  réciproque. 

En  particulier  : 

5/  un  réseau  est  engendré  par  une  série  linéaire,  la 
série  orthogoTiale  engendre  le  réseau  réciproque. 

Dans  ce  cas,  la  directrice  de  chaque  réseau  est  l'enve- 
loppe de  l'axe  radical  de  la  série  linéaire  qui  l'engendre, 
et  les  points  communs  aux  cercles  de  cette  série  ont 
pour  lieu  la  base  du  réseau  réciproque. 

14.  La  correspondance  de  deux  réseaux  réciproques 
est  facile  à  interpréter  analyliquement.  Si  un  réseau  [A] 
a  pour  éqviation 

au  cercle  A  de  ce  réseau,  de  coordonnées  ?/,,  u,?  "3>  '^4> 
correspond  le  cercle  A'  du  réseau  réciproque,  de  cooi- 
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données  réciproques 

T*"!  '  Y/Zj'  T'/'j'  'l'i' 

Celte  correspondance  réciproque  peut  ne  pas  èlre  uni- 
voque;  celle  circonstance  se  produit  si  le  réseau  [A] 
correspond  à  une  surface  développable  :  à  chaque  série 
linéaire  de  ce  réseau  correspond  alors  un  seul  cercle  A', 
et  l'ensemble  des  cercles  A'  se  réduit  à  une  série.  Enfin, 
si  [A]  est  un  réseau  linéaire,  tous  les  cercles  A'  coïn- 
cident avec  la  base  de  ce  réseau. 

lo.  Abordons  maintenant  l'étude  spéciale  des  réseaux 
quadratiques,  c'est-à-dire  tels  (n"  7)  que  par  deux  points 
arbitraires,  il  passe  deux  cercles  de  chacun  de  ces  ré- 
seaux. La  surface  S  est  alors  une  quadrique  qui  coupe  S 
suivant  une  biquadralique  sphérique;  la  projection  de 
cette  intersection  est  une  quartique  bicn'cuiaire,  c'est- 
à-dire  une  cyclique.  x\insi  : 

La  hase  d' un  réseau  quadratique  est.  en  général  une 
cyclique. 

Une  cjciique  est,  comme  on  sait,  symétrique  par  rap- 
port à  quatre  cercles  deux  à  deux  orthogonaux,  car  elle 
est  la  projection  sléréographique  d'une  courbe  sphé- 
rique  située  sur  quatre  cônes,  dont  les  sommets  /*,,  //o, 
«3  et  u,,  déterminent  le  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  à  la 
sphère  S  et  à  la  quadrique  S.  Les  quatre  cercles  direc- 
teurs de  la  cyclique  sont  les  projections  des  sections  de  S 
par  les  quatre  faces  de  ce  tétraèdre.  Or,  la  quadrique  S 
se  correspond  évidemment  à  elle-même  dans  la  transfor- 
mation homologique  (jui  associe  à  tout  point  a  de  l'es- 
pace le  point  rt'  de  la  droite  u^  a  tel  que  h;  segment  ac^ 
soit   divisé   harmoniqiUMnent    par   le  point   //,  et  par  le 
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plan  112U3U;.  Il  en   résulte  donc,  en  tenant  compte  du 
résultat  obtenu  plus  haut  (n°  3)  que  : 

Un  réseau  qnndratiijiie  est  en  général  symétrique 
par  rapport  aux  quatre  cercles  directeurs  de  sa  base. 

16.  Les  résultats  généraux  obtenus  précédemment 
fournissent  les  propriétés  suivantes  dans  le  cas  des  ré- 
seaux quadratiques  : 

La  directrice  d'un  réseau  quadratique  est  en  géné- 
ral une  conique,  honiofocale  aux  déférentes  de  la  base 
du  réseau. 

Si  la  quadrique  S  passe  par  le  centre  de  projection  m, 
le  réseau  quadratique  est  parabolique. 
On  voit  que  : 

La  base  d  un  réseau  cjuadratique  parabolique  est 
une  cubique  circulaire  ;  la  directrice  est  alors  une  para- 
bole honiofocale  et  coaxiale  aux  quatre  paraboles  dé- 
férentes de  cette  cubique. 

17.  Un  réseau  quadratique  est  défini  par  sa  base  et  sa 
directrice.  Il  est  par  exemple  facile  d'obtenir  la  conique 
(jui  constitue  le  lieu  des  centres  des  cercles  du  réseau 
orthogonaux  à  un  cercle  fixe  F;  en  effet,  les  tangentes  à 
la  direcuice,  issues  du  centre  de  F,  et  les  quatre  points 
où  F  coupe  la  base,  peuvent  être  considérés  comme  six 
cerchîs  de  la  série  considérée  :  la  conique  cherchée  passe 
donc  par  les  points  communs  à  F  et  à  la  base,  et  ses 
asymptotes  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  à  la  di- 
rectrice issues  du  centre  de  F.  La  compatibilité  de  ces 
six  conditions  constitue  un  théorème  sur  les  cycliques; 
on  peut  l'énoncer  ainsi  : 

Les  cordes  communes  à  une  cyclique  cl  à  un  cercle 
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sont  deux  à  deux  également  inclinées  sur  les  droites 
nui  Joignent  le  centre  du  cercle  aux  foyers  principaux 
de  la  cycli(/ue. 

18.  La  polaire  réciproque  S'  de  S  par  rapport  à  S  élan  l 
aussi  une  quadrique,  on  voit  que  : 

Le  réseau  réciproque  d'un  réseau  quadratique  est 
aussi  quadratique. 

Tout  cercle  du  réseau  [A'],  réciproque  du  réseau  [A], 
est,  comme  dans  le  cas  général,  la  projection  stéréo- 
graphique  d'un  cercle  de  S  situé  dans  un  plan  tangent 
à  S.  Il  en  résuite  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  de  [A] 
orthogonaux  à  un  cercle  quelconque  de  [A']  se  com- 
pose de  deux  droites,  et  que  ces  cercles  forment  deux 
séries  linéaires. 

La  directrice  du  réseau  [A']  n'est  autre  que  le  contour 
apparent  de  la  surface  S;  elle  touche  en  quatre  points 
la  base  du  réseau  [A],  et  ces  points  sont  les  projections 
de  quatre  points  de  la  sphère  situés  dans  le  plan  polaire 
Q  de  to  relativement  à  S;  les  points  de  contact  en  ques- 
tion sont  donc  sur  un  cercle,  dont  le  centre  est  la  pro- 
jection du  pôle  K  du  plan  Q  par  rapport  à  S.  Or  la 
droite  wK  est  la  conjuguée  par  rapport  à  S  de  l'intersec- 
tion du  plan  Q  et  du  [)lan  II,  tangent  à  S  en  to,  ou  en- 
core de  la  polaire  du  point  (o  par  rapport  à  la  section  a- 
de  S  par  le  plan  II;  la  droite  loK.  est  donc  la  polaire  du 
plan  n  par  rapport  au  cône  du  second  degré  qui  est  le 
polaire  réciproque  de  la  conique  s-  par  rapport  à  la 
sphère  S,  cône  dont  la  trace  sur  le  plan  des  réseaux  est 
justement  la  directrice  du  réseau  (A).  On  voit  donc 
que  : 

La  dirrifricf  d'un  réseau  quadra/iqur  foiicfn'  la  hase 
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du  réseau  réciproque  en  quatre  points  équirlistani s  du 
centre  de  la  directrice  de  ce  dernier. 

19.   Du  ihéorènie  général  du  n"  11,  il  résulte  que  : 

Les  hases  de  deux  réseaux  quadratiques  réciproques 
sont  deux  cycliques  hornofocales. 

Ces  deux  bases  se  coupent  donc  ortliogonalement  en 
huit  points  :  il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  ces 
points  sont  les  projections  des  points  de  contact  de  la 
sphère  S  avec  les  huit  génératrices  de  S  qui  touchent 
cette  sphère,  et  ces  génératrices  ont  justement  pour  pro- 
jections les  tangentes  en  ces  points  à  la  base  du  réseau 
[A].  Or  ces  projections  doivent  évidemment  toucher  le 
contour  apparent  de  S,  c'est-à-dire  la  directrice  du  ré- 
seau [A'].  On  voit  donc  que  : 

Les  tangentes  à  la  base  d'un  réseau  quadratique 
aux  points  oii  elle  coupe  la  base  du  réseau  réciproque 
touchent  la  directrice  de  ce  dernier. 

On  peut  choisir  arbitrairement  les  deux  cycliques  ho- 
njofocah's  qui  sont  les  bases  de  deux  réseaux  quadr-a- 
tiques  réciproques  ;  les  réseaux  sont  alors  déterminés,  et 
l'on  a  huit  tangentes  de  chacune  de  leurs  directi'ices  ;  il 
en  résulte  la  propriété  suivante  des  cycliques  hornofo- 
cales : 

Les  huit  tangentes  à  une  cyclique  aux  points  où  elle 
coupe  une  c}  clique  honiofocale.,  sont  tangentes  à  une 
même  conique,  q ui touche  la  première  cyclique  en  quatre 
points,  et  a  pour  foyers  les  foyers  singuliers  de  la 
seconde  C}  clique. 

!2i).    Si  la  quadii(jue  S  [)as.s('  pai'  h*  centre   de   piojcc- 


lioii  (.).  !<■  réseau  [A]  devienl  parabolique;  le  conlour 
appai-eul  de  S  se  réduit  alors  à  deux  points,  a  et  ^,  qui 
sont  les  Iraees  des  généialriees  de  eelte  quadrique  issues 
de  (0,  On  en  déduit  que  : 

Si  un  réseau  (juadralique  est  rèciprotjue  d' un  résedu 
juivaholique,  sa  direction  se  réduit  à  deux  des  foyers 
singuliers  de  sa  base,  et  réciproquement. 

D'autre  part,  toute  eourbe  de  S  se  projette  suivant 
une  courbe  passant  par  a  et  ^  ;  la  base  de  [A],  qui  est 
une  cubique  circulaire,  jouit  donc  de  cette  propriété, 
et,  comme  la  base  du  réseau  conjugué  est  une  cy- 
clique quelconque,  honiofocale  à  cette  cubique,  on  voit 
que  : 

Lorsqu  une  cubique  circulaire  est  honiojbcale  à  une 
cyclique,  elle  passe  par  deux  des  foyers  singuliers  de 
celle-ci. 

Or,  à  tout  faisceau  de  cvcli(jues  liomolocales,  appar- 
tiennent, comme  on  sait,  deux  cubi(pies  circulaires.  Par 
suite  : 

Le  lieu  des  foyers  singuliers  des  cycliques  d'un  sj  s- 
tème  honiofocal,  se  compose  des  deux  cubiques  du  sys- 
tème. 

D  ailleurs,  les  foyers  singuliers  coïncidant  avec  les 
foyers  des  déférentes,  et  chacune  de  celles-ci  passant  par 
quatre  foyers  appartenant  à  un  même  cercle  directeur, 
on  voit  (pie  : 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  d'un  cercle,  se  compose  des  deux  cubiques  cir- 
culaires qui  admettent  ces  points  pour  foyers. 
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Les  axes  de  ces  coniques  ont,  comme  on  sait,  des  di- 
rections fixes  ;  chaque  cubique  correspond  à  l'une  de  ces 
directions,  qui  est  d'ailleurs  celle  de  son  asymptote 
réelle.  En  associant  à  ces  résultats  ceux  du  paragraphe 
précédent,  on  voit  donc  que  : 

Etant  donnée  une  ciihuiue  circulaire  et  une  corde  ab 
parallèle  à  son  asymptote  réelle,  si  l'on  mène  les  tan- 
gentes à  la  cubique  par  les  points  a  et  b,  leurs  points 
de  contact  sont  les  huit  poijits  oii  la  cubique  coupe  la 
cyclique  homofocale,  ayant  a  et  b  pour  foyers  singu- 
liers. Les  normales  à  la  cubique  en  ces  huit  points  tou- 
chent une  parabole  homofocale  et  coaxiale  aux  défé- 
rentes de  cette  cubique. 

21.  Examinons  encore  le  cas  où  la  quadrique  S  touche 
en  to  la  sphère  S;  rinterseclion  de  ces  surfaces  présente 
alors  en  to  un  point  double,  et  la  base  du  réseau  [A]  se 
réduit  alors  à  une  conique.  JNous  dirons  alors  que  ce 
réseau  est  biparabolique.  Dans  ce  cas,  en  dehors  du 
cône  de  sommet  w  qui  passe  par  la  biquadratique  com- 
mune à  S  et  à  S,  il  n'existe  que  deux  cônes  du  second 
degré  contenant  cette  courbe,  et  leurs  sommets  sont  dans 
le  plan  langent  en  (o  aux  deux  quadriques  ^  ils  sont  d'ail- 
leurs, comme  on  le  voit  aisément,  sur  les  bissectrices  de 
l'angle  formé  par  les  tangentes  au  point  double  w;  il  en 
résulte  que  : 

Tout  réseau  biparabolique  est  symétrique  par  rap- 
port aux  axes  de  sa  conique  base. 

La  surface  S',  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à 
S,  louche  aussi  S  en  to;  par  suite  : 

Le  réseau  réciproque  d'un  réseau  biparabolique  l'est 
aussi. 
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En  vertu  des   ihéorèiues  généraux  (.lémoiiLrés  ijiécé- 
demmoni  : 

Les  bases  de  deux  réseaux  réciproques  hiparaho- 
liques  sont  deux  coniques  homofocales . 

La  directrice  de  chaque  réseau  est  formée  par  les 
points  il  L'infini  des  normales  menées  à  la  base  de  ce 
réseau,  aux  points  oii  elle  coupe  la  base  du  réseau  ré- 
ciproque. 

22.  La  base  d'un  réseau  <|uadratique  peut  se  décom- 
poser en  deux  cercles  :  ce  cas  se  produit  lorsque  S  et  S! 
sont  bitangentes;  S' et  3]  le  sont  alors  aux  mêmes  points. 
On  voit  donc  que  : 

Lorsque  la  base  d'un  réseau  quadratique  se  décom- 
pose en  deux  cercles,  il  en  est  de  même  de  celle  du 
réseau  réciproque. 

On  voit  de  pins  que  : 

La  directrice  de  chaque  réseau  est  alors  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles  qui  con- 
stituent sa  base.,  et  hitangente  aux  ceicles  bases  du 
réseau  réciprocjue.  Les  quatre  cercles  considérés  ont 
d'ailleurs  même  axe  radical. 

Les  qiiadriques  S  et  S  ont  alors  une  infinité  de  pôles 
doui)les,  situés  sui-  la  droite  joignant  leurs  points  de 
contact.  Par  suite  : 

Les  réseaux  quadratiques  envisagés  sont  symétriques 
par  rapport  à  tous  les  cercles  orthogonaux  à  leurs 
cercles  bases. 

On  peut  toujours,  par  une  inversion  convenable, 
amener  les  cercles  bases  à  être  concentriques;  on  a  alors 
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des  réseaux  de  résolution.  Les  cercles  du  réseau  ayant 
leurs  centres  sur  un  diamètre  des  cercles  bases  forment 
alors  une  des  séries  de  cercles  bitangents  à  une  cyclique 
à  centre j  qui  admet  pour  foyers  les  poiuts  où  ce  diamètre 
coupe  les  cercles  bases. 

23.  L'un  des  deux  cercles  en  lesquels  se  décompose  la 
base  d'un  réseau  peut  être  uu  cercle  point  ou  la  droite 
de  l'infini.  Le  premier  cas  se  ramène  d'ailleurs  au  second 
par  une  inversion  ayant  pour  origine  le  cercle  point  en 
question.  On  obtient  alors  encore  un  réseau  de  révolu- 
tion, dont  cette  fois  la  série  méridienne  est  formée 
d' un  des  deux  systèmes  de  cercles  bitangents  à  une 
conique,  comme  on  peut  aisément  s'en  rendre  compte. 

Enfin  la  base  peut  se  léduire  à  deux  cercles  points. 
Dans  ce  cas,  par  une  inversion  ayant  pour  centre  l'un 
de  ces  points,  on  transforme  le  réseau  en  un  réseau  de 
révolution,  formé  par  les  cercles  vus  d'un  point  fixe 
sous  un  angle  donné. 

Le  réseau  est  alors  déterminé  par  ses  deux  points  de 
base  et  par  un  cercle  quelconque,  et  l'on  peut  en  déduire 
tous  les  cercles  en  remarquant  que  le  réseau  est  alors 
symétrique  par  rapport  à  tous  les  cercles  qui  passent 
par  les  points  de  base  et  aussi  par  rapport  aux  cercles 
orthogonaux  à  ces  derniers. 

Les  cercles  d'un  réseau  de  cette  nature  sont  circon- 
scrits à  des  triangles  circonscrits  à  la  conique  directrice. 
Réciproquement,  les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
circonscrits  à  une  même  conique  forment  un  réseau  qua- 
dratique jouissant  des  propriétés  précédentes;  cette 
remarque  facilite  beaucoup  l'étude  des  problèmes  rela- 
tifs à  ces  cercles. 

24.  Lorsque  S  et  S  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre, 
la  base  se  réduit  à  un  cercle  double. 
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ÏjV  réseau  csl  alors  svmf'lriijiic  |)ai'  iaj)|>orl  a  tous  les 
eoreles  orlliogonaux  à  sa  hase,  et  1  on  en  (l<'*cluil  fjue  IfS 
cercles  du  reseau  coupenl  la  hase  sous  un  même  an^le. 
Cet  angle  peut  être  mil  :  les  cercles  laiii^enls  à  un 
cercle  donné  forment,  donc  un  réseau  quadratique^ 
S  est  alors  un  cône  circonscrit  à  i). 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  la 
hase  se  réduit,  à  la  droite  de  Vin  fini;  s)inétrique  par 
rapport  à  une  droite  quelron<iue,  le  réseau  est  alors 
t\)rmé  par  les  cercles  égaux,  à  un  cercle  donné. 

!25.  Les  surfaces  du  second  degré  étant  réglées,  il  en 
lésulte  des  propriétés  des  réseaux  quadratiques  (n°  13); 
ils  peuvent  cire  engendrés  de  deux  manières  par  une 
série  linéaire  vai'ial)l(\ 

De  ce  que  deux  génératrices  de  systèmes  dillcrenls 
d'une  même  quadiique  se  rencontrent,  il  résulte  (pie  : 

Si  l'on  considèie  deux  séries  linéaires  de  systèmes 
différents  d'un  mémeréseaii  ijuadrntique,  ces  séries  ont 
un  cercle  coinmun. 

Si  l'on  se  donne  une  tangente  à  la  directrice  d'un 
réseau  quadratiqut;  et  la  hase  du  réseau  récipioque,  la 
(piadricpie  à  laquelle  correspond  ce  n-seau  se  trouve 
(jé(ini(;  |)ai-  la  donnée;  d'une  hiquadraiique  gaiicln;  et  d'un 
plan  tangent,  et  elle  a  donc  trois  déterminations.  Il  est 
facile  d'obtenir  les  trois  i-és<îaux  correspondants.  En 
elï'et,  la  droite  et  la  c\cli(pie  données  se  coupciit  en 
(piatr(î  points  (pToii  j)i'nl  diviser  <"n  conples  de  trois 
manières. 

A    chacun    de   ces  gionpements    eoriespond    un    des 

réseaux;  tous  les  cercles  cpii  j)assent  par  les  deux  points 

formant  l'un  ou  l'autre  des   couples  consid('rés,   appar- 

lieinicnt  au   réseau;  chacun  d'eux  coupe  la  cyclique  en 

A/iii.  lie    i f la /ic /Il a f .,'.'>'  sv.r'io,  l.   M\.  (M;ii  1900.)  I  i 
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deux  nouveaux  points,  et  tous  les  cercles  qui  passent  par 
ces  deux  points  appartiennent  également  au  réseau;  la 
droite  déterminée  par  ces  deux  points  est  d'ailleurs  tan- 
gente à  la  directrice  du  réseau  obtenu. 
Ainsi  : 

Jetant  donnés  deux  points  fixes  (i  et  h  sur  une 
cyclique^  ren\^eloppe  des  cordes  cd  de  cette  cou/be 
telles  que  les  quatre  points  a,  />>,  c,  d  soient  su/-  un  nuhue 
cercle,  est  une  conique  quadruplenient  tungejite  à  la 
cyclique. 

On  pourra  encore  déterminer  un  réseau  quadratique 
en  se  donnant  trois  séries  linéaires  de  ce  réseau;  soient 
««',  bb'  et  ce'  les  cordes  communes  aux  cercles  de  ces 
séries. 

Soient  m  et  ni'  les  points  communs  aux  cen^les  d'une 
série  de  système  différent  des  séries  données;  ces  poinis 
forment  avec  aa\  bb'  et  ce'  trois  quadrangles  inscrip- 
tibles  à  des  cercles,  et  sont  d'ailleurs  aussi  sur  la  cyclique 
base  du  réseau  réciproque  du  réseau  cherché.  Ou  en 
déduit  que  : 

Etant  donnés  trois  couples  de  points,  aa' ,  bb'  et  ce' ; 
le  lieu  des  points  in^  tels  que  les  cercles  maa' ,  ntbb'  et 
mec'  aient  an  second  point  conwian,  ni' ,  se  compose 
d'une  cyclique,  qui  est  aussi  le  lieu  de  m',  et  la.  droite 
nini  ejiveloppe  une  conique. 

20.  Des  propriétés  précédentes  et  de  celles  du  n"  20 
résulte  que  tout  réseau  réciproque  d'un  réseau  parabo- 
lique est  formé  par  les  cercles  tels  cpie  l'une  de  leius 
cordes  communes  avec  une  cubique  circulaire  donnée 
passe  par  un  point  fixe  de  cette  courbe.  Il  en  est  alorvS 
de  même  de  l'autre  corde  commune. 
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Eiidr]^  un  i(''.s('.ni  hiparilxdifjiic  csl  (oinu'  par  les 
cercles  tels  (jiie  ruiie  de  leurs  cordes  comimines  avec 
une  conique  fixe  ail  nue  direction  donnée. 

27.  On  pourrait  nuikiplier  les  exemples  d'application 
de  ce  procédé  de  iransforinaiioii  des  propriétés  des  qua- 
dri(|ues.  Ainsi,  au  tliéorènie  d'après  lequel  toutes  les 
(juadri(]ues  (pii  passent  par  sept  [)oinl5  passent  par  un 
liniliènie,  se  lr()uv<'  associée  la  propi'iélé  suivante  : 

7'oiis  Les  réseaux  ijuadratiiines  qui  cniu/unnnejit.  sept 
cercles  en  comprennent  un  huitième. 

La  construction  des  huit  cercles  communs  à  trois 
réseaux  quatiralicpies  revient  à  celle  des  huit  points  com- 
muns à  trois  (juadriques.  Ca;  [)rol)lème  se  ramène  au 
sec^ond  dej^ré  si  h's  trois  (|uadii(]ues  sont  circonscrites 
à  S;  on  pourra  donc,  avec  la  règle  et  le  compas,  con- 
struire les  huit  cercles  qui  coupent  respectivement  sous 
d(;s  angles  donnés  trois  ccrch'S  donnés,  (!,,  Co  et  C;). 
J)cvcloppons  ce  point. 

Considérons  d'abord  les  cercles  qui  coupent  sous  des 
angles  donnés  deux  cercles  donnés  (](  et  C2  :  ils  corres- 
pondent aux  points  communs  à  deux  (piadiif|ues  circon- 
scrites à  2-;  celles-ci  se  ct)upent  suivant  deux  coniques. 
Les  cercles  envisagés  lornient  donc  deux  séries,  les  cer- 
cles de  chaque  série  étant  oithogonaux  à  un  cercle  fixe. 
Quatre  diamètres  de  ces  deux  cercles  fixes  sont  faciles  à 
ol)t<nir  :  ce  sont  les  droites  qui  coupent  respectivement 
I^^s  deux  cercles  ilonnés  sous  les  angles  donnés;  or  les 
droites  (|ui  coupent  un  cercle  sous  un  angle  donné  enve- 
loppent uu  cercle  concentri(jue;  les  centres  103  et  to!,  des 
deux  cercles  cherchés  sont  donc  les  centres  d'homothétie 
«le  deux  cercles  V,  v.i  1%  concentriques  à  C|  vl  à  Co.  Ces 
»(Trl<;s  ((.),)  cl  ((')',)  ont  d  ailleurs  même  a\c  radical  cpie 
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G)  el  Co.  Om  tlétcriiiinerail  de  même  les  cercles  (W|), 
(o)',  ),  (wo)  et  (w., ).  Ces  six  cercles  sont  les  projections 
stéréograpliiques  des  sections  de  S  par  les  plans  des 
courbes  communes  à  deux  des  cjuadriques  Qi ,  Qo  ^^  Q:*.- 

Or  ces  six  plans  passent,  comme  on  sait,  par  le 
point  a,  commun  aux  plans  des  courbes  de  contact  de  ^ 
avec  ces  trois  surfaces,  et  ils  se  couj)ent  trois  à  trois  sui- 
vant quatre  droites  issues  de  a  :  chacune;  de  ces  quatre 
droites  passe  par  deux  des  points  communs  aux  trois 
quadriques;  il  en  résulte  que  les  cercles  cherchés  se 
couperont  deux  à  deux  sur  le  cercle  qui  cori-espond  au 
point  rt,  c'est-à-dire  sur  le  cercle  A  orthogonal  aux  cercles 
donnés  C,,  Co  et  C3. 

D'autre  part,  les  cercles  cherchés  doivent  couper 
orthogonalement  un  cercle  de  chacun  des  couples  (oj,) 
et  (w',  ),  (wo)  et  (to!,  ),  (103)  et  (Wj),  rjui  peuvent,  en  ellét, 
d'après  ce  qui  précède,  être  groupés  trois  à  trois  de 
quatre  manières,  de  manière  à  avoir  même  axe  radical; 
chaque  groupement  coirespond  à  chacun  des  axes  d'iio- 
mothétie  des  trois  cercles  T,,  Tn  et  F;).  Les  points  où 
chacun  de  ces  axes  coupe  le  cercle  A  sont  donc  les 
points  communs  aux  cercles  de  chacun  des  quatre  cou- 
ples formés  par  les  cercles  cherchés^  la  détermination 
des  cercles  de  chaque  couple  est  alors  ramenée  à  celle 
des  deux  cercles  qui  passent  par  deux  points  donnés  et 
coupent  un  cercle  donné  sous  un  angle  donné,  problème 
qui  se  résout  sans  difficulté. 

28.  On  obtient  comme  cas  particulier  une  constiuc- 
lion  des  huit  cercles  tangents  à  trois  (cercles  donnés  : 
comme  on  voit,  ces  huit  cercles  lorment  quatre  couples 
de  cercles  qui  se  coupent  sur  le  cercle  orthogonal  aux 
cercles  donnés  et  admettent  poui-  axes  radicaux  les  axes 
d'homothéti»'   de   ceux-ci.   Celte  construction  n'est   pas 


1 
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nouvelle;  elle  est  due  à  Poticelel.  Facile  à  eilablir  direc- 
lemenl,  elle  semble  être  plus  simple,  et  elle  est  cerlai- 
u<!inenL  plus  suggestive  que  celle  de  (lei'gouue;  elle  est 
ueaumuins  beaucoup  moius  coniuu;. 


!29.  Des  conslruclions  aualogues  sélendraienl  à 
1  espace. 

D'ailleurs  les  coordonnées  (\iw.  nous  venons  d'étudier 
dans  le  plan  pour  les  cercles  sont  analogues  aux  coor- 
données penlaspliéricpies  dans  l'espace.  Celles-ci  peuvent 
s'interpréter  aisément  dans  un  espace  à  rpiatre  dimen- 
sions, et  tous  les  théorèmes  cpie  nous  avons  obtenus  sur 
les  cyclicpies  sont  susceptibles  d'être  étendus  aux  sur- 
faces cyclides. 


[Bla] 


XOTE  SlIU  LES  l»EiniLTA\TS; 

Pau   m.  II.   BIMiM\l. 


Considérons  un  Tableau  l'ectangulairc;  de  q  lignes  et 
(le  /;  colonnes  et  re|)résentons,  suivant  l'usage,  par  la 
notation  ai  rélément  écrit  dans  la  liene  de  rang   y.   et 


dans  la  colonne  de  rang  S 


'/  1    "'/  1 

V                  '  '/ 

Cl'.; 


"!,        "},       •■ 

Dévelo[)pons    ci-    l'ableau    cinilDruiénient    aux    règles 
suivantes  : 

i"  Cl)a(]ue  terme  (i!^\^  a^\,    .  .  . ,  rtx';;j_|  du  développe- 
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nK'iit  coiilient  p  -\-  q  —  i  élétiients  tlu  Tableau,  cha(|ue 
éléiueiit  n'entrant,  bien  entendu,  qu'une  fois  clans 
cliaque  terme. 

1"  La  somme  ê,  -j-  S|  + .  .  .  -J-  ^jpj^q_\   des  indices  su- 
périeurs peut  prendre  les   /'  -1-  y  —  i   valeurs    suivantes 


pip  ^  l) 
q  —  I  -1-  - — — ■  -+-  p  -T-  q  —  'i- 


3"  La  somme  a ,  +  a^  +  .  .  .  H-  'J.p_^,j_[  des  indices  in- 
férieurs prend  alors  les  p  -\-  fj  —  i  valeurs  correspon- 
dantes 

q(q  -f-  1) 


p  —  l 

P-1  + 


2 


q{q  -+-  i) 


de  sorte  que  l'excès   de  la   première    somme  sur  la  se- 
conde est  constant  et  égal  à 

p{p  —  \)      q{q-^) 


Il  est  facile  de  s'assurer  (]U(î  ce  développement,  au- 
([uel  je  donnerai  le  nom  de  pentiutnnl ,  contient  un 
nombre  de  termes  égal  à 

p{p-^l)...{p-^q  —  'i) 

(7-1)! 


Çjv\r  pose, 

(     2l5 

coiLsidiMOns   le  p 

1 

) 

iiiiU 

tnl 

t 

l 

1 
1 

N  +  (^  —  !)/■ 

I 

>; 

-+-  r 

I 

N 
I 

N  —  i  -1-  </r 

N  —  1  ^-  (  7  —  1  )  /• 

I 

N- 

-i-i-  r 

N  — I 

I 

1 

I 

p^l-^qr 

/?  H-  I  -4-  (  ^  —  1  )  /• 

I 

/'^ 

-  1  -t-  /■ 

I 

I 

p-\-qr  p-\-{q  —  l)r 

dans  lequel  /?  et  /■  sont  quelconques,  mais  où  q  est  un 
entier  positif^  la  diderence  N  —  p  est,  en  outre,  entière 
et  positive  :  c'est  une  fonction  de  /■  que  je  représenterai 

N 

par  le  symbole  (\>q  (r). 
/' 
J'ai  trouvé  la  formule  suivante 


(N —■/?)!   N-l-*//-  N-i- (7  — [)r         N-f-rN 

N  N  -  1  N  -  2 

=  Cl)7   (/■)--    ^'H'-)-^-.     $7(,-)-4-... 
I  1\ 

P  P  P 

On  peut  en  déduire  une  foule  d'autres  en  faisant  cer- 
taines hypothèses  sur  les  nombi-es  /;,  «7,  /-. 

Dans  le  cas  très  [)articulier  où  le  |)ei mutant  consi- 
déré n'a  que  deu\  lignes,  c'est-à-diie  quand  A  =:  /j)  +  1 , 
on  obtient  ridentit(''  snivaute,  aisée;,  d  ailleurs,  à  dé- 
montrer directement  : 

/)  -1-  i  -+-  r/  /•   /J  H-  r  -4-  (  r/  —  1  )  /•  p  -^  \  -^  r   p  -^  \ 


p-\-qr  p-^{q  —  i)r  p^r 

_         I  p  -{-  i  -^  qr  I 

~  p^qr    '       p^qr"  p^{q  —  l)r 
p-\-l-\-qr  p~hi-h(q  — i)r 


p-^-qr  p  ■+■  (q  —  i)r      p  -h{q  —  2)r 

p  -h  l  ■+■  q/-  /? -+- I -h  (  7  —  i)r         p -^  { ->- r   I 
p-+-qr  p  -Jr{q  —  \)r  p -\- r       p 


(  -'^6  ) 
Si  7=0,  ou  a  la  forimilL-  suivanlc'  que  j'ai  déjà  dounée 
{Intermédiaire  des  Mathématiciens ,  juiu  1899,  P*  '  ^7)  • 

(N  — /?)îlV«+i 


2" -7  2" 


N  —  l  N  —  2 


(N  — />;  !  ^ 


cl  daus  la(|ut'll(' K;  symbole  ^'î  représente   uue  foiuliou 

r 
lioniogène    coniplèle,  du  degi'é   //,    dout  tous  les  coeffi- 
cients sont  égaux  à  l'unité,  de  la  suite  des  nombres 

Il  i 


formule  qui  est  elle-même  assez  générale  et  qui  contient, 
entre  autres,  celle  des  progressions  géométriques. 

Enfin,  si  /'  =  I ,  on  obtient  plusieurs  formules  d'ana- 
lyse combinaloire. 

La  fonction  $7  (/■)  jouit  encore  de  nombreuses  pro- 
/' 
piiélés;  j'ignore  si  on  les  a  étudiées. 


[D2av] 

m\  Ll  REGLE  DE  KlABE  OU  RÈGLE  UE  DLIIAMEL; 

Par  m.  r,.  I,,.;  LONGCIIÂMPS. 


On  peut  donner  de  celte  règle  un  énoncé  qui  nous 
parait  iaciliier  son  applicalioii  et,  en  même  temps,  la 
démonstration  qui  l'accompagne. 


(  "^1  ) 

\  oici  rtînoiict'  (|iu'  nous  proposons 
Considérons  la  série  (  V  ), 

(  V)  =  V,  -H  Tj  -f-  . . .  —  l'„  -^ 

et  posons 


r. 


i"  Si  l'on  a  |b  <  o,  ou  [ii  =  o,  Ld  série  {\  )  est  diver- 
gente ; 

2°  Si  // ^j  a  une  liniile  /.■,  pour  n  =  x,  la  série  est 
con\'ergentc. 

Cette  conclusion  subsiste  si  n  ^  croît  sans  limite; 
tuais  il  Y  a  doute,  si  /,  =  o. 

i"   Si  Ton  su|)|)OS(;  ,3  =  o,  (jucl  ([ik'  soil  //,  alors 


par  suile, 


',,-1  "      n 


I 


La  série  (  V^),  à  un  fadeur  conslanL  près  i,,  commun 
à  tous  ses  termes,  représente  la  série  liarnioni(jue.  La 
série  est  donc  divergente. 

Si  l'on  suppose  [i  <<  o,  alors,  on  a 


I 

n  -+- 
I 
n 


r.a  st'iio   liann(Mii(|iio  ôlanl  ili viTi^cnlr,  uti    lliooirnir 
iDMiiu  in(li(|uo  (|iu>  (V)  csl  aussi  uni!  ^vv'w.  ilivergrnlr. 
2"  Supposons,  maintenant,  ^  ^  o.  L'égalité  (iVlonnc 

Suppi>sons  (pu*  /i  [j  ait  luio  limilr  /> ,  (lilltMrnlo  de 
/■cvo,  piMir  //  -;- X  ,  ou  cpu"  />  i  croissi'  iniléliniint-nt 
avci-  //.  Alors,  on  peut  trouver  un  nombre  A',  dilléient 
t\v  /.éro,   lel  i|ue  l'on  ait  eonstammenl,  (piel  que  soit  //, 

l.\''j;alilé  (2  ^  tlonni' 

/M„  —  (/t-hi)  Vn^i  >  X'i'„-t-i  ; 
et    sueeessivement , 


in\,  —  («  -f-  i)r„-Hi  >  A'r„-Hi, 
et.  par  eonséquent, 

(l-h  /.■')v,  —  (/?  -r-  l)  Vn+i  >  A'(l'i  -f-  r.,  H-  .  .  .  -H  <'«-+-!  ), 
OU 

.,  ^  ,.   _^         ,    .,    /  (i  +  A')i-,  — (»  +A')(^„+i 

il-htï-t-...-r-l„<.  T7 • 

Cette  inégalité  prouve  que  la  somme  S«  des  /i  premiers 

termes  de  la  série  (V),  quantité  eroissaiite,  inlerieufe  à 

,         ,,        (  I  -t-  /•')ri  1-      •  1        '   •  1 

un  nombre  iixe p >  a  une  Jimile;  la  série  est  doue 

eonvercente. 


(    2»îl    ) 

[02q] 

SIK  LES  \BJ(mTES  I\FIMTEMM\LES  »  HE  (OIRBE  PLINE 

PvE  M.  M.  DOCAGNE. 


Kuint  donné*^  une  courbe  plane  (M)  quelconque,  on 
peut,  d'une  infinilé  de  manières,  lier  à  la  fois  à  chacun 
de  ses  points  M  et  à  la  tangente  MT  en  c€  point,  un 
]>oint  M'  tel  que  les  éléments  infinité; ùnuutx  d'ordre 
n  ^-  \  de  la  courbe  'M  >  dépendent  de  ceux  d'ordre  n 
de  la  courbe  (M'(  et,  plus  particulièrement,  que  les 
centres  de  courbure  de  la  courbe  (M)  dépendent  des 
tangentes  de  la  courbe  (M'  ».  >'ous  appelons-  pour  cette 
raison^  la  courbe  f^M'  )  une  adjointe  infinitésimale  de  la 
courbe  t  M  ». 

Si  Ion  parvient  à  mettre  le  mode  de  liaison  entre  les 
centres  de  courbure  de  (M)  et  les  tangentes  de  'M')  sous 
une  forme  simple,  il  suffit  de  chercher  les  courbes  (M) 
pour  lesquelles  (M')  se  réduit  à  une  droite  ou  à  un  cercle 
pour  obtenir  une  classe  de  courbes  dont  les  centres  de 
rourbure  se  construisent  aisément. 

Celte  idée  se  trouve  appliquée  dans  un  Mémoire  que 
nous  a\ons  publié  naguère  dans  W4merican  Journal of 
Mathematics  {•)  (t.  Xî,  p.  55,  1888:  t.  XH",  p.  227, 
1892),  où  les  adjointes  infinitésimales  considérées  sont 
définies  comme  le  lieu  du  point  de  rencontre  M    du 


('  )  \'oir  au5îi  noire  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  ijrefh- 
métrie  infinitésimale  (n*'  Î66  à  iîÇQ).  Les  coorbes  envisagée*  ré- 
remmeni  par  M.  H.  Brocard  dans  le<  Mémoires  de  la  Société 
Royale  des  Sciences  de  Liège  (5*  série,  t.  I:  i^^).  rentrent  dans 
la  catégorie  de  nos  adjointes  des  directions  tangentielles,  lorsque 
le  premier  des  pôle*  serTanl  à  le*  de Snir  est  rejeté  à  l'inâni. 


(   ...o  ) 

rayon  vcclciu-  0_M  de;  la  cniiihe  (M)  <'l  de  la  parallèle  à 
la  normale  Çadjoi/Ue  des  direclioiis  nor/ua/ss),  ou  à  la 
tangente  [adjointe  des  directions  t(ingentielles),  issue 
d'un  s<;cond  pôle  P. 

On  peut  rattaelier  au  même  point  de  vue  l'étude  pu- 
bliée récemment,  dans  le  présent  Recueil,  par  M.  Col- 
lignon  ('),  Tad jointe  iniinitésimale  élant  alors  celle 
qu'engendre  lextiéniité  M'  du  segment  MM'  de  la  nor- 
male, qui  est  vu  sous  \i\x  angle  constant  du  point  T  où 
la  tangente  en  M  rencontre  une  droite  fixe  quelconque 
Ox,  et  cette  adjointe  se  réduisant  à  une  droite. 

Or,  dans  ce  cas,  il  est  bien  facile  d'obt«^nir  le  centre 
de  courbure  m  répondant  au  point  M,  c'est-à-dire  le 
point  où  MM'  touche  son  enveloppe.  La  considération 
des  centres  instantanés  I  et  .T  répondant  aux  angles  de 
grandeui'  constante  MTM'  et  MM'T  donne,  en  effet, 
immédiatement  la  construction  suivante  : 

Du  point  de  rencontre  I  de  MM'  et  de  la  perpendi- 
culaire élevée  en  T  à  Ox,  abaisser  sur  IM'T  une  per- 
pendiculaire (jui  coupe  en  J  la  normale  an  lieu  décrit 
par  M'  :  le  centre  de  courbure  ni  est  la  projection  de  J 
sur  MM'. 

On  trouvera  d'autres  exemples  d'adjointes  infinitési- 
males dans  diverses  !\otes  (|ue  nous  avons  publiées  dans 
les  Nouvelles  Annales  ()"  série,  t.  1,  p.  jo,  i883; 
t.  Ml,  p.  4'^8,  1888)  et  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques spéciales  (5*^  série,  t.  II,  p.  23,  49?  73,  97,  J  2  i  ; 
1888  ;  t.  1\',  p.  3i,  49  ;  1S90.  6''  série,  t.  IV,  p.  3,  aS  ; 
1895).  Les  exemples  traités  géométriquement  dans  la 
première  des  Notes  de  ce  dernier    groupe   sont   dus  à 

('  )  .Même  lome,  p.  n. 


(  ■'■■^^  ) 

M.  I.aisani   (|iii  les  avait   rrailcs  anal  vli(|ii»'iiiciil   v\\   \  ne 
tie  ramoner  la  coiisli'uclioii  du  centre  de  ((tuiixire  des 
lonvln-.s  graphit/iifs  à  celle   d'une   tangente  [Xouvelles 
Afiiuilcs,  •.k'^  série.  I.   \lll.  |).  .^(ij;   i8y4). 
i.orsqu'on  pose 

les  (orniules  déterminant  les  coordonnées  x'  et  y'  du 
point  M'  (Ml  ionclioM  de  celles  .ret  y  du  point  M  jieuvcnt 
s'écrire 

.t'  =f(x,y,  p),         y  =o{x,  y,  p). 

,.  tly'  , 

et  l  on  a.  en  posant  encore  -^,  =  i> . 

Oo        0(f  d-^  dp 

,  _  dx    '    dy  Op  clx 

Ox        dy  Op  (ir 

Comme,  daiitre  paît,  la  dérivée  -,-  est  liée  au  ravon 
'  dx 

de  conrhure  z  de  la  conrhe  (M)  [)ar  récpialion 

dp  _  {\  -.-  p"-  )■- 
dx  p 

on  voit  (jue  ré(juation  (i)  établit  un  lien  entre  le  (îoelli- 
ci«'nt  angulaire  //  de  la  tangente  de  la  courbe  (M')  et  le 
rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  (M). 

«  La  mélbode,  dit  M.  Laisant  en  parlant  de  ("es  for- 
mules (/oc.  vil.,  p.  3-o),  peut  exceptionnellement  se 
lrou\er  en  délaut  si,  par  suite  de  réductions  de  calcul, 

l'expression  ~  se  trouve  éliminée  de  ré(piation  (i  )..  .. 

Mais  il  n'y  a  (jue  certains  procédés  particuliers  de  con- 
struction (jui  puissent  eonluire  à  un  send)lal)le  ré- 
sultat. ...» 


( ...  ) 

Et,  parmi  les  exemples  qu'il  traite,  il  s'en  trouve  plu- 
sieurs clans  ec  eas.  Le  plus  simple  est  celui  qu'offrent  les 
courbes  pai'allèles.  Si,  en  efïet,  le  point  M'  est  Fexlré- 
mité  d'un  segment  constant  MAI'  porté  sur  la  normale 
en  ÎM,  la  courbe  ainsi  obtenue  a  même  normale,  par  suiti' 
mènie  centre  tb;  courbure  que  la  proposée,  et  ne  con- 
stitue, par  suite,  pas  pour  celle-ci  une  adjointe  intiiii- 
tésimale. 

Il  nous  a  paru  intéiessanl  de  préciser  dans  quels  cas 
une  construction,  faisant  correspondre  un  |)oint  AI'  au 
point  AI  et  à  la  tangente  IMT  en  ce  point,  fournit  ell'ec- 
tivement  une  adjointe  intinitésimale. 

f/équati(ui    (i)    donne    aisément    la    ié[)onse   à.  cette 

question.  En  edet,  pour  que /->'  soit  indépendant  de  -j— < 

il  faut  et  il  sullit,  d'après  la  lorme   même  de  cette  équa- 
tion, que  l'on  ait 

dx        ùy  dp 


{■^) 


ôx        à  y  dp 


Or,  le  premier  membre  de  cctt(î  dernière  écpuition  re- 
présente le  cocllicienl  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe 
que  décrit  le  point  AI'  lorsque,  p  étant  constant,  on  fait 
variera::  i-'Xj^  c'est-à-dire  lois([ue,  la  tangente  AIT  res- 
tant fixe,  le  point  AI  se  déplace  sur  cette  tangente;  de 
même,  le  second  membie  représente  le  coeliicient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  courbe  que  décrit  le  point  M', 
lors([ue,  X  et  )'  étant  constants,  on  fait  varier  /?,  c'est- 
à-dire  lorsijue,  le  point  AI  restant  fixe,  la  tangente  AIT 
pivote  autour  de  ce  point.   De  là  le  critérium  demandé: 

Une  construction  faisant  correspondre  le  point  AI' 
au  point  AI  et  à  la  tangente  AIT  en  ce  point  donne  nais- 
sance (i  une  adjointe  infinitésimale  si,  à  partir  de  chn- 


(  ...3  ) 
iii/t(^  .<l(^  SCS  f>osilions,  le  point  ^V  dccril  deux  éLhiienls 
non  an  contact.,  lorsque  :  i"  on  fait  i^/isser  le  point  M 
sur  la  tangente  MT  rendue  fixe  ;  y."  on  fait  tourner  la 
tangente  MT  autour  du  point  M  rendu  fixe. 

Ce  résultai  [)eut  d'ailleurs  èlre  établi  direeterueul  [)ar 
le  raisonnement  bien  simple  que  voici  :  Si  la  construction 
considérée  fournit  une  adjointe  inlinilésiniale.  à  chaque 
\aleur  du  rayon  de  courbure  en  M  correspond  une  di- 
leelion  diOerente  pour  la  tangente  en  M'.  Il  sullit  donc 
de  s'assurer  qne,  pour  deux  valeurs  quelconques  de  ce 
rayon  de  courbure  on  obtient  bien  deux  directions  dis- 
tinctes pour  la  tangente  en  M'.  On  ])eul,  en  particulier, 
choisir  pour  ce  rayon  de  courbure  une  valeur  infinie  (;t 
une  valeur  nulle.  A  la  preniièi  e  correspond  la  droite  MT, 
à  la  seconde  le  point  M  considéré  coiunu'  cercle  de  rayon 
nul. 

On  voit,  en  outre,  que,  si  les  éléments  décrits  par  M' 
dans  ces  deux  cas  sont  en  contact,  leur  direction  com- 
mune est  celle  de  la  tangente  en  IM'  pour  une  valeur 
(pielcontpie  du  rayon  de  courbure  en  M. 

L  application  du  cril(''riuin  [)récédei)l  est,  en  général, 
des  plus  aisées.  Par  exemple,  dans  le  cas  des  adjointes 
des  directions  soit  normales,  soit  tangentielles,  iaj)pelées 
plus  haut,  le  premier  des  deux  éléments  considérés  à 
partir  de  M'  est  dirigé  suivant  PM',  le  second  suivant 
O.M',  et  ces  deux  éléments  ne  sont  évidemment  pas  en 
contact;  tandis  (]ue,  dans  le  cas  des  courbes  parallèles, 
signalé  ci-dessus  comme  exemple  de  la  circonstance  con- 
tiaire,  le  premier  élément  est  dirigé  suivant  la  paral- 
lèle à  M T  menée  par  M',  le  sicond  suivant  le  cercle  de 
<;entre  M  et  de  rayon  MM',  et  ces  deux  éléments  sont 
bien  en  contact. 

il  faut  r(miar<pier  cpie,  si  la  construction  (ait  dépendre 
!<■  point   \1'  de  l.i  langcnlc  M  T  à  l'cxclnsion  du  point  M. 


(  ■^■^\  ) 

au(jiu-l  (as  le  j^rciiiicr  int'ml)r{,'  de  (  >)  pri'iicl  la  lorme  -> 

le  premier  des  deux  éléineuLs  ei-dessus  délinis  se  réduit 
à  uu  poiiiL,  lequel  peul  toujours  être  considéié  comme 
eu  contact  avec  toute  ligne  qui  en  est  issue.  Il  est  d'ail- 
leurs bien  facile  de  reconnaître  apriorLi\ne  la  courbe 
obtenue  n'est  pas,  en  ce  cas,  une  adjointe  infinitésimale. 
Comuie  exemple  d'une  telle  circonstance,  on  peut  citer 
les  polaires  réciproques  et  les  podaires. 

[Klle] 

CONCOIIHS  \)\\  l/ÉCOLE  DES  l»OMS  ET  CIIAliSSÉES  (1899). 
(iÉOlIÉTRIE  AWLVriOliE; 

Solution  ckomktiuqi  e  par  M.  ALI.W  JI^^RROf^D. 


Jjieii  des  centres  des  cercles  (jul  passent  par  un  point 
donné  a  et  détachent  sur  une  droite  donnée  L  un 
segment  pq  de  /ongueur  constante. 

Soient  apq  un  cercle  répondant  à  la  question  et  c  son 
centre.  Décrivons  un  second  cercle  concentrique  au  pre- 
mier et  langent  en  li  à  la  droite  L.  Joignons  le  point  a 


au  point  //  (;t  le  centre  c  au  point  ^^,  seconde  intersection 
de  ail  avec  le  petit  cercle. 

La  droite  cg  ainsi  obtenue  lenconire  la  perpendicu- 
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laire  (lo,  abaissée  de  a  sur  L,  eu  uu  point  ^^ qui  est  fixe. 
(|uelle  que  soit  la  posiliou  du  centre  c. 

En  ellet,  si  l'on  mène  de  a  la  tangente  at  au  petit 
cercle,  cette  tangente,  égale  à  ph.  a  une  longueur  con- 
stante, et,  par  suite,  le  produit 

ag  .ah  =  at- 
est  aussi  constant. 

Le  lieu  du  point  g  est  donc  un  cercle,  transformé  par 
inversion  de  la  droite  L;  et  comme,  par  raison  de  symé- 
trie, le  centre  de  ce  cercle,  qui  passe  par  «,  se  trouve 
sur  ao,  il  doit  coïncider  avec  le  point  /,  à  cause  des 
triangles  afg^  gch^  qui  sont  semblables  et  isoscèles. 

La  distance  du  centre  c  au  point  li\e  f  se  compose 
donc  du  rayon  cg^  augmenté  de  la  longueur  constante  gf. 
Si  donc  on  prolonge  ch  d'une  longueur  hk  égale  à  gf 
les  points  tels  que  A  appartiennent  à  une  droite  D  pa- 
rallèle à  L,  et  l'on  voit  que  le  lieu  du  point  c  est  une 
parabole  ayanty  comme  foyer  et  D  comme  directrice. 

Remarque.  —  On  voit  immédiatement,  sur  la  figure, 
que  le  paramètre  de  la  parabole,  égal  à  d/  et,  par  suite, 
à  o«,  est  indépendant  de  la  grandeur  du  segment  pq. 

CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SlPÉRiElRES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1899.    —    COAIPOSITIONS. 


Besançon. 
An.vlysi:. 

Epreuve  écrite.  —  Question  de  cours.  Exposer  la 
théorie  du  chansrenienL  de  variables  dans  les  iniésr/ale'i 
douù/e.'<. 

Ann.  de  Mallieinal.,  3'  série,  t.  \1\.  (M,ii  mou.)  l  .T 


(    226    ) 

Etant  donné  un  sjstènie  de  coordonnées  rectangu- 
laires Ox,  Oj^,  Or:,  on  considère  le  paraboloïde  et  le 
cylindre  représentés  par  les  équations 


■  y^ —  -laz  :=  o, 
z'^  —  laz  =  o, 


où  a  est  une  constante  positive;  calculer  le  volume  de 
la  partie  du  cylindre  intérieure  au  paraboloïde. 

Ou  a  à  elleotuer  l'intégrale  double 


f       dz    I  \/iaz  —  x'^dx; 

en  la  calculant  d'après  les  méthodes  classiques,  on 
trouve  -  ?:«•'. 

9. 

Epreuve  puatique,  —  Une  surface  de  révolution 
engendrée  par  une  cyclolde,  tournant  autour  de  sa 
base,  est  représentée  par  les  deux  équations 

\/ x^' -r- y'^  ^=  \ —  cost<,         z  ^z  u  —  sin?i; 

calculer  les  aires  comprises  entre  les  parallèles  de  la 
surface  correspondant  aux  valeurs  suivantes  du  para- 
mètre u  : 

71        ir        71 

6        4         2 

On  a  à  calculer  l'intégrale  St:  /  sin'*  -  du^  en  prenant 
pour  limites  inférieures  et  supérieures 


Mécanique  bationnelle. 

Epreuve  écrite.  —   Un  point  pesant   est  attaché  à 
l'extrémité  d'un  Jil  inextensible  suspendu  à  un  point 


i 
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fixe  :  Irouvcf  La  courbe  sur  laquelle  le  fil  doit  s'enrou- 
ler,  pour  que,  dans  le  inoui^etnent  de  ce  pendule^  la 
tension  reste  constante.  Trajectoire  du  point  M.  Loi 
du  mouuentent . 

Eu  prenant  pour  axe  des  y  une  verticale  dirigée  vers 
le  bas.  désignant  par  a  l'angle  de  la  vitesse  avec  une 
horizontale,  on  a  pour  équations  du  mouvement 

m —7—'  =  1  snia,  ni  — r—  =  mg —  1  eus  a, 

dt^  ut- 

T  étant  une  constante.  Ou  déduit  de  ces  équations  l'équa- 
tion des  forces  vives.  De  plus,  en  les  combinant  après 

,             .           ,  .   ,.  ,                    .                               dy       dx 
les  avou'  multipliées  respectivement  par j-  et  -y-,  et 

en  désignant  par  r  la  vitesse,  l'on  a 

dx 
mv  —r-  =  rnsTCOST.  —  T, 
dt  °  ' 

et,  eu  combinant  cette  équation  avec  celle  des  forces 
vives,  l'on  a 

b  ,  -iingb  cos a.  d% 


(T— /«^cosa)2  (T  — w^cosa)3' 

les  équations  permettent  de  discuter  la  trajectoire  (jui 
est  comprise  entre  deux  horizontales  fixes  si  T  >  mg  et 
se  compose  alors  d'une  suite  de  boucles.  Si  T  <<  nig^  la 
trajectoire  se  compose  d'une  boucle  avec  deux  branches 
infinies  et  d'une  courbe  rappelant  une  hyperbole.  La 
courbe  sur  la(|uelle  le  fil  doit  s'enrouler  est  la  développée 
de  celle-ci.  L'arc  de  cette  développée   est  égal,  à   une 

constante  près,  à  y-;  on  déduit  de  là  facilement  les  diflie- 

'di 
rentielles  des  coordonnées  d'un  de  ses  points  par  rapport 
à   l'angle   a,  ce  (jui  permet  de   la  discuter.  Quant  à  la 
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nature  du  mouvement,  l'équation  des  forces  vives  uiontre 
que  la  vitesse  ne  peut  jamais  s'annuler. 

Nancy. 

Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Intégrer  y"'  -\-  j'  ^=  tgx. 

2°  Equation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 

3°  Lignes  de  courbure  de  la  surf  ace  engendrée  par 
les  tangentes  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  cir- 
culaire. Si  un  point  décrit  une  ligne  de  courbure  dif- 
férente des  génératrices  rectilignes,  l'un  des  centres 
de  courbure  principaux  correspondants  décrit  une 
ligne  géodésique  du  cylindre. 

Epreuve  pratique.  —  Aire  d'une  zone  de  parabo- 
loïde  de  révolution  comprise  entre  le  sommet  et  un  plaji 
perpendiculaire  à  l'axe.  Détermi/ier  ce  plan  de  façon 
que  l'aire  de  la  zone  soit  le  double  de  l' aire  latérale 
du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et  ré- 
soudre numériq uement  l'équation  trouvée. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  i^^  Q^uesûon.  Déte/niination  de 
la  densité  moyenne  de  la  Terre  et  de  la  constante  f  du 
système  solaire  au  moyeîi  de  la  balance  à  doubles  pla- 
teaux. 

Valeur  numériq  ue  de  f  :  i°  dans  le  système  G.  G.  S  ; 
2°  en  prenant  pour  unités  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil,  la  masse  du  Soleil  et  V année  tropique. 

2*^  Question.  On  considère  le  lieu  géométrique  des 
points  de  la  surface  terrestre  pour  lesquels  une  étoileF, 
se  lève  ou  se  couche  au  moment  oii  elle  passe  au  méii- 
dien  supérieur  à  I\anc^  . 
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i"  Equation  de  ce  lieu  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

2°  En  coordonnées  géographiques  {longitude  l  et 
latitude  o). 

3°  Distinguer  sur  le  lieu  les  points  qui  correspondent 
au  ley^er  et  au  coucher  de  l'étoile  E. 

On  connaît  le  grand  axe  ix  et  l' excentricité  e  du 
méridien  elliptique  de  la  terre;  on  connaît  aussi  la 
longitude  /„  de  Nancy  et  la  déclinaison  D  de  V étoile  E, 
Les  longitudes  seront  supposées  cofnptées^  à  partir  du 
méridien  de  Paris,  de  o°  à  36o''  vers  l'Est. 

Épreuve  pratique.  —  La  durée  de  la  rés>olution 
sidérale  de  la  planète  découverte  par  M.  TPitt,  le 
i3  août  1898,  est  de  642-', 08;  l'excentricité  de  son 
orbite  est  0,21 189. 

Calculer  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le  passage  de 
la  planète  à  son  périhélie  jusqu  au  moment  où.  son 
rayon  vecteur  est  perpendiculaire  au  grand  axe. 

Algèbre  supérieure. 

Épreuve  écrite.  —  i"^  Question.  Démontrer  que  la 
fonction 

0(U)  =   — €-<", 

oit  V  est  un  ar gurnent  constant,  satisfait  à  chacune  des 
équations  différentielles 

\-^, f         =pu^pv  -^-  p(u-^v),  =<2pU-\-pV. 

2*^  Question.  1"  Si  les  coordonnées  d'un  point  va- 
riable d'une  courbe  sont  définies  par  les  égalités 

\    p' a — p' V 

.r  =  - i-— ,  Y  —  pu—  p{u^v)., 

•1       pu  —  pv  ..Il 
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où  u  désigne  un  paramètre  variable  et  u  luie  constante^ 
montrer  que  V équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

et  que,  réciproquement^  on  peut  choisir  les  invariantes 
§2  ^t  g^  de  la  fonction  p  et  la  valeur  de  la  constante  v 
de  façon  que  les  coefficients\iX2^  7.3,  a.,  aient  des  valeurs 
dojinèes  à  l'avance. 

2°  En  supposant  que  Von  effectue  sur  x  une  trans- 
formation rationnelle  linéaire  qui  ramène  le  polynôme 
du  quatrième  degré  précédent  à  la  forme 

{\  —  x'^-){i  —  k^x"^), 

former  V équation  qui  donne  les  ^valeurs  de  ]<,  et  en 
déduire  les  valeurs  de  ce  paramètre  pour  lesquelles  les 
quatre  racines  du  polynôme  forment  une  proportion 
harmonique . 


Épreuve  pratique.  —  Réduction  à  la  forme  cano- 
?  Le  gendre  des  deux  intégrales 

r'^  dx  r"  clx 

I  =,  W2=       /  .  =• 
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Besançon. 
Analyse. 


Épreuve  écrite.  —  Un  angle  droit  OAIP,  dont  le 
côté  INIP  a  une  longueur  constante  a,  se  meut  de  telle 
sorte  que  son  côté  OM  passe  par  un  point  fixe  O  et  que 
le  point  P  décrispe  une  droite  fixe  Ox  passant  ])ar  O. 
Le  point   AI  décrit   alors   une  courbe  passant  par  O. 


(  ^3.   ) 
Evaluer  l  aire  comprise   entre   cette   courbe    et    une 
corde  OM,  faisant  t angle  a  avec  V axe  Ox.  Calculer 
le  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour 
de  Ox. 

L'aii'c  deinandéi;  a   nom'  valeur  — (  cola  -h  a '-\\ 

i  i\  1.) 

11  1  ;i  '  I  27i:a»(i  — sina)2 

le  volume  ueiiiande  a  ijour  valeur  rr-: • 

'  isina 

KiMiEUVE   puATiQUK.  —    i"   Sachant  (fuc  l' OU  (i 


X 

1 

X'^ 

1 

,3 

X 

arc  smx 

— 

I 

-4- 

■2 

T 

-+- 

1 

A 

5 

calculer  arcsiu:^  h  un  niillihme  près. 

2"  On  considère  l'hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments  engendré  par  un  point  d' un  cercle  de  rayon  -^ 
qui  roule  intérieurement  sur  un  cercle  de  rayon  i . 
Calculer  la  longueur  totale  de  cette  courbe  à  un  cen- 
tième près. 

Pour  la  première  question,  on  calcule  les  quatre 
premiers  termes  de  la  série  à  un  dix-millième  près.  On 
ajoute  et  on  laisse  de  côté  la  quatrième  décimale. 

Pour  la  seconde  question,  la  longueur  de  la  courbe 
est  "Y",  soit  5,33  avec  l'approximation  demandée. 

Caen. 

Calctl  dikfi:runtu:l  kt  intk(;i\.\i,. 

Epreuvf-:  KCRiTK.  —  I.  Trouver  V intégrale  générale 
de  V  équation 

d'^ z  dz  clz 

—  2  -; 7-    —  o: 


dxdy  dr  dy 

chercher .,  parmi  les  surfaces  représentées  en  coordon^ 
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nées  reclangulaires  par  cette  intégrale,  celle  qui  con- 
tient à  la  fois 

j  "  La  droite  a:  =  i ,  z  =  y  -f-  i . 

a"  Le  cercle  jk  =  o,  x-  H-  c-  —  ax  =  o. 

Equation  de  la  surface  -  = — — 

"^         y/a  27  —  X'         y  -^  ^ 

II.  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  quen 
chacun  de  leurs  points  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  aient  une  valeur  donnée  a  ;  quelle  doit 
être  la  forme  de  a  pour  que  Véquation  de  la  surface 
ne  dépende  que  des  fonctions  circulaires  ou  logaritli- 
miques?  Etudier  le  cas  de  a  =i  —  i . 

La  question  est  classique  :  l'intégration  n'amène  que 
des  fonctions  élémentaires  quand  a  est  l'inverse  d'un 
entier. 

Pour  a  =  —  I,  la  surface  est  une  alysséide. 


Épreuve  pratique.  —  Lntégrer  l'équation 

d'y  ^3^  +5^  -|_^f^    ,       d^y 
dx''        '    dx^  dx'^        ^  dx'*  dx^ 


rd^y       ^dy 


X  =(A  +  Ba7-f-  Ga72)e-^-t-  (D  -\-  Ex)co?,x 

X^  G — '■'" 

-t-  (F  -4-  Gi!7)sina?  -H  a?3 —  (Sx''--\-^x 
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Clermont . 
Analyse. 


Épreuve  écrite.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la 
polaire  d'un  point  M  de  la  courbe  par  rapport  à  un 
cercle  donné  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  au  point  M;  en  second  lieu,  telles  que  la  polaire 


(  '^'^'^  ) 

d'un  point  M  par  rapport  à  un  cercle  donné  divise  le 
rayon  de  courbure  du  point  M  dans  un  rapport  donna. 

Epuetj  VE  PRATIQUE.  —  Cululer  à  Yâhû)  P''^^  ^"-  valeur 
de  l'intégrale  déjinie 


s: 


e—^^dx. 


MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  L'extrémité  A.  d' une  barre  rec- 
tiligne,  homogène,  pesante^  glisse  sans  frottement  sur 
un  plan  horizontal.  Trouver  le  mouvement  de  cette 
barre.  Calcul  de  la  réaction  en  A. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  Paire  plane 
homogène  ASEB  limitée  par  un  arc  SE  de  parabole,  la 
partie  x\S  de  l'arc  qui  iia  du  sommet  à  la  directrice, 
une  portion  AB  de  la  directrice  et  la  parallèle  RE  à 


l'arc.  Calculer  les  distances  du  centre  de  g/ entité  de 
l'aire  aux  droites  AS  et  AB,  ainsi  <pie  les  moments 
d'inertie  de  cette  aire  par  rapport  aux  droites  AS 
et  AB  en  supposant 

AS  =  4"t         BIî^  =  Hf  '         Densité  de  l'aire  =  i . 
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Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Assigner  les  valeurs  des  con- 
stantes a.  />>,  c  pour  Lesquelles  il  existe  quelque  surface 
jouissant  de  la  propriété  que  sa  normale  au  point 
(x,  y,  z)  passe  toujours  par  le  point  (ay,  bx^  cz)  't  for- 
mer l'équation  générale  de  ces  surfaces  dans  r hypo- 
thèse c  ^  i^  et  examiner  le  cas  oii  l'on  a  c  =  i . 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Deux  tiges  articulées  AB,  AC 
homogènes,  pesantes,  sont  assujetties  à  rester  dans  un 
plan  vertical  sans  frottement.  Les  extrémités  libres  B 
et  C  glissent  sans  frottement  sur  une  horizontale. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  déflation  pro- 
duite par  la  force  centrifuge  composée  due  au  înouve- 
ment  de  rotation  de  la  Terre  clans  la  chute  d' un  corps. 

Données  : 

Hauteur  de  chute 5oo™ 

Accélération  de  la  pesanteur . . . .  9,8088 

Latitude 48"  5o'  1 1" 

Durée  du  jour  sidéral 86164  secondes  de  temps 

moyen. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Etablir  la  fonction  de  s  qui 
représente  la  probabilité  pour  qu'une  erreur  soit  com- 
prise entre  o  et  s.  Définition  de  l'erreur  moyenne,  de 
l' erreur  probable. 

Epreuve   pratique.  —  Evaluer  la  probabilité  pour 
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quiine  erreur  soit  comprise  eiilre  zi=  a,    y.   é/ant  égol 
aux  -pjj  de  l'erreur  probable. 

On  sait  que  l'erreur  probable  /,  et  la  constante  h 
sont  liées  par  la  relation  hr^  =  0^4769363. 

Grenoble. 

C.VLCl'L    DIFFÉRENTIEL   ET    INTEGRAI-. 

Epreuve  écrite.  —  Une  surface  réglée  S  est  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  droite  G  qui  se  meut 
d'une  façon  déterminée  en  rencontrant  constamment 
une  courbe  directrice  D,  et  l'on  demande  quelle  con- 
dition doit  être  remplie  pour  que  la  courbe  D  soit  la 
ligne  de  striction  de  la  surface  S!.  On  détermine  la 
nonnale  à  la  surface  5  en  un  point  de  la  ligne  D. 

Montrer  que,  dans  le  cas  où  la  droite  G  rencontre 
constamment  la  courbe  D  sous  un  angle  constant,  cette 
courbe  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface  ^. 

Application.  —  Un  cercle  étant  do7iné,  trouver  une 
surface  réglée  dont  ce  cercle  soit  la  ligne  de  striction, 
les  génératrices  rencontrant  cette  courbe  sous  un  angle 
constant. 

Épreuve   pratique.  —  Calculer  l'intégrale 
m  et  a  étant  réels  et  positifs. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  non  pesant  iM, 
mobile  sans  frottement  sur  un  paraboloïde  de  révo- 

lution  dont  l' équation  r  ^^  '■ —j  est  soutins  à  V ac - 
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lion  d'une  force  parallèle  à  Or  et  fonction  connue  de 
la  distance  r  du  point  au  plan  tangent  au  sommet 

Z  =  inf(  r)  (m  masse  du  point) 

1°  Troui^er  le  mouvement  du  point,  la  projection 
de  sa  trajectoire  sur  le  plan  xy,  et  la  réaction  de  la 
surface  ; 

•1°   Traiter  complètement  la  question  quand 

Z=--^-,     (!J^>o); 

3"  Déterminer  la  fonction  f{r)  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  disposer  des  données  initiales  de  façon  que  la- 
réaction  soit  constamment  nulle. 

Epreuve  PRATIQUE.  —  Un  tétraèdre  ho?nogène O ABC, 
de  densité  p,  est  tel  que  le  trièdre  O  est  trirectangle 
et  les  trois  arêtes  OA,  OB,  OC  sont  égales  à  une  même 
longueur  a.  On  prend  les  trois  droites  OA,  OB,  OC 
pour  axes  xjr  et  Von  demande  : 

1°  De  former  les  sommes  "^mx-,  ^my-,  Iiiur-,1imyr, 
Hmrx,  ^mxy,  m  étant  un  élément  de  la  masse  du 
corps  au  point  xyr  \ 

2°  Ecrire  V équation  de  l'ellipsoïde  d^ inertie  du 
corps  relativement  au  point  O  par  rapport  aux  axes 
xyr; 

3"  Rapporter  cet  ellipsoïde  à  un  système  d'axes 
principaux  d'inertie  et  trouver  les  valeurs  des  mo- 
m  en  ts  principaux . 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  — Etablir  les  formules  des  correc- 
tions de  parallaxe  : 

i"  Pour  les  coordonnées  équatoriales; 
2°  Pour  les  coordonnées  azimutales. 
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Épreuve  pratique.  —  Étant  donnés  les  trois  côtés 
a^  Z>,  c  dun  triangle  sphérique,  calculer  les  angles  A, 
B,  C  et  les  variations  qu'éprouvent  les  angles  A,  B,  C 
quand  les  côtés  éprouvent  des  accroissements  o a,  ob, 
oc. 

Données  numériques  : 

a  =  I  i3''2'5G",64,  b  =  87,"-2()'  -iS", /\o,  c  =  74''54'3i",  oG. 


SOLITIO^'S  DE  QIJESTIOXS  PROPOSÉES. 


Question  1789. 

(1898,  p.   148  ) 

Les  cordes  communes  à  l'ellipse  et  à  ses  cercles  oscula- 
teurs  en  deux  points  conjugués  se  rencontrent  sur  une 
courbe  avant  même  aire  que  Vellipse. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-F.\rny. 

Soient  x  =  acos<a,  y  =  ôsincp  les  coordonnées  d'un  point  P 
de  l'ellipse.  La  corde  commune  à  l'ellipse  et  à  son  cercle  oscu- 
lateur  au  point  P  coupe  la  conique  en  un  second  point  P'  de 
coordonnées  a-^acosSo,  j>' =  —  ôsinScp.  conséquence  d'un 
théorème  bien  connu  sur  la  somme  des  angles  excentriques  des 
points  d'intersection  d'un  cercle  avec  une  ellipse. 

La  corde  PP'  aura  donc  pour  équation 

bxco^^  —  o/sintp  =  «ôcosaç. 

On  trouvera  la  corde  correspondant  à  un  point  conjugué  de  P 
en  remplaçant  o  |iar  j^a  -i-  ©,  d'où 

6uFsino  -I-  oj'cosc)  =  «ècosa'i. 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  de  coordonnées 

X  =  a(costi>  -T-  sino)cosvio. 

y  —  6(cos'j  —  sin  !i)cos2o. 
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Pour  évaluer  la  surface  limitée  pour  celte  courbe,  utilisons 
la  formule 

d'où  après  quelques  réductions 


cof.'^'jLO.do 


=^  lah  j      cos-    o .do  =  abiz. 


Question  1791.  y^ 

(1898,   p.  195.) 

Dans  un  quadrangle  quelconque  ABGD,  soient  : 
a  le  cercle  passant  par  les  projections  de  A  sur  les  côtés 

du  triangle  BCD; 
P  le  cercle  passant  par  les  projections  de  B  sur  les  côtés 

de  GDA; 
Y  le  cercle  passant  par  les  projections  de  G  sur  les  côtés 

de  DAB  ; 
0  le  cercle  passant  par  les  projections  de  D  sur  les  côtés 

de  ABG. 

Démontrer  que  les  cercles  a,  jiJ,  Yj  o  passent  par  le  même 
point,  qui  est  le  point  commun  aux  cercles  d'Euler  des 
triangles  BGD,  GDA,  DAB,  ABG.  (G.  Gallucci.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Le  théorème  proposé  est  une  conséquence  directe  des  deux 
propositions  bien  connues  : 

1.  Les  projections  orthogonales  d'un  point  quelconque  d'une 
hyperbole  équilatère  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  déter- 
minent une  circonférence  qui  passe  par  le  centre  de  la  courbe 
(voir  Nouvelles  Annales,  S^  série,  t.  IV,  p.  525). 

i2.  Le  lieu  géométrique  des  centres  des  hyperboles  équila- 


(   ^-3;;  ) 
léres  circonscrites  à  un  triangle  donné  est  le  cercle  d'Euler  de 
ce  triangle. 

Les  huit  circonférences  proposées  se  coupent  au  centre  de 
l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au  quadrangir  ABCD. 

Question  1792. 

(  I8!)8.  p.   195.  ) 

Démontrer  la  formule 

où   C'in   désigne   le   nombre   des   combinaisons   simples   de 
m  lettres  A  à  A.  (A.  G.vzamiax.) 

SOLUTION 
Par  IM.  A.  Droz-Farny. 

Un  a  la  relation  bien  connue 

r'>.  _  f  A-i   _,    ni 

En  faisant  varier  X  de  o  à  A-  on  a  la  suite  d'égalités 

g;„   =i      -4-g;„_,, 

r. 2     —  ri      -u  r 2 


nk-      f/.-!   _,    nk 

Additionnons  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  ( —  1)",  ( —  i)',  (  —  )2,  .  . .,  ( —  i/'":  on  a 


QIESTIONS. 


18r>0.  Sf)ienl,  dans  la  cirronfcronce  circonscrite  au  triangle 
ABC,  a,  jB,  Y  'es  points  diamétrairment  opposés  aux  sommets 
\,  R,  C  : 


(  ^-4o  ) 

Py  coupe  AG  et  AB  en  l  et  l' ; 
ay  coupe  BA  et  BC  en  m  et  m'; 
c(j3  coupe  GB  et  GA  en  n  et  n'. 

On  mène  /Oj,mOi,  /tOi  respectivement  perpendiculaires  à 
GO,  AO,  BO,  de  même  /|  O2, /«j  O2,  «i  O2  respectivement  per- 
pendiculaires à  BO,  GO,  AO. 

Démontrer  que  : 

1°  Les  trois  droites  lOi,  niOi,  «Oj  se  coupent  en  un  même 
point  Oi  ; 

1°  Les  trois  droites  /1O2,  niiO-i,  «lOs  se  coupent  en  un 
même  point  O2  ; 

3°  Les  trois  points  O].  O,  O2  sont  en  ligne  droite  et 

001  =  002; 

4°  La  droite  O1O2  est  parallèle  à  la  droite  de  Brocard  du 
triangle  ABG.  (A.  Droz-Farnv.) 

185L  Soient  ABG  un  triangle  et  S  une  conique  circonscrite 
donnés. 

Les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A  ren- 
contrent, pour  la  seconde  fois,  2  en  a  et  a'.  Les  cordes  aa', 
PP'j  TT'  se  coupent  en  un  même  point  P. 

Si  la  conique  2  passe  par  un  quatrième  point  fixe  D,  quel 
sera  le  lieu  de  P  pour  toutes  les  coniques  du  faisceau  ABGD? 

(A.  Droz-Farnv.) 


ERRATA. 


3*  séi'ie,   Tome  XVIII,  1899,  p.  58o,  dernière  colonne,  biffez  1790 
{voir  même  t.,  p.  53j). 

Page  figi,   deuxième  colonne,  ajoutez  à  sa  place  alpliabétique 
C.  Servais,  532. 

Tome  XL\,  1900,  p.  53,  lignes  4  et  suivantes,  au  lieu  de 

p  -\-  q  cos<î>  =/*  =  /^iSintp, 
lisez 

p  +  q  cos<î>  =  p  ==/7iSin<I', 

cl  corrcclions  analogues. 


(  ^^4.  ) 


DELVIÈME  COXCOLRS  «ES  «  \01VELLES  AWALES  » 
l'OlU  1900. 


Sujet. 


Les  axes  Ox,  Oy,  (J  r  élant  supposés  reclangii- 
laires,  on  donne  dans  le  plan  yOx  le  cercle  (C) 
el  la  droite  (D)  définis  par  les  équations 


(G) 


y- 


z- —  c  -  =  o, 
;:  —  c      =  o. 


puis  on  considère  une  hyperbole  équilalère  (H) 
située  d(ins  un  plan  (II)  (  fig-  i)  passant  par  Or 


Fis.  >■ 


et  dont  les  sommets  réels  A  et  A'  sont  situés,  le 

premier  sur   la  droite   (D),    le   second  sur  le 

cercle  (G)  {le point  K'  étant  distinct  du  point  G). 

i"   Lorsque  le  plan  H  tourne  autour  de  Or, 

Ann.  de  Matlii-mat.,  3*  série,  l.  \I\.  (Juin  lyoo.)  iG 


(  M-^  ) 

l'hyperbole  (H)  engendre  une  surface  du  troi- 
sième ordre  (S)  tangente  au  plan  des  xy  tout  le 


long  de  l'axe  Ox. 


1°  On  considère  une  droite  variable  (A)  assu- 
jettie à  s'appuyer  sur  Ox  et  sur  la  droite  (D),  et 
le  point  M  {fig.  2),  non  situé  sur  Ox  ou  sur  (D), 


intersection  de  la  droite  A  et  de  la  surface  cu- 
bique (S). 

Montrer  que  les  coordonnées  du  point  M  s'ex- 
priment rationnellement  en  fonction  des  deux 
coordonnées  variables  du  point  ui,  trace  de  la 
droite  A  sur  le  plan  z  =^  2.c. 

3°  Quand  le  point  M  décrit  la  section  de  la 
surface  (S)  par  un  plan  (P),  le  point  \l  décrit 
une  cubique  (F)  quand  le  plan  (P)  varie,  la 
cubique  (F)  passe  par  six  points  fixes  qui  sont 
les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

4°  Trouver  toutes  les  droites  tracées  sur  la 
surface. 

^°  Quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  sur- 
face (S)  de  façon  que  le  plan  tangent  en  M 
passe  par  un  point  fixe  de  l'espace,  Q,  le  point  \x 
décrit  une  conique. 


(  M'»  ) 

Où  doit  se  IfoiiKCi-  le  poinl  Jl.rc  pour  (iiic  celte 
conique  se  décompose  en  deux  droites  ou  se  ré- 
duise à  une  droite  double? 

Que  peut-on  conclure  de  là  pour  le  cône  cir- 
conscrit à  Ici  surface  (S)  et  dont  le  sommet  est 
le  poinl  Q? 

()"  Étudier  le  lieu  du  point  M  quand  le  poinl  \x 
décrit  une  droite  située  dans  le  plan  z  =  -ic. 

Conditions. 

Le  CoiKours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles ylnnales  de  iMalhéniul i(pics. 

Le  in(!illeur  INIénioire  <'uvoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  j)ro(it  de  l'auteur  : 

i"   A  un  crédit  de  i  oo''  d'Ouvrag(^s  à  cijoisir  dans  le 
Calalogue  d<*  ^L  (iaulhier-Villars; 
•j."  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"   A  un  tirage  à  part  giMluil  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
AVANT  LT,  i5  i\ovi:mbuk  I  ()oo,  terme  d'ahsolue  rigueur. 

I^es  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  Tanonvine. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  iNlémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  <;l  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
<Mi  question  ne  seront  ouv(;rts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i  .">  novembre  et  après  le   |ugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'(;st  fixée  (piaiit  à  l'étendue  des  .Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  jugesdu  (Concours,  (chacun  comprendra  du 


(  AA  ) 

resU;  que  l'insertion   d'un  Travail    trop  étendu   serait 
nialériellenient  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  décembre  1900,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Tlédacliou  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  RÉDACTEuns. 


[Klc] 

POIR  L4  GÉOMÉTRIE  RECETTE  ; 

Par  m.  Giacomo  GANDIDO,  à  Fisc. 


Cette  Note  est  une  continuation  d'un  précédent   ar- 
ticle (  '  )  ;  pour  abréger,  je  ne  reproduirai  pas  les  formules 


(')   Formules  pour  l'étude  d'une  figure  remarquable  (N.  A. 
1899,  p.  3i). 


(  Mo  ) 
(jue  j'y  ai  iiKli{|iiées.  Jeu  ai  ajoulé  cl  autres,  quelques- 
unes  tirées  lie  l'article  de  M.  le  professeur  Ferrari  (men- 
tioiHu;  loc.  cit.)]  et  d'autres  qui  résultent  de  la  combi- 
naison de  celles-ci  et  de  c(dles  trouvées  par  moi  dans 
l'article  dont  je  viens  de  [)arler. 

Voici  les  matières  qui  y  sont  développées  : 

l*oint  de  Lenioine  et  sa  généralisation,  indication 
sur  le  cercle  de  Lemoine;  angle,  point,  cercle  de  Bro- 
card; tliéorèine  d'où  découle  comme  cas  j)articulier  le 
point  de  Gcrgonne;  quelques  points  qui  proviennent 
d'un  théorème  de  iM.  Terquem;  formules  générales  sur 
le  triangle  podaire  et  sur  le  triangle  pédal  d'uu  point, 
et  ([uelques  observations  pouvant  être  d'une  certaine 
utilité. 

Les  formules  fondamentales  dont  je  me  suis  servi 
peuvent,  à  mon  avis,  rendre  des  services  dans  les  (|ues- 
tions  de  (iéométrie  récente. 

Indiquons  par  x,  y,  z  les  distances  de  P  à  a,  ^,  c, 
respectivement;  on  a  alors 


z  :=  AP  siiiO  — 

y  =  AFsin(A— 6)  = 
^=CPsin3 

X  ^  GPsin(G-;)  = 
X  —  BP  sino  = 

z  =  BPsiiKB  —  o)  = 


b[>  ;-in  A  ^{\  -^ p){b^p  -+-  c^)  —  a^p 


(i  4-yj  -^ pq)  /6"^/>2 -4- c2 -H  aôccosA 

c  sin  A  v/(i  -ir- p){b'^p  -f-c^)—  a'^p 

l 

-^  p-r-  /nj  )  ^O-p^  -h  c^  -\~-2  bc  cos  A 

rtmsinC  \/( n-  /n  ) f  a* /n -t-  6^  )  —  /ne* 

( 

-i-  ni-\-  nip)  \^a^m^  -+-  6-  -H  labin  cos  G 

b  sin  C  v/(i  -f-  ni){a^ni  -4-  b-)  —  me* 

( 

-i-  ni  -h  mp)  y/a*  /«*  -+-  b'^  ■+-  labm  cos  G 

cq  siiiB  ^{\-^q){c^q-\-a^)—b'^q 

( 

-f-  <7  -f-  niq  )  s/c'^q^-\-a^  -h  lacq  cosB 

rt  sin  B\/(i  -+-  q)iqc^-\-  a*) —  b^q 

{l-r-  q  -h  mq  \  sjc^q'--^  a*  --  lacq  cosB 


(  246  ) 

Supposons   mainleManl  qu'on  demandt;   (jucUes    sont 
les  valeui's  de  m,  /;,  y  pour  lesquelles  ou  a 

x  =  y  =  z. 

Egalisant  alors  deux  à  deux  les  valeurs  de  x^y^  z  que 
nous  avons  données,  on  a 

/>/>  sin  A  =  c  sin  A,        «//i  sin  C  =  6  sin  G,        ^c  si»  B  =  a  siii  B, 

d'où  Ton  tii'e 

c  b  a 

^        b  a  *        c 

On  voit  touL  de  suite  que  dans  ce  cas  le  point  P  esl 
le  centre  du  cercle  inscrit. 

Supposons   qu'on    demande   (jue   le   point    P   soit  tel 

qu'on  ait 

ax  ^=  by  =  cz, 

alors  répélanl  la  inèiue  opération  que  ei-dessus,  on  a 

pbc  sinA    =  ôcsiiiA, 
>nab  sin  G  =  ab  siii  G, 
fjl ac  s\nB    =acsinB, 
d'où  Ton  lir-e 

m  =  p  =  c/  =  i , 

et  h;  point  demandé  est  le  bar)  centre  du  triangle. 

Supposons  encore  que  l'on   veuille  savoir  quel  esl  le 
point  pour  lecjuel  on  a 

X        y        z 
a         b        c 

il  résulte  loupjuis  de  nos  formules 

f)        c  Ci         b  c         a 

^    c         b  b         a  a         c 

d'où 

c-  l>-  a- 

n  =  -j-,  1)1=  ^,  fi  —  -- , 

'  b-  a-  C' 


(  '^47  ) 
et  Ir  point  demanda  est  précisément  le  point  de  Le- 
moine. 

Enfin  supposons  qu'on  demande  les  valeuis  de  ///,  /^, 
ç  pour  lesquelles  on  a 

a:      _      X      _     xî 

alors 

h'i  c"  a« 

Ce  point  a  été  étudié  par  MM.  G.  Lonjj^clianqis,  Thirj, 
Lugli,  etc.;  nous  l'indicjuerons  par  K„. 
La  formule  du  professeur  Ferrari 

(B)     PO     =  — ^ > '- — -^ / ^ — ^^ '"y 

^     ^        ^  i-h  m  -i-  niq  (  i  -+-  /«  -4-  mp  Y 

que  le  lecteur  inler[)rétera  aisément,  permet  d'établir 
l'existence  du  cercle  de  l>emoine;  on  peut  voir,  pour 
le  développement  de  ces  idées,  le  beau  iMémoire  de 
M.  Thirjdéjà  cité.  On  observera,  en  outre,  (pui  la  for- 
mule (B)  comprend,  dans  sa  généralité,  des  résultats 
obtenus  pour  le  calcul  des  distances  particulières. 

2.   Construisons  par  nos  formules 

tang;  =  tangO  =  langtp  =  laiigto; 
on  a 

bp  s'inX       _       c<7sinB       _       ani  sinC       _ 

c  -h  bp  cosX        a -^  cq  cas  b        b  -h  a/n  co-sC  ° 

On  a  alors  aussi  l'étpialion 

/  (  eut  eu  —  col  A)  (col  10  —  col  fi)  (col  co  —  col  G) 


d'où 


sin  A  sin  B  stnC 

a» -1-62  ■ 


coloj  =  col  A  ■+-  col  B  M--  col  G  = 


4s 


(  M8  ) 
De  (i),  subsliluant  la  valeur  trouvée  pour  langw, 


?  = 


a  sinC(^cotA  -i-  colB) 

c 
6  sin  A  (cot  B  -\-  rot  G  ) 

a 
c  sinB(cot  A-i-  cotC) 


d'où 


b"^  C2  «2 

c-  a-  b- 


Nous  indiquerons  par  i\  le  point  déterminé   par  ces 
valeurs  de  ///,  /;,  q. 

Construisons,  de  même, 

tang(  A  —  Oj  =  tang(B  —  !f  )  =  tang(G  —  X.)  —  lang  lo'; 

on  obtient 

,    ,  csinA  «siiiB  6sinG 

(2)        j r-   =    r;   =   —7 p    =  tailgto  , 

d'où  résulte  une  équation  identique  à  (i'),  et,  par  suite, 

-«- 
(3  )  cotw  =  cotai   =  S  cot  A  =  — 

^    '  4* 

Le  point  déterminé  pai-  les  valeurs  de  ///,  /?,  q  indi- 
quées dans (a) sont 

//j  =  -  sin  G(cot  A -f- colB), 


p  =  —  sin  A(cot  B -f- cot  G), 

<]  =  -  si  nB  (cot  A  -i-  cot  G), 
d'où 

C2  fflî  b"- 

(I-  '  b-  ^         c^- 


(  249  ) 

Nous  iudiquei'Oiis  pai-  iï  K*  point  déU'rmiiié  par  ces 
valeurs  de  m,  p,  ç. 

L'angle  m  indiqué  dans  (3)  est  l'angle  de  lîrocard. 

Les  deux  points  Q  et  Q'  sont  les  points  de  Brocard. 

Au  moyen  de  la  formule  (B)  et  en  tenant  compte  de 
re  qu'on  a  trouvé  auparavant,  on  calcule  lacilement  les 
distances  UKj,  Olî,  Kaii,  où  O  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle;  K2  et  Q  sont  respectivement  les 
points  de  Ijcmoine  et  de  Brocard.  Ou  a 

Ôk"2"=  R2(i  — 3tang2{o), 

iikj   =4R''sin2co  —  3R-lang-to, 
-—-2        ^,       a-^b^c^ 

d'où  1  ou  tire 

OK2"  =  liKî'  +  Oii", 

et  de  là  on  conclut  que  : 

Le  point  ù  se  trouve  sur  le  cercle  qui  a  pour  dia- 
mètre OK2. 

Par  analogie,  on  démontre  que  O'  se  trouve  sur  la 
même  circonférence. 

La.  circonférence  sur  lut/uelle  se  trouvent  Q,  il' ,  Ko, 
O  est  celle  qu'on  appelle  circonférence  de  Brocard. 

3.   Proposons-nous  le  problènu,'  suivant  : 

Quels  sont  les  points  tels  que  les  droites  qui  joii^nent 
leurs  projections  sur  les  cotes  avec  les  sommets  du 
triangle  soient  coucou/ antes  ? 

De  nos  formules  on  déduit,  en  indi(|uanl  par  P„,  P^, 


(     20O    ) 

Pg  les  projections  de  P  sur  «,  b,  c  respeclivement 


131  /,  =     .  — ^ 

\ C^q--^-  a'^-h  lacq  cosb 


PaG 

GP/, 
PbA  = 
APc  = 

PrB  = 


}  -h  q  -+-  mq 
im  -\-  b  cosG  v^(i  -\-in)(a^  m-{-  b^) —  mc'^ 


\/a-^  m^ -h  b^  ^  lacq  cosB  i -i- m -h  mp 

b  -h  am  cosC  v/(i  -i-  ni){a'^in-^-b^) —  nic^ 


v/«"^m2  +  6^-1-  "iacq  cosB 


I  -h  m  nip 


bp-hccos\  \/{i-\-  p){b^ p^->r- c'^)  —  a'^p 


[/b'^p^  -+-  c2  -H  2  bcp  cos  Â 


i-\-p  -\- pq 


6/7 -H  c  cos  A  \/{i-^  p){b-  p'^-^  C-)  —  a- p 

^1-2 p-i^  c-i^ibcp  cos  V  ^-^P+P9 

cq  -h  a  cos  B  \/{i  -^  q)  {c^q  -+-  a^)  —  b'^  q 


\/c^q'- -\-a'--\-2.acq  cosB 


l-^  q  -+-  mq 


Puis(jue  APrt,  BPrt,  CPc  concourent  en  un  point,  on 
doit  avoir 

t'<juation  qui,  par  les  lormules  précédentes,  devient 


(a)     rt( 6-/>  )  (cosB  cosG  —  cosA) 


-h  b  l ^'^J  )(  cos  A  cos  G  —  cos  B  ) 

+  c  ( a- ni  )  (cos  A  cosB  —  cosL)  =  o, 


et  aux  valeurs  de  lu,  />,  q  qui  satisfont  à  cette  équation 
correspond  un  point  demandé. 


j  ,  ,  ■  /     \  ,    -r  '  f^  C  " 

L  ecpiation  (a)  est  veiiliee  pai-  -  =  77i,  -r  =  /;,  -  =  </, 


(  2ÔI  ) 

<e  qui  nous  doimc  (Oiiinic  point  V  le  jxmiiI  de  (icr- 
gonnc. 

On  peut  dire  la  niènio  chose  du  point  conjugue  isolo- 
nii(juede  l*.  Le  point  de  Gergonne  [)eut  s'obtenir  encore 
d'une  autre  nianièic,  (pie  nous  indiquerons  brièvement. 

Le  théorème  suivant  (;st  bien  connu  {*  )  '■ 

Eli  joignant,  un  point  T,  aux  sommets  d'un  tri- 
angle, le  cercle  qui  passe  par  l<\s  trois  points  T,^,  T,i, 
r ic  déterminés  sur  les  cotés  «,  h,  c  par  les  droites  A l\^ 
lîr,,  CT,  coupe  les  côtés  en  trois  autres  poi/its  T-^ai 
Tjô,  Toc  ff^l'^  'pic  l<'-^  droites  qui  les  joignent  aux  som- 
mets opposés  sont  concourantes  en  un  point  T^. 

Nous  app(;ilerons/-'o///^.s-  de  Teiquem  les  pointsT,  ,T... 
Relativement    à    ces   points,    indiquons   le,   lliéoième 
suivant  : 

Si  le  point  T|  est  délernnné  par  les  rapports  ni,  p, 
y,  le  point  To  est  déterminé  par  les  rapports 

a-  b- p         c'-/>(/ 


, 

1  -i-  ni 

l^p 

\-^CJ 

«2 

b-^p 

c-ipq' 

1  -+-  m 

l-T-p 

i-^q 

b^- 

c-q 

a-  niq 

p'= 

n-/? 

l^CJ 

I  -h  ni 

b'-     ^ 

c'-cj 

a-  niq  ' 

J^p 

i^(j 

1  -\-  m 

c2 

a^ni 

b'^nip 

7'  = 

1-+-^ 

1  -t-  m 

I  +  /J 

r- 

a'^  ni 

/>2  mp 

<[         i  -{-  m         I  —  /> 


JNous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  pro- 
position. 

(' }  .V.  A.,  f).  ',.'■•■•   >'^i! 


(   25?.  ) 
Si  l'un  des  points  de  Terquem  est  le  barycentre,  on  a 
ilors  m  =z  p  ^  q  z=^  i  ;  et,  en  correspondance, 

a^—b'^-ifC-        ccosB  ,      b^- —  c^ ->r- a-        «cosC 


a'--T-  ù- — 6-        6cosC  b- -{- c-  —  a^        ccosA 

,_  c^ — a--h  b'  _  6cosA^ 
c'--r-a- — b-        acosB' 

on  voit  que  le  second  point  de  Tercjueni  est  l'ortho- 
centre  du  triangle.  Au  moyen  des  formules  établies  dans 
les  paragraphes  précédents ,  on  trouve  même  le  cas 
où  m'=  771, /?'=  ^,  q'^q,  ou  bien  le  cas  où  les  deux 
points  de  Terquem  sont  coïncidents,  et  de  cette  manière 
on  a  de  nouveau  le  point  de  Geigonne. 

A.    Surface  t  du  triangle  pédal  du  point  P.  —  Par 
nos  formules,  on  a 


PE=: 

PF  = 


mq\/{i-\-q){c^q  ■+-a^-)  —  b^q 

{l'^q){l^q^mq) 

nip  v/( I  —  m){a- m -+-  b'^)  —  c^ni 


(  I  -f-  771  )  (  I  -H  /7t  -f-  nip  ) 
sin  EPD  =  sin9  cos(  B  —  'f  )  -^  cosO  sin  (B  —  cp), 
sin  DPF  ^  sin;  cos(A  —  G)  H-  cos;  sin  (A  --6), 
sin  FPE  =  sin(ï!cos(G  —  ;  )  -;-  cos'^  sin(C  —  ;). 

De  celte  manière,  on  connaît  tous  les  éléments  néces- 
saires pour  le  calcul  de  la  surtace  t;  calcul  que  nous 
omettons,  pour  abréger,  et  qui  donne  la  formule  très 
simple 

2  S 

5= ^ ( 9. S  =  surface  du  trianqle  ABC). 

^\-^P){\-^  m){\~-q) 


(  -^;>  ) 

Si  le  point  P  est  le  poiiil  K„,  on  a 

9.Sa"b"c" 


(a"  -~  b"  }{a"-h  c"  )  (  6"  -f-  c"  ) 


Observons  paiiiculièreiiu-nt  que  de  cette  formule  on 
déduit  (jue  :  Les  surfaces  des  triangles  pédals  (')  des 
points  de  Leinoine  et  de  Brocurd  sont  données  j>or 
runiffue  formule 

De  la  formule  générale  qui  donne  a-,  on  déduit  que 

La  surface  t,  du  triangle  pédal  du  point  isotondque 
du  point  P  est  précisément  t. 

O.  Surface  Sy,  du  triangle  podairc  du  point  V.  — 
De  nos  formules  (A),  ou  déduit  aussi  la  surface  du  tri- 
angle podaire  du  point  P,  (jui  est  : 

_      /)S[(i-4-/?)(62/j-i- c2)  — «2/)]  sin^A 
''~  (i  -+-/)  -f-/?5')2  (ô^jD^H-  c^-H  ibcp  cosA) 

mS[(i-t-  m)(a^m-h  b^)  —  mc^]  sin^B 


(i  -{-  /w  -H  mp)^  (a'-ni^-+-  b'^-\-  "iabni  cosC  ) 
(i  -f-  m  -f-  mqY  (c-q"^-^  a--*-  lacg  cosB) 
Si  le  point  P  est  le  barycentre  du  triangle,  on  a 

_   S(rt2^62-4-c2) 

^"~  (6R)2 

Si  le  point  P  est  1<*  [)oint  de  Leuioine,  on  a 

S  '■'^' 


(«*-f-62-+-C«)î 


(')  Triangle  obtenu  on  joipnnnt  doux    ;'i   <loii\    les  pircis  cir  trois 
cérienries  coiicouraiiles. 


(  ^54  ) 
G.  Remarque.  —  Il  faut  observer  fjne  rintcrprétalion 
géométiique    de    quelques    iJentilés    algébriques    entre 
les   m,  /?,    q   est   parfois   utile.  Nous  eu  donnerons  un 
exemple  :  On  vérifie  aisément  l'identité 

(IN  "^P  ,  /"7  .  "'7  _, 


I  M-  m  H-  mp        i-^-  p  -h  pq         1  -H  ^r  -4-  mq 

L'interprétatiou  géométrique  résultant  de  nos  formules 
est  la  suivante  : 

Si  trois  droites  tirées  par  les  sonunets  (V un  triangle 
se  coupent  en  un  inêtne  point  P,  on  a  la  relation 

DP        PR        PF  _ 
ÂD  "^  HË  "^  CF  "  ' ■ 

De  la  relation  (I),  ou  déduit  aussi  les  auti-es  identités 
algébriques 


(H) 
(IIJ) 


mp         i  ^ p  -\-  pq         I  -h  ^  -f-  mq 

r  .  9 


1  -f-  m  -H  mp         l  -\-  p  -^  pq         i  -f-  7  H-  pq 
qui,  sommées,  donnent 

\-{-  m  ^  -^  P  '  "•"  7 


I  -t-  /n  -j-  mp        ^  -^ P  -^  P<1         i  -\-  g  -h  mq 


=  2, 


relation  dont  l'interprétation  géométricpie  est  la  sui- 
vante :  Si  trois  droites  menées  par  les  sommets  d'un 
triangle  se  coupent  en  un  point  P,  on  a  : 


AP        BP        CP  _ 
AD  ^  BÊ  "^  GF  "  ^" 


Comme  on  le  voit,  les  trois  identités  (J),  (U),  (III)  se 
déduisent  les  unes  par  les  autres;  mais  il  y  a  [)lus  :  Si 
Tune  de  ces  identités,  par  exemple  (III),  appartient  au 


(  255  ) 
poinl  P,  alors  une  (Kî  celles  qui  l'esleiil,  et  en  ce  cas  la 
relation  (II),  appartient  au  point  conpigué  isotomique 
de  P.  C'est  ce  que  le  lecteur  vérifiera  aisément. 


[F8f]  [Hlld] 

E\I'OS1TIO\  (iÉOMÉTRlOlE  ÉLÉMEM AIRE  DE  OIELQLES 
PROPRIÉTÉS  FO\D\ME\rALES  DES  FO\CTIO\S  ELLIP- 
TIOIES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE; 

Par  .m.  E.-M.  LÉMERAY. 


C'est  par  le  calcul  intégral  que  les  fonctions  ellipti- 
(|ues  se  sont  introduites  dans  la  Science,  et  c'est  dans  le 
calcul  intégral  qu'il  faut  puiser  les  déinoustratioris  de 
leurs  propriétés  et  les  méthodes  de  calcul  si  l'on  veut  de 
la  rigueur  et  de  la  généralité.  Mais  l'emploi  des  inté- 
grales prises  entre  des  limites  imaginaires  fait  appel  à 
des  connaissances  peu  familières  au  début:  et,  tout  en 
laissant  de  côté  les  méthodes  de  calcul  des  fonctions 
elliptiques,  il  y  a  prolii  à  se  rendre  compte  auparavant, 
parties  moyens  plus  simples,  de  leurs  propriétés  prin- 
cipales et  en  particulier  de  leur  double  périodicité.  C'est 
ce  qu'on  a  essayé  de  faire  dans  ce  Travail  au  moyen 
d'une  leprésentation  géométrique  qui  fût  la  générali- 
sation (l'ii/ic  ref?résenlatio/i  coiwcndble  des  Jonctions 
circulai/es. 

Nous  considérerons  les  anciennes  fonctions  (.'llipti(pies 
sn,  en  et  tin ,  en  nous  boinant  nuMue  à  la  première  à 
Iaf|uelle  les  deux  autres  se  ramènent  facilement,  puis 
nous  dir'ons  quelques  mots  de  la  (onction  p  de  Weier- 
slrass. 


(  '^-^^  ) 

Comme  sn  dégénère  soit  en  sinus,  soil  en  tangente 
hyperbolique,  nous  examinerons  d'abord  ces  deux  fonc- 
tions et,  avec  plus  de  détails,  la  première,  la  plus  fami- 
lière, pour  laquelle  la  représentation  géométrique  sera 
bien  facile  à  comprendre.  La  méthode  s'étendra  ensuite 
tout  naturellement  à  la  seconde  et  au  cas  général  de  sn. 

Notre  point  de  départ  sera  le  théorème  d'addition. 

I.  —  Siivus. 

1.  Considérons  d'abord  une  fonction  de  p  f[ne  nous 
appellerons  sin/>  telle  que  l'on  ait 

1°         s\n  { p  -\-  q  )  —  iin  p  \/ \  —  sin-^  -(-  sin  ^  y/i  —  sin^  ^j, 
•}."  sinO  ==  o, 


\     dp     /  ,,=0 

Nous  admettrons  ici  qu'une  telle  fonction  existe  (*). 
Supposons  p  constant  et  q  variable;  posons 

sin/J  =  a,         sin^=a-,         ?,\n(p -\- q)  =^  y, 
on  a 

(I) 

Nous  supposerons  a  réel  positif  plus  petit  <|ue  i,  et 
X  réel  et  [)lus  petit  que  i  en  valeur  absolue. 

(')  Abel  a  donné  (^Œuvres  complètes,  l.  I,  p.  64;  i88i)  les  con- 
ditions nécessaires  eL  sufllsanlcs  poiu"  qu'une  relation  donnée 

^[V{p)V{q)] 

entre  V {p)  et  F(^)  représente  un  théorème  d'addition.  Il  faiilciiioZ 
ne  change  pas  quand  on  permute  p&lq.  Il  faut  de  plus  que,  si  l'on 
renriplace  F (7)  par  ^[¥{q),  F(/")]  la  fonction 

S.\¥p.l[¥{q).¥{r)]\ 

ne  change  pas  quand  on  permute  p,  q  et  r. 


(  ^'37  ) 
Sur  deux  axes  reclangulaires  0.r,  O  i'  {Jii^-  i)  <"on- 


slruisons  la  courbe  représentée  par  l'équatiou  (i).  C'est 
une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  la  bissec- 
trice positive  de  l'angle  xOy;  elle  est  tangente  aux 
quatre  droites  .r  =  di  i ,  y  ^zh  i .  Les  deux  racines  de 
l'équation  jj/- =  .r,  sont  plus  petites  que  i  v.n  valeur 
absolue. 


2.  Cela  posé,  partons  du  point  Po  où  l'ellipse  coupe 
la  partie  négative  de  l'axe  Ox  et  traçons  la  ligne  brisée 
PoOP,  MiP^  .  .  •  dont  les  côtés  sont  tour  à  tour  paral- 
lèles à  Ox  et  à  Oj;  dont  les  sommets  sont  alternative- 
ment sur  l'ellipse  et  sur  la  bissectrice  positive  OB  de 
l'angle  xOy,  et  en  ayant  soin  de  prendre  parmi  les 
deux  intersections,  quand  elles  sont  distinctes^  d'une 
verticale  avec  l'ellipse  celle  qui  n'est  pas  symétrique 
(Po  par  exemple)  du  point  précédent  (P,  )  par  rapport 
à  OB. 

D'autre  part,  sur  deux  axes  rectangulaires  O^,  Oy, 
construisons  une  courbe  C  de  la  manière  suivante  : 
Marquons  sur  Oz  les  points  d'abscisses  ô,  20,  ...  5  étant 
une  longueur  arbitraire,  puis,  aux  ordonnées  correspon- 
dantes,  les  points  P', ,  P!,,    ...   ayant  mêmes  ordonnées 

Ann  .  de  MaUiéinat.,  .)'■  série,  I.  \l\.  (.Iiiiii   i<|Oo.)  IJ 
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que  M|,  Mo,  ...  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  P,, 

Po)  •  •  •  (y^;5-  2)  ^^  faisons  passer  par  l'origine  et  par  ces 


points  une  courbe  continue  C,  Menons  la  tangente  OT 
à  l'origine,  mesurons  le  coefficient  angulaire  t  de  cette 
tangente-,  puis  traçons  une  courbe  F  trordonnées  égales 
à  celles  de  G,  mais  d'abscisses  t  lois  plus  grandes.  La 
courbe  F  représente  la  fonction  sin^  comme  on  le  verra 
tout  à  l'heure. 

11  faut  avant  tout  donner  un  sens  précis  à  l'opération 
qui  consiste  à  faire  passer  une  courbe  continue  par  les 
points  O,  P, ,  P^,  — 

3.  ^Montrons  d'abord  qu'on  peut  trouver  une  valeur  rt, 
telle  que  l'ellipse 

j'  =  «j  y/ 1  —  .T-  -h  X  /i  —  <if 

permette  d'obtenir  un  nombre  de  points  deux  fois  plus 
grand  que  la  première;  je  veux  dire  qu'elle  fournisse 
les  points  donnés  par  la  première,  et  de  plus  d'autres 
points  situés  chacun  entre  deux  des  premiers.  Soient 
Qi,  Q2,  ...  les  points  obtenus  sur  la  seconde  ellipse; 


(  ^^(J  ) 

(^, .  (^o  sont  les  aualogiuîs  de  P, ,  P^,  ...  on  a 

ordonnée  Qi  =  «i,         oiilonnée  Qi  ^  >»  «i  ^i  —  «  J . 

En  écrivaiil  que  les  ordonnées  de  P,  elO^  sont  égales, 
on  a  une  équation  d'où  l'on  lire  pour  (tf 


a,  =  ±y/' 


Vi 


De  ces  quatre  valeurs  nous  laisserons  de  côté  lesvaleurs 
négatives,  puisque,  par  convention,  le  paramètre  qui 
déiînit  l'ellipse  doit  être  positif;  pour  voir  laquelle  des 
deux  valeurs  positives  nous  devons  choisir,  supposons  a 
très  petit.  Pour  qu'il  y  ait  continuité,  il  faut  qui;  l'or- 
donnée de  Q,   soit  comprise  entre  zéro  et  l'ordonnée 

de  O2,  c'csl-à-dire 

o  <  ^/ 1  <  a . 

Cela    ne   peut    avoii-   lieu    si    l'on    piciid 


-=V/' 


/i 


car  l'on  aurait 

?, a'ï  <  I  -1-  /i  —  a-         ou         /i  —  a- <.•■>- ri  j  —  i, 

ce  qui  est  impossible,  le  premier  membre  de  la  seconde 
inégalité  étant  positif,  et  le  second  étant  négatif  pour 

peu  que  a  soit  plus  petit  que  -— •  Il  faut  donc  prendre 

v->- 


".  =  V/^ 


-/. 


Montrons  maiiilenant  généralement  que  si  le  |)oint 
Q,,j  (;j.  entier)  de  l'ellipse  de  paramètre  (7,,  a  même 
ordonnée  (|ue  le  jioint  Py.  de  Icllipse  de  paramètre  (f^ 
les  points  Q21J.+2  ^^  la  première  et  Pj^.^,  de  la  seconde 
auront  aussi  même  ordouTK'e.  Soit  r  l'ordonnée  de  0;u. 


(  .60  ) 
et  de  Pu. 5  on  a  d'une  part 


orflonnée  Pu.h-i  =  «  y/ 1  —  y-  -+■  y  \^i  —  a- 
et  remplaçant  n  par  sa  valeur  2<7,  y/i  —  a-^ 


ordonnée  Pa+i  =  2«i  v^i  —  «i  V^^  —  J'-^  y{^  —  <^î  )• 

D'autre  part  soient  r,,,  v^o  les  ordonnées  de  Q^sa+i  tit 
Q21J.+2,  on  a 


''il  =  «I  \/i  —  ^-  -^  j  v^i  —  «1      ''■(2  =  «1  y/'  —  '/'  -^  ■'^ii  v/i  —  "  1  ' 
d'où 

—  ■>  «1  Ji  \/'  — 7-  y/i  — «f  —  J-  (•  —  «!). 
ou 

j  — ■'11  =  (/•  — r- v/'  — «1  — «ijk)'. 

et,  par  suite, 

T,2=  a^y i  —  y^  >/ 1  —  a\  —  ax y] 

-t-«iv/<  —  j-  /i  — «1 +j(i  — «î), 
r,2  =  20]  \/i  —  j'2  / f  —  a\  -r-  ^^(1  —  'j.a\)  —  ordonnée  Pa+i- 

Toutes  les  valeurs  qui  représentent  les  ordonnées  des 
points  P,  se  retrouvent  ainsi  parmi  les  valeurs  des 
ordonnées  des  points  Q;  donc  si  l'on  fait  le  tracé  de  la 
Jîg.  2  en  partant  de  l'ellipse  de  paramètre  «i  et  en  pre- 
nant pour  équidistance  -  au  lieu  de  ô  on  obtient  une 

suite  de  points  parmi   lesquels  se  trouvent  les  points 
obtenus  d'abord. 

On  peut  ensuite  déterminer  un  nouveau  paramètre  02 
par  la  relation 

et  prendre  pour  équidistance  —  >  etc.  On  aurait  ainsi  une 


{ -'-f^'  ) 

suite  de  points  de  plus  en  plus  rapprochés  pour  déter- 
miner la  courbe  C. 

Voici  maintenant  une  remarque  doiit  nous  aurons 
besoin.  Les  quantités  «,  «,,  «21  •  •  •  tendent  vers  zéro  ; 
l'on  trouve  aisément 

lin»  =  -  . 

«„  i. 

Soit  s  la  valeur  de  «„  ;  construisons  une  courbe  telle 
que  C  en  partant  de  l'ellipse  de  paramètre  e  et  en  prenant 
])Our  équidistance  0  =  s.  On  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  e  soit  plus  petit  qu'une  quantité  assignée 
d'avance,  «i  petite  qu'elle  soit;  à  la  limite  le  coefficient 
angulaire  t  de  la  tangente  à  l'origine  à  la  courbe  C  est 
égal  à  I  ;  et  cette  courbe  C  se  confond  avec  T. 

Enfin  l'on  arrive  au  même  résultat  si  l'on  prend 
pour  t  une  quantité  infiniment  petite  quelconque,  car 
l'on  pourrait  déterminer  a  de  manière  que  a«  eût  une 
vabîur  donnée. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pourrons,  dans  la  suite, 
partir  d'ellipses  dont  le  paramètre  a  (tout  en  restant 
positif  et  plus  petit  que  i)  peut  avoir,  soit  une  valeur 
quelconque,  soit  certaines  valeurs  finies,  soit  une  valeur 
infiniment  petite,  et  les  résultats  obtenus  dans  chaque 
cas  particulier  seront  applicables  à  tous  les  autres  cas. 

4.  Vérifions  que  la  fonction  représentée  par  la 
courbe  F  satisfait  aux  trois  conditions  imposées.  Pour 
démontrer  que  l'on  a  [p  et  z  étant  toutefois  réels) 


sin(/)  -t-  ^)  =  sin/j  v^i  —  sin-^  -4-  sin  :;  \/ i  —  sin-/>, 

il  suffit  de  supposer  que  le  pai-amètre  a  de  l'ellipse  est 
égal  à  un  p.  Si  l'on  prend  sur  l'ellipse  {fig.  i)  wn  point 
dont  l'abscisse  soit  égale  à  sin 2,  son  ordomiée  sera 

a  /i  —  sin^s  -4-  sin  5  y^i  —  a'^  =  sinY/i  -}--). 


(     262    ) 

Valeur  el  dévivéo  à  l'origine.  —  D'après  la  mauièie 
même  dont  on  construit  la  courbe  T,  on  a 


sin(o)  =  o,  ( 


d  sin  z\ 

dz        J  ;=0 


l'origine  est  un  zéro  de  la  fonction,  et  c'en  est  un  zéio 
simple. 

5.  Équation  difjc  rend  elle.  — ■  Supposons  maintenant 
que  l'on  soit  parti  d'une  ellipse  définie  par  une  valeur 
très  petite  du  paramètre  a  et  que  l'on  ait  pris  o  =  « 
comme  équidistance  dans  la  construction  de  la  courbe  C. 
Soient  Pjj.,  Pjj.+i  deux  des  sommets  successifs  de  poly- 
gone sur  l'ellipse,  d'ordonnées  j'u.  et  y^^.^\  \  la  différence 
des  ordonnées  des  deux  points  correspondants  de  la 
courbe  F  est  j^f^.^.)  — y^^  la  différence  de  leurs  abscisses 
est  «,  la  sécante  a  pour  coefficient  angulaire 

a 

mais  OB  étant  la  bissectrice  de  l'angle  xoy .^  le  point  de 
l'ellipse  qui  a  pour  ordonnée  j^[x^.t  a  pour  abscisse  j,j,. 
Le  coefficient  angulaire  est  donc 

«  y/»  — r^ +rii^  y/i  -  «'  — jKp. 

a  ' 

quand  a  tend  vers  zéio,  ce  rapport  tend  vers 


(i  est  à  la  limite  l'accroissement  dz  de  z  ;  si  l'on  remplace 
généralement  jjjt  par  y,  on  a 


d.-^^'-^"- 


dy^ 
dz 

Période.  —  On  a  vu,  au  n"  2,  (]u  il  faut  choisir  parmi 


(  ^fi3  ) 
deux  iiilerseclioiis  supposées  distinctes  de  l'ellipse  avec 
une  parallèle  à  Oy,  celle  qui  n'est  pas  symétrique  du 
point  précédent  par  rapport  à  OB.  En  général,  les  deux 
intersections  seront  distinctes;  mais  il  est  facile  de  voir 
(pie  par  continuité  il  y  a  des  valeurs  de  a  telles  qu'un 
élément  lioii/ontal  de  la  ligne  brisée  est  tangent  à 
l'ellipse  et  que  le  fait  se  produit  dès  le  premier  tour  fait 
sur  l'ellipse  par  une  mobile  la  parcourant  dans  le 
sens  'N^  et  rencontrant  les  points  P) ,  Pj,  •  •  •• 

Soit  M[A  le  point  où  OB  coupe  le  côté  P,;.,  Mu.  de  la 
ligne  brisée  parallèle  à  oxet  tangent  à  l'ellipse  (J(^-  3). 

F.g.  3. 


L  ellipse  admettant  les  deux  bissectrices  pour  axes  d(î 
symétrie,  l'on  a 

ordonnée  Pa-i  =  abscisse  I^u.  =  ordonnée  P^,,+  i. 

Mu._i  ct.M(jL^,  sont  confondus-,  et  ainsi  de  suite.  La  ligne 
brisée  constitue  donc  un  polygone  fermé  ayant  les  bis- 
sectrices pour  axes  de  symétrie  et  l'on  reviendra  au 
point  Pn  après  un  certain  nombre  {entier)  d^  opéra - 
tio/is.  La  fonction  sin:;e.v^  donc  périodique. 

Il  résulte  encore  de  cette  symétrie  que,  si  l'on  désigne 

par  -  la  plus  pclile  valeur  de  ::  pour  la(piell(;  la  fonction 


(  2fi1  ) 

est  maximum  (égale  à  i),  on  a 

.     St: 
1°  simr  =  o,         sin  —  =  —  i,  siii>-  =  o  ; 

2"        siii( —  -2)=  —  sin  5.  siiif ;j=sin/—  -f-c). 

La  longueur  00'  {_/ig-  2)  représenlo  la  période  'i~.  La 
dislance   OR  =  3,i4)    •••   leprésente  la  demi-période. 

6.  Nous  allons  voir  maintenant  que,  (juand  la  variable 
est  purement  imaginaire,  il  en  est  de  même  de  la  fonc- 
lion.  Soity  une  valeur  complexe  de  ^,  telle  que  la  fonc- 
tion prenne  la  valeur  purement  imaginaire  a  y/—  i ,  où  a 
est  réel.  Si,  au  théorèn)e  d'addition,  nous  remplaçons 
dans  le  second  membre  a  et  r  par  «y/ —  i,  il  devient 

•2a  s/  —  I  v/i  -!-  «',' 

il  est  donc  encore  purement  imaginaire  et  nous  pouvons 
l'écrire  y  \j — 1,  y  étant  réel;  en  substituant  la  valeur 
ainsi  trouvée  à  x  (ce  qui  est  la  traduction  anal_yti(jue 
du  procédé  géométrique  du  n°  2)  nous  aurons  une  nou- 
velle valeur  encore  purement  imaginaire 


a  / —  I  /i  -1-  jt'-  -f-  ^K  / — I  v/^~+~«^,    ...; 

donc,  pendant  que  la  fonction  prend  la  valeur  zéro 
et  les  valeurs  purement  imaginaires  (jue  nous  ve- 
nons d'obtenir,  la  variable  prend  les  valeurs  o,  y,  2/, 
3y,  ....  Soient  a-\-v\! —  i  une  valeur  de  la  variables 
et  U  -h  V  \J —  1  la  valeur  correspondante  de  la  fonction. 
Représentons  sur  deux  axes  rectangulaires  o«,  ov  la  va- 
leur de  la  variable  par  un  point  d'abscisse  u  et  d'or- 
donnée p,  et  sur  deux  autres  axes  rectangulaires  OU, 
OV,  la  valeur  de  la  fonction  pai   un  point  d'abscisse  U 
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el  d'ordonnée  ^  .  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  quand 
la  fonction  prend  les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  et 
qui  sont  situées  sur  l'axe  imaginaire  OV^,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  la  variable  sont  situées  sur  une  droite 
du  plan  iiov  passant  à  l'origine.  Comme  au  n"  3,  on  peut 
prendre  a  assez  petit  pour  que  z  puisse  ètie  considéré 
comme  le  produit  d'au  entier  assez  grand  u.  par  un 
nombre  complexe  assez  petit  j,  d'argument  constant. 
Alors,  quand  la  fonction  décrit  l'axe  OV,  la  variable 
décrit  une  droite  passant  à  l'origine. 

Il  reste  à  montrer  que  cette  droite  est  nécessairement 
l'axe  OV,  sans  quoi  la  fonction  ne  serait  pas  analytique. 

En  ellet,  l'on  sait  que  pour  une  telle  fonction  les  rela- 
tions entre  il  et  f,  représentées  par  les  conditions 

U  =  o,         V  =  o, 

sont  figurées  dans  le  plan  uov  par  des  courbes  (|ui  se 
coupent  aux  points  racines  de  la  fonction,  et  que  si  l'un 
de  ces  zéros  est  un  zéro  simple,  les  deux  courbes  qui  y 
passent  se  coupent  ortliogonalement.  Dans  le  cas  (jue 
nous  considérons,  les  deux  courbes  sont  des  droites; 
elles  sont  donc  perpendiculaires:  l'une  étant  l'axe  o//, 
l'autre  est  l'axe  ov. 

7.  Période  imaginaire.  —  Dans  le  cas  delà  variable 
réelle,  nous  l'avons  considérée  comme  le  produit  d'un 
nombre  réel  par  un  entier,  u.,  qui  indique  le  nombre 
d'opérations  par  lesquelles  on  passe  d'un  point  Pau  sui- 
vant. Ici,  nous  le  considérons  comme  le  produit  d'un 
nombre  imaginaire  par  un  nondjrt;  entier  gardant  la 
incine  signification  {oncrb.te  (fuc  tout  à  rheurc.  Appe- 
lons conj ugure (^ nne  fonction  donnée  la  fonction  réelle 
définie  par  le  théorème  d'addition  de  la  première  après 
(|ue  l'on  y  a  remplacé  j  ,  a  et  x  par  i  \j —  i,  a\] —  i 
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el  X  \/ —  I.  Toute  fonction  donnée  n'admet  pas  néces- 
sairement une  conjuguée  ('  ).  Quand  le  fait  se  produit, 
la  période  imaginaire  d'une  fonction  s'interprète  facile- 
ment. C'est,  au  /acteur  y/ —  i  près,  la  période  réel  la 
de  sa  conjuguée  et  réciproquement . 

8.  En  remplaçant,  dans  Técjuation  (i),  y,  a  et  X  par 

y ^' — ijrtv — -i  etxy^ — 1,  il  vient 


j  \J  —  I  =  a  \l —  I  \J  \.-^  X-  -\-  X  yj —  I  y/i  H-  rt^, 


ou 

(2) 


a  v/ 


I  -1-  J7-  -H  X 


/l  -î-rt2 


Appliquons  la  même  représentation  géométrique  qu'à 
l'équation  (i).  La  courbe  (2)  est  une  hyperbole  {^fig-  4) 


tpii  adîiiet  les  bissectrices  pour  axes-,  la  bissectrice  posi- 
tive OB  étant  l'axe  non  transverse,  ses  asymptotes  ont 
des  coefficients  angulaires  positifs  qui  ne  sont  ni  nuls 
ni  infinis. 


(')  Telles  sont,  par  exemple,  &■  et  la  fonction  p  dont  on  parlera 
plus  loin.  Pour  qu'il  y  ait  une  conjuguée,  il  faut  que  la  fonction 
donnée  soit  réelle  ou  purement  imaginaire  en  même  temps  que  la 
variable. 


(  ■^^:  ) 

Si  l'on  Iracc  la  ligne  brisée  P  , -M_ ,  P^O  P|  Mi  dé- 
finie de  la  même  manière  que  précédemment,  ou  voit 
que  les  ordonnées  des  points  obtenus  croissent  ou 
décroiss(;nt  indéfiniment.  En  traçant  les  courbes  ana- 
logues aux'  courbes  C  et  F,  on  a  la  courbe  représentant 
la  fonction  qui  satisfait  au  ibéorème  d'addition  (2).  Si 
l'on  fait  en  sorte  que  la  courbe  ait  pour  coefficient  angu- 
laire à  l'origine  l'unité,  elle  représente  la  fonction  dési- 
gnée sous  le  nom  de  sinus  hyperbolique.  Pour  z  =  ±00 
on  a  Sh  (  z  )  =  ±  GO. 

On  voit  que  si  l'on  suit  la  ligne  brisée  tou|Ours  dans 
le  même  sens,  on  ne  revient  jamais  au  point  de  départ. 
Slic  n'a  donc  pas  de  période  réelle;  sa  conjuguée  s'niz 
n'a  donc  pas  la  période  itnaginaire.  C'est  ce  résultat 
(ju'il  nous  importait  de  connaître. 

1).  De  la  délinition  de  la  fonction  Sliz  donnée  au  n"  8, 
il  résulte  qu'on  a 

siii(  z  v^ —  1)  =  / —  I  Sli  z. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'attacher  un  sens 
à  la  fonction  sin  z  quand  z  prend  une  valeur  complexe 
de  la  forme  u-^v>\' — 1.  En  appliquant  le  ibéorème 
d  addition  on  a 

l   sin(K  -T-  f  y —  1) 


{^)     <        =sin«V'  —  (sin  t' y/— i)'-f- sin  (t»  v^— ^) /'  —  sin-« 


=  sin« /i -4- Sh^i'  -\- ^ — iSlit'       \/i  —  sin- « 

de  la  forme 

U  -f-  V  ^J^T. 

Si    donc   l'on  se  donne  v  et  que  l'on  fasse  varier  «, 
la   fonction  sin(uH-i'y^ —  1)   reprend  la   même  valeur 


(  268  ) 
chaque   fois   que  sinu  reprend  la  même  valeur,  c'est- 
à-dire  quand  u  varie  de  2.m7:  (^m  entier).  Par  suite,  si 
dans  le  plan  iiou  {Jig'-  5)  l'on  trace  des  parallèles  à  ow" 

Fis.  5. 


V 

Vo 

Zi 

Z2 

*î  • 

0 

!          " 

distantes  de  2—,  on  pourra  dire  que,  chaque  fois  que  z 
prend  des  valeurs  représentées  par  des  points  tels  que 
Z|,  Zo  avant  dans  chaque  bande  des  positions  relatives 
semblables,  la  fonction  sin2  reprend  la  même  valeur. 

10.  Aux  n"^  1  et  8,  nous  avons  examiné  le  cas  où  la 
variable  est  purement  réelle,  et  celui  où  elle  est  pure- 
rement  imaginaire.  Nous  allons  maintenant  nous  rendre 
compte  de  ce  qui  se  passe  quand  z  décrit  une  parallèle 
à  l'axe  ou.  Chacune  des  valeurs  de  la  fonction  est  repré- 
sentée en  coordonnées   U  et  \    (Jiff-  6)   par  un  point 

Fie.  6. 


d'abscisse  U  et  d'ordonnée  V,  U  et  V  étant  les  fonctions 


(  =>-%  ) 

réelles  déliiiies  par  l'équation  (3), 

U  =  siii  u  y/i  -+-  Sli-P",  V  =  Sli  f  v^i  —  sin"-//. 

Soit  Vq  l'ordonnée  de  la  pai'allèle  à  ou  décrite  par  z 
{Jlg-  5);  et  soit  ^  0  la  valeur  correspondante  de  la  fonc- 
tion ;  quand  z  prend  les  valeurs  u  -h  Vq  \] —  i ,  la  fonction 
est 

sin(;/  -1-  t'o  / —  ')  =  sin  u  y/i  -r-  Sii-  Vq  -i-  / —  i  Sli  Pq  /• —  sin'^  «. 
Posons  sin  H  =  ^  ;  on  aura 


En  éliminant  ^  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons 

ellipse  avant  pour  foyers  les  points  U  ^^  ±:  i  et  coupant 
l'axe  oV  en  dr  V^  ;  à  chaque  valeur  de  Vq  correspond 
une  ellipse  déterminée,  (^es  ellipses  jouiront  de  la  pro- 
priété suivante. 

La  valeur  de  la  fonction  est  représentée  par  un  point  Q 
du  plan  UOV;  z  a  alors  dans  son  plan,  ou  plutôt  dans 
une  quelconque  des  handes  du  plan  uov^  une  position 
déterminée-,  quand,  à  partir  de  ce  point,  z  décrit  une 
parallèle  à  o//,  la  fonction  décrit  dans  le  j)lan  UOV 
l'ellipse  de  foyer  ±  i  passant  par  le  point  Q. 

En  appliquant  la  môme  méthode  au  cas  où  z  décrit 
une  parallèle  à  Taxe  oi^,  on  trouve  pour  représenter  les 
variations  de  siii^  les  hyperholes  {fig.  6) 

H!  _       ""''      - 


(  ^'7^*  ) 
liomofocales  aux  ellipses  et  qui,   pai-  suite,  les  coupent 
oitliogonalenicnt. 

11.  Aous  avons  vu  (]ue  sinz  admet  une  période  réelle 
et  n'a  pas  de  période  imaginaire.  C'est  ce  que  montre 
bien  \'A  Jig.  6;  chaque  fois  que  z  varie  de  27:  et  passe 
dans  une  autre  bande  au  point  correspondant,  le  mobile 
qui  décrit  l'ellipse  E  toujours  dans  le  même  sens  revient 
à  son  point  de  départ. 

Cela  n'aurait  pas  lieu  si  le  mobile  tendait  vers  un  point 
limite  sur  l'ellipse;  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  peut 
être  ainsi.  Soit,  en  effet,  Q  un  point  quelconque  de 
l'ellipse  d'ordonnées  U  et  \  ;  la  fonction  prend  la  valeur 

X  =-  U  -f-  ^'  \/^^\. 

Nous  calculerons  les  coordonnées  U,  ^  1  au  point  Q,  par 
la  relation 

X 1  =  «  / 1  —  X  f  -t-  X 1  \^ I  —  a-. 

Si  le  mobile  tendait  vers  une  position  limite a:"sur  l'ellipse, 
on  aurait 

Xi  =  a  \i  1  —  x'--\-  X  \/ 1  —  a-  =  x\ 

or  les  deux  valeurs  de  x  satisfaisant  à  cette  équation 
(n°  1  et  Jig.  i)  sont  réelles  et  comprises  entre  —  i  et  -j-  1  . 
Comme  aucunedes  ellipses  {fig.  6)  (sauf  l'ellipse  limite) 
ne  coupe  l'axe  réel  entre  ces  points,  le  mobile  ne  peut 
tendre  sur  aucune  ellipse  vers  une  position  limiie.  11  ne 
pourrait  en  être  ainsi  que  pour  l'ellipse  limite  qui  se 
confond  avec  l'axe  réel  ;  mais  on  a  déjà  examiné  ce  cas. 
Le  mobile  revient  donc  à  son  point  de  départ,  les  ellipses 
étant  des  courbes  fermées. 

Quand  z  varie  au  contraire  le  long  d'une  parallèle  à  or, 
le  mobile  décrit  une  branche  d'hvperbole  dans  un  sens 
constant   et  l'on  pourrait   voir  qu'il  ne  peut  venir  sur 


(  -'-^  ) 

1  autre  brauclie  ou  passant  par  I  inliiii;  les  branelies 
d'hyperboles  étant  infinies,  le  mobile  ne  revient  jamais  à 
son  point  de  départ. 

12.  Comme  complément  aux  résultats  du  n"  10,  nous 
énoncerons  les  propositions  suivantes  : 

i"  Quand  z  décrit,  dtins  son  plan  une  droile  faisant 
un  angle  '^  avec  ou,  ûwz  décrit  dans  son  plan  une 
courbe  qui  coupe  toutes  les  ellipses  de  foyers  ±  i  sous 
un  angle  constant;  et,  plus  généralement, 

2°  Quand  z  décrit  dans  son  plan  un  chemin  quel- 
conciui!  U,  sinz  décrit  dans  son  plan  un  chemin  S;  à 
chaque  point  /'  de  R  correspond  un  point  s  de  S  ;  l'angle 
que  fait  en  s  le  chemin  S  avec  l'ellipse  de  foyers  zb  i 
qui  passe  en  ce  point  est  égal  à  l'angle  que  fait  le 
chemin  R  avec  une  parallèle  à  ou  menée  par  r. 

La  méthode  étant  maintenant  exposée  pour  le  cas  de 
sin::,  nous  examinerons  les  autres  fonctions  plus  rapi- 
dement; nous  montrerons  principalement  comment  se 
transforment  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir. 

II.    TaKGEKTI,     IIYl'EllBOLlQUE. 

13.  Considérons  maintenant  une  fonction,  que  nous 

appellerons    tangente    hyperbolique,    satisfaisant    aux 

conditions 

TUp  -r-  T\\q 


Tli(/;  +  ry)  = 
TI.(o)  =  o. 


i-f-Th/j.Th^ 
rfTh// 


dp     //,=o 


Posons    'ï\\p=a^    Th</==.r,    Ïh(/J  +  (/)  =  j' j    la 
couibe 


a  -+-  X 
y  =  -■  .   ,  „ 


(  272  ) 

où  a  esl  supposé   plus  pelit  que  i,   est  une  hyperbole 
équilatère  {Jig-'])^Y^^  admet  pour  asymptotes  les  droites 


y=- 


Elle  coupe  la  bissectrice  OB  aux  points  dont  les  abscisses 
sont  ±1 .  Au  point  lia  tangente  à  l'hyperbole  a  pourcoef- 
iîcient  angulaire  une  quantité  positive  plus  petite  que  £, 
tant  que  a  est,  comme  nous  l'avons  supposé,  plus  petit 
que  I.  En  s' appuyant  sur  cette  remarque  on  démontre- 
rait aisément  que  le  chemin  PoOP)  W|  Po  . . .  s'approche 
indéfiniment  du  point  I.  Si  donc  nous  traçons  comme 
au  n*'  2  des  courbes  analogues  à  G  et  à  F  (cette  dernière 
ayant  l'unité  pour  coefficient  angulaire  à  l'origine),  la 
courbe  F  qui  représentera  Th^  sera  formée  d'une  branche 
infinie  dans  les  deux  sens,  asymptote  à  la  droite  j:^i 
pour  ^  =  -i-  ce  et  à  la  droite  y  =  —  1  pour  z  =  —  co  et 
dont  toutes  les  ordonnées  seront  plus  petites  que  i  en 
grandeur  absolue.  La  Jig'  7  montre  que,  si  l'on  parcourt 

Fig.  7. 


la  ligne  brisée  toujours  dans  le  même  sens,  on  ne  revient 
jamais  au  point  de  départ.  La  fonclion  Th  z  n'a  donc 


(  ■--•^»  ) 

pas  de  période  réelle.  Par  la  mélhode  du  n"  i,  on  verra 
{juc  la  fonction  Thz  salisfait  à  réquatioii 


dz 


'— j 


14.  Considérons  maintenant  la  fonction  conjuguée 
(|ue  nous  appellerons  tang::;  son  théorème  d'addition 
est  représenté  par  l'équation 


y=  T — :7Z 


C'est  une  hyperbole  équilatère  (/ig".  8)  qui  admet 
Kig.  8. 


J/ 

H 
p 

/b 
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pour  asymptotes  les  droites 


y^—  ~ 


En  suivant  le  chemin  P^OP,  M, ...  on  remarque  une 
circonstance  nouvelle  :  les  ordonnées  des  points  P,. 
P^i  •  •  •  croissent  d'abord,  puis  tout  d'un  coup  un  point 
(P„  sur  la  figure)  prend  une  ordonnée  négative  inférieure 

à »  puis  le  suivant  a  une  ordonnée  plus  grande  que 

.\nii.  ilr   Malhinifit..  7>' sri'if .  l.    \1\.  iiiùn    kjoo.)  |S> 


(  ^'74  ) 
—    -;  eniin,  après  un  certain  nombre  a  opeialions  on 

se  trouve  ramené  dans  la  région  de  la  courbe  où  se 
trouvent  les  points  PoiPi?  •  •  -î  ''"^l^  montre  tout  d'abord 
que  lange  est  périodique  et  qu  elle  a  une  période  réelle. 
Si  l'on  trace  les  courbes  analogues  à  C  et  à  F  (cette 
dernière  satisfaisant  toujours  à  la  même  condition,  en 
ce  qui  regarde  le  coefficient  angulaire  à  l'origine),  la 
Jig.  9  obtenue  ainsi  représente  la  fonction  taiigc:.  Parla 


méthode  du  n°  4  on  verra  qu'elle  satisfait  à  l'équation 

dilîérentielle 

dy 

il 


TTT  -  I  -+-  r^ 


15.  Voyons  niainlenant  ce  qui  se  passe  entre  les 
points  P3  et  ^„  de  la  figure;  la  fonction  tang  g  passe  par 
zh  00.  En  effet,  remarquons  comme  pour  sinr:  que  I(îs 
fonctions  tangz  auxquelles  ont  est  amené  pour  des 
valeurs  différentes  de  a  sont  identiques.  Nous  pourrons 
donc  raisonneren  attribuant  à  a  une  valeur  quelconque. 
Prenons  a  tel  que  parmi  les  points  P,,  Po,  ...  il  y  en 
ait  un,  Pj;.,  par  exemple,  dont  l'ordonnée  soit  égale. à  celle 
du  point  L,  intersection  de  la  bissectrice  OB  avec 
l'asymptote  parallèle  à  Oy  {fig-  8)5  en  donnant  à  IM,j. 
le  même  sens  qu'au    n"  2,   M(j.  se  confondra  avec   L; 


(  ^-7^  ) 
[)oiir  uljleiiir  le  poiiil  suivaiii  Pjj,+i  nous  menons  par  M» 
la  parallèle  à  Oy.  Celte  parallèle  est  rasymplolo  elle- 
même  5  elle  reneontre  la  eourhe  à  droo;  on  peut  done 
indifféremment  prendre  P[j._(.i  =  ±  oc,  puisque  les  deux 
points  ainsi  définis  ne  sont  ni  V un  ni  l' autre  symétriques 
de  Vp_  par  rapport  à  0}à\  tangz  passe  doiu;  pour  cer- 
taines valeurs  de  z  du  positif"  au  négatif  en  devenant 
infinie.  C'est  ce  qui  nous  explique  pourquoi,  sur  layZ^.  8, 
les  points  P3  et  P,^  ont  des  ordonnées  de  signes  con- 
traires et  très  dillérentes  mênuî  si  a  est  très  petit.  Enfin 
il  est  facile  de  voir  que,  quel  (|ue  soit  le  point  P[j.+  i  qu'on 
a  choisi,  on  retrouve  poiu*  ordonnées  de  P(i.+2  et  des 
suivants  les  mêmes  valeurs.  Si  l'on  prend  P(j._i.i  =  +  co, 
la  parallèle  à  Ox  menée  par  ce  point  coupe  OB  en  un 
point  Mu.4.1  de  coordonnées  a7  =  +  oo,  y  =  -f-oo;  la 
parallèle  à  Oy  menée  par  AIjx+i  rencontre  l'iivperbole 
(branche  H')  en  un  point  P[j,^2  ^c  coordonnées  x=-|-oo, 
y  =  0. 

Si  l'on  prend  Pjx+i  =  —  30,  on  trouve  pour  Mij^^.,  les 
coordonnées  x  = —  co,  y  = —  x,  et  pour  P^i^2  l^-'S  coor- 
données a:  =  —  X,  y  =^  <>;  on  voit  donc  que  dans  les 
deux  cas  l'ordonnée  de  Ppi+o  est  nulle.  Il  en  résulte 
que  Pjj.+;j,  Pjx+«  sont  des  points  à  détermination  unique. 

{A  suivre)  ('  ). 


(')  \  titre  tout  à  fait  exceptionnel,  nous  avons,  ;i  cause  de  sou 
intérêt,  accepté  cet  article,  bien  que  son  étendue  nous  empêche  de 
le  publier  en  entier  dans  un  seul  numéro. 

{Note  de  la  Pedaction.) 
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CERTIFICATS  D'ETUDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1899.  —  COMPOSITIONS. 


Lille. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 
On  considère  l'équation  différentielle  linéaire 

d^y        3  (  I  -)-  .r  )     cV-y        6     dy 
dx^  X  dx"^        X     dx 

Cette  équation  peut  être  ramenée  ci  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  par  une  substitution  de 

la  forme  j'  =  -■>  u  désignant  la  nouvelle  fonction  et  a 

un  polynôme  entier  en  x  convenablement  choisi. 

Déterminer  ce  polynôme  u  et  intégrer  complètement 
l'équation  proposée. 

MÉCANIQUE    rationnelle. 

Etudier  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
pesants  de  masses  égales,  assujettis  à  se  mouvoir  sans 
frottement ,  l'un  P,  sur  une  verticale  OZ,  l'autre  M, 
sur  un  plan  horizontal  H,  et  reliés  par  un  fil  flexible, 
inextensible  et  sans  masse. 

A  l'origine  du  mouvement ,  le  point  P  est  au-dessous 
du  plan  horizontal,  en  P^,  à  une  distance  de  ce  plan 


I 


(  '^Vl  ) 
OPo=/'o;   le   fil  est  tendu;  la    vitesse  initiale  v^  du 
point  AI,  qui  est  alors  en  Mo,  est  perpendiculaire  à  OMo 


et  a  pour  valeur  ^igh^^,  g   désignant    l' accélération 
due  à  la  pesanteur . 


MÉCAMQUli    Al'PLlQL'ÉE. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Diagramme  entropiqur. 
Théorhrne  sur  le  coefficient  économique  maximum. 

If.  Une  poutre  droite,  de  longueur  /^l,  reposant  sur 
deux  appuis  de  niveau,  supporte  une  charge  unifor- 
mément répartie  p  par  unité  de  longueur  et  une  charge 
isolée  4  pi  appliquée  au  quart  de  sa  longueur.  Déter- 
miner le  moment  fléchissant  maximum  et  la  Jlèche. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  les  principales 
dimensions  d'une  distribution  à  tiroirs  superposés  sys- 
tème Meyer. 

i**  Dessiner  une  coupe  longitudinale  et  indiquer 
brièvement  le  fonctionnement  de  cette  distribution; 

2°  Déterminer,  à  l'aide  de  r épure  de  Zenner,  les 
écartemenls  des  tasseaux  correspondants  à  divers  in- 
dices de  défente  donnés.  {Négliger  l'obliquité  des 
bielles.) 


(  ■^■:^  ) 

Lyon. 

Analyse. 

I.  Les  trois  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
sur  une  courbe  C  étant  exprimées  en  fonction  de  l'arc, 
trouver  l'enveloppe  du  plan  rectiJiantV  [plan  perpen- 
diculaire en  chaque  point  à  la  normale  principale). 
Quelle  doit  être  C  pour  que  cette  enveloppe  soit  un 
cylindre? 

Les  cosinus  direcleurs  de  la  normale  principale  sont 


X  ,    y  ,    z 


cV^x 


L'équation  de  P,  en  coordonnées  courantes  */,  t^,  (v,  est 

x" {u  —  x)  -^ y'\v  — y)  -T-  z"{w  —  z)  =  o. 

L'enveloppe  s'obtient  par  les  procédés  habituels.  Si 
celte  enveloppe  est  un  cylindre  dont  l'axe  a  A,  B,  C 
pour  cosinus  directeurs,  on  a 

A  x"  -î-  B;k"  -I-  G  2"  =  o , 
d'où 

A:r  -+-  B  K  -^  C^  =  «5  -f-  & 

(rt  et  6  =  const.  arbitr.). 

La  tangente  à  la  courbe  C  fait  un  angle  constant  avec 
l'axe  du  cylindre,  etc. 

IL  Intégrer  V équation  différentielle  ordinaire  du 
troisième  ordre 

y      ■i\y/ 

ail  u  est  une  fonction  connue  de  x. 


{  ^'79  ) 
A(j  )  ne  change  pas  quand  on  change  successivement 
j  en  j  +  A,  B  )  ,  1  ~'  (A,  B  =  cdnsl.  aibilr.),  et  enfin  en 

,  (ad — bc  —  \) 

cy  H-  d 

{a,  b,  c,  d  =  consl.  arbitr.).  D'autre   part,   a  est  iiité- 

I                   ./                     j                ••          HA          i-\  au  -f-  b 
grale  et  aussi  (en  vertu  de  ce  qui  vient  cl  être  dit) , 

expression  à  trois   paramètres.  L'intégrale  générale  est 

donc 

au-+-  b 
eu  -h  d 

où  a,  b,  c,  (I  sont  quatre  constantes  arbitraires  assujet- 
ties à  ad  —  bc  =  \ . 

III.  On  envisage  la  fonction  algébrique  u  de  la  va- 
riable complexe  c,  définie  par  l'équation  u--+-  c'  i=  i . 
On  prendra  la  détermination  «  =  4-  i  pour  z  =  o. 

z,  partant  de  l'origine  des  coordonnées^  y  revient 
après  avoir  parcouru  divers  circuits  fermés  F.  Distin- 
guer parmi  les  V  ceux  qui  ramènent  et  ceux  qui  ne 
ramènent  pas  la  détermination  initiale  u  =^  -f-  1 . 

Même  question  pour  la  fonction  algébrique  z  de  u, 
définie  par  la  même  équation.  La  détermination  ini- 
tiale est  ^  =  -f-  I  pour  u  =  o. 

Quelles  sont  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale 


r'dz         I  u  =T  ^1  — 5«  ) 

,/        u  \   Il  = -^  i  pour  z  =  o  ) 


Les  deux  déterminations  de  u  s'échangent  quand  z 
tourne  autour  d'un  des  cinq  points  0',  (/  =  o,  1 ,  2,  3,4), 
ô  étant  une  racine  primitive  cinquième  de  l'unité,  et 
autour  du  point  x. 

Les  cinq  déterminations  de  r  s'échangent  circulaire- 


(  o.8o  ) 

ment  quand  u  tourne  autour  d'un  des  trois  points  +  i , 
—  I,  oc. 

La  discussion  s'achève  sans  difficulté. 

MÉCANIQUE. 

Un  point  M  matériel  de  masse  m  se  meut  saus  frot- 
tement sur  un  cône  de  révolution  S,  à  axe  vertical; 

l' angle  au  sommet  est  2  a  f  a  <;  -  j  •    S  est  limité  à  sa 

nappe  supérieure. 

M  est  attiré  vers  l'axe  de  S  par  une  force  perpen- 
diculaire à  cet  axe;  r intensité  de  l'attraction  est 

K-mr. 

où  r  est  la  distance  de  INI  à  Vaxe  et  K  un  coe^cient 
numérique . 

Trouver  le  mouvement ,  sachant  que  la  vitesse  ini- 
tiale est  tangente  au  parallèle  de  départ. 

Calculer,  en  fonction  des  coordonnées  de  M,  la  réac- 
tion normale  du  cône.  Cette  réaction  peut-elle  s'an- 
nuler? 

Théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives.  Coordonnées 
semi-polaires. 

Mathématiques  préparatoires. 

Géométrie  analytique.  —  On  a,  en  coordonnées 
rectangulaires,  la  conique  C,  ^xy  -\-  /\y  =  i . 

Montrer  que  G  est  une  hyperbole  équilatere. 

Construire  le  centre,  les  axes  (^distinguer  l'axe  irans- 
verse),  les  asymptotes. 

Calculer,  en  faisant  usage  des  invariants,  les  carrés 
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des  demi-longueurs  ci  ' axes  :  construire  les  fo-)  ers  et  les 
directrices. 

Analyse.  —  Trouver  la  courbe  plane  telle  que  le 
rapport  entre  l' ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  et 
V abscisse  à  l'origine  de  la  normale  soit  constant. 

Epreuve  pratique.  —  Soit  la  série  L  dont  le  terme 
général 

j-tri  —  l 

Un  = (  rt  =  1 ,  2,    .  .  .  .  -y:  ). 


Montrei'  qu  en  prenant  seulement  n  ternies  on  com- 
met une  erreur  moindre  que 


1  —  x^  -^  /i  -H  I 


Calculer,  au  moyen  de  cette  remarque,  avec  sept 
décimales  exactes,  la  valeur  de  la  série  pour  x  =  -j^. 

L'errcLir  coiuuiise  est,  pour  x  ^  o, 

E  ^ 


2/1  -f-  I 


OU 


„2/i-i-i          ,  in  -h  i 
h  =  i  -:-  X- -H  X* -;-..., 

■2n  -r-  i  2  /t  -i-  5 

E  <i  i  ~-  X-  -+-  x*  -^  . . . , 

I X- 

r.  Q.  F.  n. 

MaTIIÉMATIQLES   SIPÉRIELRES. 

F'.preuve  pratique.  —  Calculer,  à  un  dix-/>nllièmr 
près,  les  racines  de  l'équation  algébrique  du  quatrième 
degré 

7.x''  —  JX^-h   ^.X-  -r-  J.ÎX  I  19.  =  O. 


(    282    ) 

Analyse.  —  On  a  l'équation  aux.  dérwées  parlielles 

I.  Soient  P  et  V  deux  plans  fixes  quelconques.  Con- 
sidérons comme  correspondants  deux  éléments  liné- 
aires situés  à  l'intersectio/i  respectiv^ement  de  P  et  P' 
av>ec  une  même  variété  ou  bande  caractéristique  et 
appartenant  aux  plans  P  et  P'  respectivement .  Mon- 
trer que  la  correspondance  définit  une  transformationY^ 
de  contact. 

II.  Quand  P  et  P'  sont  tous  deux  parallèles  au  plan 
des  xz  et  infiniment  voisins  P  un  avec  V  autre,  E  devient 
une  transformation  infinitésimale  z  de  contact. 

Montrer  que  la  fonction  caractéristique  de  e  est  pré- 
cisément W,  oii  y  est  traité  comme  un  paramètre. 

III.  On  supposera  les  coordonnées  rectangulaires  et 

W  =  \(y)  ^  p  B(j')  -^  (X  -i-  pz)G(j^)  -r-  Y){y)  ^r^. 

Montrer  quil  existe  oo'  surfaces  intégrales  coupées 
suivant  des  cercles  par  tous  les  plans  parallèles  à  celui 
des  xz.  Construire  ces  surfaces  et  achever  l'inté- 
gration. 

Ou  se  bornera  à  intégrer  l'équation 
(l)  <7  -h  A  -I- /?  B  -{-  C{x^pz)  -r-  D  ^/n-y;>2=     ; 

le   reste  résulte    immédiatement  de    théories  connues, 
exposées  au  Cours. 

D'abord  simplifions  (i). 

Posons  T,  =  /  (L[y)dy.  Alors 

_  dz         àz   c/r^   _  p  ^'-'  . 
r)y  r)r^    dy  Of 


(  '-^^  ) 

on  divisera  le  premier  membre  de  (  i  )  pai-  C  sans  en  chan- 
ger la  forme.  Cela  revient  à  faire  simplement  C(j)  )  =  i . 
Posons  ensuite 

il  viendra 

dz  =pdx~  q  dy  =  dZ  -^  X  dy  =  P  f/X  +  (  Q  -^  ^'  )  dy 

=^  p  d\ -\- p\' dy -^  q  dy  ; 

P=^,         o='l- 

ô\  ^        dy  ' 

^~dy' 
(i)  devient 

Q  -+-  ^l,  -^  I»  1)1,  +  X  -r-  PZ  -f-  D  /i-^  F^  =  o, 
.A  =  C-+-  ^  +  A,        ill,  =  _  t'  +  ;  _t-  B. 

Déterminons  i  et  l!^  parles  eonditions 

c'est-à-dire 

^" ^  ^  _f-  A  —  B'  =  ^"-^  ^  -4-  4'  -^  B  =  o. 

On  n'a  cpi'à  intégrer  deux  équations  didérentielles 
ordinaires  du  second  ordre  qui,  rendues  homogènes, 
sont  à  coefficients  constants.  Alors  A=B  =  o.  Cela 
revient  à  faire  A  r=  B=  o  dans  l'équation  (i). 

La  double  simplification  C  =  i  etA  =  B=:o  a  pour 
propriété  que  les  cercles,  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui 
des  xz^  se  maintiennent  tels. 

On  a  à  intégrer  simplement,  puisque C  =  i ,  A:=  B  =  o, 


(->.)  q -~  X -^  pz -^\K{y)  \/\ -^  p- =  o. 

La  sur lace  S 

(T  -^  tt  )-  -\-  {Z  ->r  V  y-  z=   pi 
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(où  M,  V,  p  sont  fonctions  du  seul  y)  est  coupée  suivant 
un  cercle  par  tout  plan  parallèle  à  celui  des  xz.  Expri- 
mons que  S  est  une  surface  intégrale 

(X  -i-  U)  -r-  p{z  -\-  V)  —  O, 

ll'{x  -\-  ?/)  H-  (  -  -t-  r)  (<7  -4-  v')  =  pp', 
X -h  u  ,       pp'—u'ix-hu) 

'  z  -+-  V  ^  z  -\-^' 

Portons  ces  valeurs  dans  (  ^i).  Tout  calcul  fait,  il  viendra 

x(u' —  t^)  -i-  z(v'  -+-  a  )  -t-  ait'  -h  t'f' —  pp' —  Rp  =  o. 

De  là  successivement 

I   u' =  V,        f' =  — u,         p' =  — H; 
)  u"-i-  u  =  v" -+- 1-'  =  p'  --  H  =  o; 

I  u  =X  sin(j^  -^  I^))     V  —  k  cos(j^  +  [x),     p  =  TJT  —  /  R  c(/. 

II  y  a  trois  paramètres  arbitraires  A,  [jl  et  ra  et  oo'  sur- 
faces S. 

Chaque  S  est  engendrée  par  une  circonférence  de 
rayon  variable  dont  le  plan  reste  parallèle  à  celui  des  xz 
et  dont  le  centre  décrit  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  y. 

Possédant  une  intégrale  complète,  on  achèvera  la  so- 
lution par  les  procédés  ordinaires. 

La  simplification  C  :==  i ,  A  =  B=  o,  n'est  pas  indis- 
pensable. Elle  a  été  introduite  pour  faciliter  la  discus- 
sion géométrique,  beaucoup  plus  rapide  sur  (2)  qtie 
sur  (i). 

Cette  discussion  est  intéressât! te.  Par  exemple,  le 
groupe  fiai  continu  engendré  par  la  transformation 
infinitésimale  e,  considérée  dans  l'énoncé,  représente 
le  mouvement  suivant  :  tout  point  du  plan  r  =  consl. 
est  invariablement  lié  à  une  tangente  à  la  circonférence 


(  -^-«5  ) 
landis  que  cette   tangente?  roule  sans  glissement  sur  la 
circonférence. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  achever  l'étude  géomé- 
trique des  surfaces  intégrales  et  des  courbes  caracté- 
ristiques. 


C0\C01IUS  GOÉRAL  DE  1900. 


Composition  de  Matlicinatiques  spéciales. 

On  considère  les  paraboloïdes  II   représentés,  en  coordon- 
nées rectangulaires,  par  l'équation 


y- 


/)  -H  X  ^  -1-  X 


X 


dans  laquelle  p  cl  q  sont  des  constantes  et  X  un  paramétre 
variable,  et  l'on  propose  d'étudier  la  surface  Z  enveloppe  des 
plans  polaires  P,  par  rapport  au  paraboloïde  II,  d'un  point 
donné  A  : 

1°  La  surface  2  est  de  la  troisième  classe  et  chaque  plan 
polaire  touche  cette  surface  en  tous  les  points  d'une  droite  G. 

a"  Les  droites  G  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche  T  du 
troisième  ordre;  elles  admettent  un  cône  directeur  G  du 
second  degré. 

3°  La  section  de  la  surface  S  par  un  plan  tangent,  c'est- 
à-dire  par  un  plan  polaire  P,  se  compose  d'une  droite  G  et 
d'une  conique.  Déduire  de  là  le  degré  de  la  surface  2. 

4°  Chaque  droite  G  est  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  Q  par 
rapport  aux  paraboloïdes  fl.  Chaque  plan  Q  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  G  à  laquelle  il  correspond. 

5"  Trouver  l'enveloppe  Ci  des  plans  Q  qui  correspondent 
aux  diverses  droites  G. 

On  indiquera  les  relations  qui  lient  l'enveloppe  Cj  avec  les 
paraboloïdes  FI  et  le  cône  C. 


iS()  ) 


COXCOIIRS  D'ADMISSIOA  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQIE 
E\  1900. 


Math  éin  atlcj  lies. 

I.  Dans  le  plan  (P)  d'une  section  plane  d'une  surface  (E) 
pour  trouver  les  normales  à  la  section  issues  d'un  point  O, 
on  peut  employer  la  méthode  suivante  :  couper  (E)  par  une 
sphère  (S),  et  déterminer  le  rayon  /•  de  la  sphère  de  façon 
que  le  plan  (P)  soit  tangent  au  cône  (C)  qui  a  pour  sommet 
le  point  O  et  pour  directrice  l'intersection  (E,  S).  La  généra- 
trice de  contact  OG  est  normale  à  la  section  plane  au  point  G 
où  elle  rencontre  la  directrice  (E^  S)  du  cône  (C). 

Justifier  cette  méthode. 

II.  Première  application.  —  On  coupe  l'ellipsoïde  (E) 

X'         V-        -- 
a-        o-        c- 
par  le  plan  (P) 

ux  -^  vy  -h  iv  :•  =  o. 

Sur  le  diamètre  perpendiculaire,  on  porte,  à  partir  du  centre, 
une  longueur  OM  dont  le  carré  soit  moyenne  harmonique 
entre  les  carrés  des  demi-axes  a  et  p  de  la  section 


OM'        ^' 
Lieu  du  point  M,  quand  (P)  pivote  autour  du  point  O. 

III.  Deuxième  application.  —  Même  problème  en  rempla- 
çant la  longueur  OM  par  la  longueur  ON  déduite  de  la  formule 

I  I         I 

ÔÏN  ""  â  ^  p' 

Etudier  la  forme  du  lieu  du    point   N,   et   celle   des   sections 
parallèles  aux  trois  plans  des  coordonnées. 
On  conservera  les  notations  indiquées. 


(  ^-^7  ) 


Epure. 


Autour  d'un  axe  \ertical  Z  tourne  un  disque  circulaire  de 
o"',09  de  diamètre,  et  dont  la  position  initiale  AOB  est  définie 
ainsi  :  son  centre  O  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  Z,  à  o'",o9 


à  droite  de  cet  axe;  «on  plan,  |)erpendiculaire  au  plan  de  front, 
est  incliné  à  45°  sur  Z,  et  de  façon  à  couper  Z  en  un  point  C 
situé  au-dessous  du  point  0. 

Du  solide  annulaire  engendré  par  le  disque,  on  élève  la 
partie  intérieure  à  l'hyperboloïde  de  révolution  qui  a  pour 
génératrice  le  diamètre  de  front  AB  du  disque,  et  pour  axe  la 
verticale  du  point  le  plus  en  avant  du  disque. 

Le  solide  restant  repose  sur  un  sol  horizontal  par  son  paral- 
lèle inférieur. 

Le  représenter  par  ses  deux  projections,  avec  les  ombres 
qu'il  détermine  sur  lui-même  et  sur  le  sol,  quand  on  l'éclairé 
par  des  rayons  parallèles  dont  la  direction  et  le  sens  sont  ceux 
de  la  (lèche  OC.  après  une  rotation  de  45°  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  autour  de  Z. 

On  placera  les  projections  de  Z  sur  l'axe  de  la  feuille  paral- 
lèle aux  grands  côtés,  sa  projection  horizontale  à  o"',i5  au- 
dessus  du  bord  inférieur;  la  projection  verticale  du  point  O 
à  o'",34  au-dessus  du  même  bord. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  l'épure.  On 
ne  tracera  que  les  parties  vues  des  courbes  d'ombres. 


(  288  ) 
QUESTIONS. 


1852.  On  considère  un  système  articulé  composé  de  sept 
tiges  rigides  dont  les  quatre  premières  forment  un  quadrilatère 
gauche  ABGD  ;  les  trois  autres  ME,  MF,  MG  relient  un  point  M 
à  trois  points  E,  F,  G,  appartenant  respectivement  aux  tiges 
AB,  BG,  CD  et  fixes  sur  ces  tiges. 

Les  articulations  qui  existent  aux  points  A,  B,  G,  D,  E.  F, 
G,  M  sont  réalisées  par  des  joints  de  Gardan. 

Démontrer  que,  pendant  toutes  les  déformations  dont  le 
système  est  susceptible,  le  point  iM  reste  à  distance  invariable 
d'un  certain  point  de  la  tige  DA,  fixe  sur  cette  tige.  On  peut, 
delà  sorte,  adjoindre  au  système  une  huitième  tige  sans  intro- 
duire de  liaison  nouvelle. 

(  Raoul  Bricard.) 

1833.  On  considère  la  surface  engendrée  par  un  cercle  de 
grandeur  invariable  qui  se  déplace  suivant  une  loi  quelconque  ; 
montrer  que  les  normales  à  cette  surface,  menées  aux  points 
qui  appartiennent  au  cercle  mobile  dans  l'une  de  ses  positions, 
s'appuient  sur  deux  droites. 

(Raoul  Bricard.) 

18o4.  1°  Etant  placés  les  trois  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle, 
les  trois  centres  de  ses  cercles  de  Neuberg  et  les  trois  centres 
de  ses  cercles  de  Mackay,  tracer  par  points,  et  au  moyen  de  la 
règle  seulement,  V hyperbole  de  Kiépert  du  triangle; 

2"  Etant  placés  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  et  les  po- 
laires du  barycentre  par  rapport  aux  six  coniques  corrélatives 
des  cercles  de  Neuberg  et  de  Mackay,  le  barycentree  étant 
origine  de  la  corrélation,  tracer  par  tangentes,  et  au  moyen  de 
la  règle  seulement,  la  parabole  de  Kiépert  du  triangle. 

(  L.    Rll'ERT.) 
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[F8f]  [Hlld] 

EXPOSITION  GtOMETIIIOlE  ÉLÉIIEMAIHE  DE  QIELOIES 
PHOPRIÊTÉS  IO\OAMt\T\LES  DES  FO\CTIO\S  EELIP- 
TIOLES  DE  PREMIÈRE  ESPECE  (suite)  ('); 

Par  m.   K.-M.  LIJMERAY. 


10.  Si  nous  appelons  pé/iodn  la  plus  pclile  quaiililé 
dont  doit  varier  :;  pour  que  la  ronction  reprenne  la 
même  valeur,  quelle  que  soit  eette  valeui-,  noire  repré- 
sentation géouiétrique  nous  la  donne  et  l'on  trouve  que 
la  dislanee  oo'  est  égale  à  i ,  5,  .  . .  .  On  pourrait  démon- 
trer que  la  période  de  la  fonction  tang3  est  précisément 
la  moitié  de  la  péiiode  de  la  Ibnclion  sin  c-. 

Ou  voit  encore  que  langz  s'annule  une  fois  et  devient 
±  a;  dans  lintervalle  d'une  période. 

De  l'existence  de  la  péiiode  réelle  de  la  fonction  tangz 
on  conclut  V existence  de  la  priiode  ~^' — i  pour  la 
fonction  Tliz;  c'est  le  résultai  autjuel  nous  xoulions 
an  i\er. 

17.  Ou  appliquera  aisénu-nt  au  cas  de  Tli  2  les  rai- 
sonnements du  n"  10. 

On  trouve  alors  que,  lorscpie  ::  décrit  une  p.uallèle  à 
l'axe  réel  ou  '\l\\z  décrit  1  un  tl<s  ccr»  li's 

U2^V2_,  ^  Yl—J 


(  '  )  Voir  page  255. 

Aiin.  de    Miilheinal.,  3*  -SLiif,  t.   .\l\.   (Juillet    itjuo.)  Il) 
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qtii  passent   tous  par  les  points  CJ  =  ±  i  {/ig-  lo)  tels 
que  G),  Co.  Quand  z  décrit  une  parallèle  à  l'axe  imagi- 
naire oc,  Thr  décrit  un  des  cercles 


U2  +  V-^-+-i 


Ml 


U„ 


tels  que  D;  ces  cercles  coupent  ortliogonaletnent  les  pre- 
miers et  n'ont  entre  eux  aucun  point  conainun;  ici  donc, 


à  part  les  cercles  limites  qui  se  confondent  avec  les  axes, 
les  deux  systèmes  de  courbes  sont  formés  de  courbes  fer- 
mées; il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  Th  3  admet 
une  période  réelle  et  une  période  imaginaire.  Elle  admet 
une  période  imaginaire;  car,  lorsque  z  décrit  une  paral- 
lèle à  l'axe  imaginaire,  le  mobile  qui  ligure  Thz  décrit 
dans  un  sens  constant  un  cercle  tel  que  D  sans  tendre 
vers  une  position  limite  sur  ce  cercle;  on  le  verrait 
comme  au  n"  lO  en  remarquant  que  l'équation 


a  pour  racines 


X  ^=±  ^- 


et  qu'aucun  des  cercles  D  (sauf  les  cercles  limites)  ne 
passe  en  ces   points.   Au  contraire,  quand  z  décrit  une 
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paiallèlc  à  l'axe;  it-el  ou,  le  luubilc;  déciil  clans  son  j)lan 
ini  cercle  tel  (jue  C|  et  suivant  le  sens  du  niouvenienr  ; 
il  s'approche  de  l'un  des  points  riz  i  de  l'axe  réel.  Mais 
nous  allons  voir  qu'il  s'en  approche  asyDiphyt'Kjucmcnl . 
Soit,  en  eirel,  E  un  point  du  cercle  C,  de  (•()(ir(l()nn(''es 
U,  ^  ;  la  fonction  a  la  valeur 

x  =  u-v/:i7; 

on    a    un    autre    point    E,    correspondant    à    la     valeur 
X,  =  Li  -h  ^  1  V —  '   ''•^'  ^^  lonciion  en  écrivant 


c  est -à -dire 


V.  /-  >  - 


i+«(U-f-Vv/— i) 


Si,  par  exemple,  \  (îst  positif,  \  ,  seia  aussi  positif. 
Pour  le  pi-ouver  il  suffit  de  montrer  r|ue  l'arijunienl  du 
numérateur  est  plus  grand  que  ec^lui  du  dénominateur. 
Désignons   respectiveuKMit  ces  arguments   par  C5    et    'i. 

On  a 

V  ,  «V 

i;uiiri  = 


^/^  L  ^  ■        n-aU 

Si  U  est  positif  (c'est  le  (nis  du  [xjini  E),  les  deux  tan- 
gentes sont   positives  et   les   arcs  étant   plus  petits   (jue 

^  sont  positifs.  On  a 

V(l  —  «2) 


lan^"£  —  l.Ti)^  '!/  = 


(  '^  -h-  U)(i  +  al"  ) 


I  — a-  est  positif  puis(jue  a  est  plus  petit  (jue  i  ;  donc 
tangcp  —  tang'i/  est  positif;  il  en  est  de  niè-me  d(;  o  —  '\j\ 
E,  est  donc  du  même  côté  (jue  E  par  lapporl  à  l'axe  OU  \ 
donc  le  mobile  s'appioche  asymptolirpiement  soit  du 
point  -h  I,  soil  du  point  —  i  :   et    il    ne  revient  jamais  .i 


(  ^%92  ) 
son  point  de   départ.   The   ri  a   donc   pas   In   période 
réelle. 

T\\z  ayant  seulement  une  péiiode  imaginaire,  le 
plan  liov  des  z  est  partagé  en  bandes  par  des  parallèles 
à  l'axe  ou  au  lieu  de  [)arallèles  à  l'axe  ov  comme  dans 
le  cas  de  sin;. 

Les  énoncés  du  n"  12  sont  applicables  en  remplaçant 
les  ellipses  par  les  cercles  cpii  passent  aux  points  dt  i. 

111.  —  La  fonction  sn. 

18.  Considérons  maintenant  une  fonction,  que  nous 
désignerons   par  sn,  admettant  le  théorème  d'addition 


sn/> /i — s,n'^q  \/i  —  k'^^n^q  -\-%nq  \/ i  —  sn'^/J  y/i —  /c^sn^^ 
^  I  —  /:2  sn2/;sn2^  ' 

dans   laquelle  A'  désigne  un   nombre    positif   plus   petit 
que   1,  et  satisfaisant  aux  conditions 

/dsnp\ 
sn(o)  =  o,  — ^  =  I. 

V    dp    /p=o 

Posons 

sn{p-+-q)=y,         siiyj  =  a,         snp^x; 

on  a 


__a\/i  —  a?2  y/i  —  k^cc-  -i-  x^  i  —  a'^\/i  —  k^a^ 
^^       ^~  I  —  /c2a2^2 

Dans  cette  relation  a  désignera  un  nombre  positif  plus 
petit  que  i . 

La  courbe  (5)  se  compose,  comme  on  le  verrait  aisé- 
ment : 

i"  D'un  ovale  inscrit  dans  le  carié  de  côtés  .r  =  ~*~  i , 

2°  De   deux   branc]u^s   inlinies   Hll'   asymptotes   aux 


(  ^^9^^  ) 
tlroilos   j-=±T— >    cl    disposées    coiiuik!    riiuli(|iif    la 
fii^.  I  I  ;  elles  uni  une  tangente  \erluale  dahscisse  ir:  -r 


et  une  tangente  horizontale  de  même  oidonnée-, 

3"   De  deux   autres  hranehes   infinies  (iG'   ayant   IfS 

mêmes    asvmptoli-s,  mais    situc'es  de  I  autre   côté   de  ees 

asymptotes. 

Les  bissectriees  OB,  OB'  sont  les  axes  de  symétiii-  de 

la  eourbe. 

19.  Considérons  plus  partienlièrement  l'ovale  cen- 
tral; \ajig.  I  pourra  nous  servir.  Partons  encore  du 
point  1*Q  et  décrivons  le  chemin  P„  0P|  M.  .  .;  en  ayant 
toujours  soin  de  ne  prendre  parmi  les  deux  intersections 
d'nne  verticale  à  l'ovale,  quand  elles  sont  distinctes, 
que  celle  (}ui  n'est  pas  svmélricpie  du  point  préc(''dem- 
nient  ohtenu.  Je  dis  que  l'on  a 

(ndoiiiirc  (le  \\,=  su  (  ;j./> ). 

En  ellct,  P(   coriespoiul    à    snr7:=.r  =  o^  on  a  donc, 

d'après  (j), 

ordonnée  de  l*i  —-  ti  =rz  >n/>. 

En    remar(|uant  (|ue  1  ;d)s<isse  île    Po  est  égale  à    I  or- 


(  ^94  ) 

doiince  de  P,,  puisfjuo  M,  ost  sur  la  bisscclrice  OB,  on 
aura  l'ordonnée  de  Po  t-'n  remplaçant  dans  (5)  x  par 
l'ordonnée  de  P|,  e'est-à-dire  par  a^  on  a  done 

■  >.  rt  v/i  — 'ï-  v/>  —  A^rt-  ,      , 

oftlonnce  de  r ,  =   ;- — ^ =snOip); 

I  —  A-  a'' 

on  verra  ensuite  que  la  lui  est  générale,  en  la  supposant 
vraie,  pour  le  point  Pjj,  et  en  passant  au  point  P|x-(-f 

20.  Par  la  méthode  du  n"  2  nous  obtiendrons,  au 
moyen  de  l'ovale  central,  une  courbe  T  qui  représentera 
la  fonction  snz  et,  comme  au  n"  4,  nous  vérifierons 
qu'elle  satisfait  au  théorème  d'addition  et  aux  condi- 
tions su(o)  ^  o,  (     "    "■  )       =1.    Comme   siiis,    snz    a 

pour  coefficient  angulaire  à  l'origine  l'unité,  et  oscille 
entre  —  i  et -|-  i ,  sa  courbe  figurative  a  ainsi  une  forme 
analogue;  mais  la  [)ériode  est  plus  grande;  (juand  A- 
lend  vers  i ,  celte  période  devient  de  plus  en  plus  grande; 
pour  A- =3  I   la  fonction  devient  Th:;. 

21.  /^(juation  différentielle.  —  Deux  points  succes- 
sifs P^.,  P[j.+i  de  l'ovale  et,  par  suite,  deux  points  succes- 
sifs Pu,  P|,^i  de  la  courbe  F  ont  pour  ordonnées jj/-[ji.,  J  p-4.1 . 
Comme  l'abscisse  du  point  P[j.+  i,  d'ordonnée  jj;._i., ,  est 
précisément  égale  à  j^'jj.,  on  aura 


En  divisant  cette  diilérenee  par  a  on  aura  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  sécante  qui  joint  les  deux  points. 
En  faisant  tendre  a  vers  o  et  en  prenant  la  limite  du 
rapport,  il  vient 
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22.  Les  (conclusions  de  la  fin  du  n"  o  s'appuient  sur 
ce  fait  que  l'ellipse  n'est  rencontrée  (ju'en  deux  points 
par  nnc  parallèle  à  oy,  admet  [)our  axes  de  symétrie  les 
deux  Jjisseetiic»;s,  et  est  nue  courbe  lerinéc;  et  sans  point 
double.  L'ovale  fjue  nous  considérons  ayant  les  mêmes 
propriétés,  les  résultats  de  la  lin  du  n"  5  s'appliquent 
à  sn  :;  ;  disons  seulement  qu<'  la  quantité  analogue  à  t.  est 
notée  d'ordinaire  aQ  et  représente  la  demi-période. 

23.  Pcriodc  imaginaire.  —  Pour  voir  si  sn  z  a<lmet 
une  période  imaginaire,  nous  considérerons  la  fonction 
conjuguée  et  nous  clierclierons  si  cette  dernière  admet 
une  période  réelle.  En  changeant  «,  x  et  y  en  a  \J- — ■  i, 

X  y/ —  I ,  )'  sj —  I ,  l'équation  (5)  devient 

/ a  v —  I  v  '  -T-  x-  V  I  -j-  l<'-x'-  -+-  X  y —  I  y/i  -\-  a-  y/i  -f-  A-rt- 

y  ^-  '  = i-/t^«a^^ 


_  a  \/ 1  -\-  .r-  ^ î  -h  k-''' X-  -h  X  \/ \  ■+-  a-  \/ \  -+-  k^  a- 
"^  I  —  k-a-x- 

Telb;  est  la  (ormulc!  d'addition  delà  fonction  conju- 
guée. 

La  courbe  (())  se  compose,: 

i"  De  deux  brandies  HH'  {fii^-  12)  ayant  pour  asym 

ptotes  les  di  oites  x  =^±  -j-  >   r  ^  zt  7—  ; 
'  ha    -^  Art 

S4°  De  deux  brandies  infinies  GG'  ayant  les  mêmes 
asymptotes  et  situées  de  l'autre  côté  de  ces  asymptot(;s. 
Ces  (juatie  branches  sont  disposées  comme  l'indique  la 
Jig.  12.  Les  bissectrices  de  l'angle  xoy  sont  axes  de  sy- 
métrie de  la  courbe. 

En  parcourant  la  ligne  brisée  PqOP,  M,  Po .  .  .  tou- 
jours en   faisant  attention  de  choisir,  d<;  deux  inlcrsec- 


(  ^■;>(>  ) 

lions  d'une  verticale  avec  la  combe,  celle  qui  u CsL  pas 
sjniéLrique  du  point  piéeédeninient  obtenu,  on  pourra 
leprésenlcr  la  fonction  conjuguée;  le  même  fait  qu'au 
n"  14  se  présente  ici;  il  y  a  une  valeur  de  z  pour  la- 
quelle la  fonction  devient  ±  x,  après  quoi  on  est  ramené 
dans  la  région  de  la  ccjuibe  d'où  l'on  était  parti;  /a 
fonction  conjuguée  est  périodii/iie  ;  sa  courbe  ligutative 


a  une  forme  analogue  à  celle  d(;  lang^;  mais  la  période 
est  plus  grande  et  d'autant  plus  que  A'^  est  plus  voisin 
de  o;  pour  A- ^  o  la  période  est  infinie;  la  fonction  se 
confond  alors  avec  Shz.  La  fonction  conjuguée  de  sn 
ayant  une  période  réelle  al),,  sn:;  admet  la  période 
imaginaire  2O,  \/ —  1 . 

24.  Rectangle  des  périodes.  —  Comme  sine,  snz 
admet  une  période  réelle;  le  plan  de  z  est  partagé 
d'abord,  comme  sur  la  /(g.  5,  en  bandes  parallèles  à 
l'axe  imaginaire;  comme  Thz,  snz  admet  une  période 
imaginaire,  le  plan  des  z  est  aussi  partagé  comme  sur 
\ajig.  10  en  bandes  parallèles  à  l'axe  réel;  ici  donc  le 
plan  est  partagé  en  rectangles  (fig-  i3),  de  côtés  2Q,  et 
fiio.  cl  quand  -  prend  des  valeuis  r(  piésentées  pai-  des 


(  -"9-  ) 
points  lels  (juo  Z,,  Zo    occupanl  dans  tleiix   lecLangles 
(jiu'IcoiiquL's  des  posilions  relatives  semblables,  snz  re- 
prend la  même  valeni-;  siizest  (iouhleinniit  périodique. 


Fig.  i3. 


Zi' 


Dans  eha(jU(!  reetangle  elle  s'annule  deux  fois  et  devient 
inlinie  deux  fois. 


25.  Variations  de  snz.  —  Pour  trouver,  coniine  aux 
n"^  10  et  17,  le  lieu  des  points  représentatifs  de  snz 
(|uand  z  déerit  dans  un  des  reelangles  de  son  plan  une 
|)arallèle  à  l'axe  o«,  nous  écrirons 

{n  -^  fo  v/— i) 

_  su  u  v/i  -t-Sn'^t'o  \/i  -H  A-Sii^t-fl-i-  / —  I  Sni'o  /r  —  sn-«  \/ 1  —  /c-  sn-  u 

où  nous  avons  représenté  par  Sn  la  fonction  conjuguée 
desn.  Cette  fonction  n'a  reçu  aucun  nom  et  n'aurait,  du 
reste,  que  j)en  d'utililé^  nous  ne  l'introduisons  que  mo- 
mentanément [)our  mieux  faire  ressortir  l'analogie  avec 
le  cas  du  sinus. 

Posons  sn//  =  ^,  sn  ( // ,  + i^,,  y'— i  )  =  U -f- V  ^— i , 
SnP'g^Xo;  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires,  on  aura 


V2  = 


(  298  ) 
Eliminant  ^-  enUe  ces  deux  é([iialioiis  on  a,  pour  le 
lieu  clierché, 

(  -tt:; — ^  V  2  -i-  1  =  o. 

'  ô 

En  0[)éi'aiit  de  même,  dans  le  cas  où  z  décrit  une  pa- 
rallèle à  l'axe  ov^  il  est  de  la  forme  Uq  +  vsj —  i,  on  a 

sn(«o  +  V  \J—  i) 

sn  iiç,  \/i  -f-Sn^p  \J \  -hA'^  Sn'-t"  -f-  \/ —  i  Snv\/i—S\\-H(,\/i  —  /i^  sn"- 
~  I  -!-  /i-  sn2  Mo  Sn^  v' 

posant  sn//o=:  Uo,  8111^=:  ^,  on  a  les  deux  équations 

V,  ^  r^(i-Ug)(i-A-^Ug) 
Eliminant  ^-  on  arrive  à 

r^  ^  (i-lJ„^)(i-A-^U5) 

l  U  5 

Pour  nous  rendie  compte  de  l'allure  générale  des 
courbes  des  formules  (y)  et  (S),  considérons  U-  et  V- 
comme  étant  les  coordonnées  (/ig.  i4)-  I-'^'s  courbes  (y) 
sont  alors  des  paraboles  telles  que  P  dont  l'axe  a  pour 
coefficient  angulaire  —  i  ^  elles  coupent  l'axe  OV-  aux 

points  Vjj  et  ;  et  l'axe  OU-  aux  points fTyl  ^^ 

-r-  \,   ''  •  Elles  noiiL  aucun  nuint  coininun  dans  le 

premier  quadrant. 


(  299  ) 

I\)ui-  V  jj  =  y  OU  a  la  dioiU'  doiihli:  I)  (jui  ((uipc;  les  axes 


ei,  U^=  j_,  \' 


l^cs  C(>iiil)es  (8)  sont  aussi  des  paraboles  telles  (|ue  P', 
leurs  axes  ont  la  nièiue  direelioii  que  ceux  des  para- 
boles P;  mais  elles  soûl  dirigées  eu  sens  conlraire;  elles 

(  ()U[)euL  l'axe  OU-  aux  poiuts  Uj;  et  /^i^  ^'^  l'axe  OV- 
aux   poM.ls  -  T^^rrul  ^t  -  ^  — _-^j^  ;   pour  L"  =  /^. 


el  Vjj  =: —  -,  ou  a  la  parabole  P"  langeiUe  aux  axes  en 

ces  points.  Les  paraboles  P'  n'ont  aucun  point  commun. 

Quant  aux  courbes  (y)  et  (8),  on  les  obtiendra  en 
faisant  correspondre  à  chaque  point  U-,  V-  du  premier 
quadrant  (  puiscpie  U^  et  V-  doivent  être  positifs  pour 
((ue  U  et  V  soient  réels)  quatre  points  (-|-U,4-V), 
(+U,-V),  (-U,+V),  (_U,-V). 

Les  courbes  obtenues  sont  donc  symétri(]ucs  (  /i^\  i  5) 
[)ar  l'apport  aux  axes  Ol  ,  (  )\  .  Parmi  les  courbes  (y) 

(en  Irait  plein  )  se  Irouve  le  cerrle  double  C  de  rayon  — r- 


(  3oo  ) 

qui  correspond,  à  la  droite  D  de  \sLjig.  i4.  Toutes  les 
courbes  sont  fermées  sauf  la  courbe  limite  qui  se  con- 
fond  avec  l'axe  OU;  elles  coupent  l'axe   OU  en  deux 

points  I,  1'  compris  entre  les  jioinls  d'abscisses  i  ety; 

et  en  deux  points  symétriques  par  rappoit  à   OV  ;   elles 


coupent  OV  en  quatie  points  symétiiques  deux  ù  deux 
par  rapport  à  OU  ;  deux  de  ces  points  s'éloignent  à  dz  30, 
tandis  que  les  deux  autres  tendent  vers  o. 

Les  courbes  (8)  figurées  en  points  admettent  aussi 
OU  et  OV  pour  axes  de  symétrie,  elles  ne  coupent  ja- 
mais OV  ;  à  la  limite  elles  se  confondent  avec  cette 
droite;  elles  coupent  la  partie  positive,  par  exemple,  de 
OU  en  deux  points  J  et  J',  l'un  J  entre  o  et  i,  l'autre  J' 

entre  t  et  00  (  '  ). 


(')  Si  dans  l'équation  (8  )  on  fait  U5 


k' 


A- 


avec  A---f-  A'-  =  1,  on 


a  une  courbe  telle  que  le    produit  des   dislances  de  chacun  de   ses 
points  aux  deux  points  fixes  U  =  lir  j,  \  —  0  est,' constant  et  éf;al  à  —  • 

A  A  ' 


(  3oi    ) 

On  pourrait  cléinoiitrei-  que  les  syslôiues  (y)  cl  (8) 
SOUL  orlliogouaux. 

Les  courbes  (")  n'ont  aucun  point  coniiuun,  il  en  est 
de  même  des  courbes  (8).  ]^es  unes  et  les  autres  sont 
des  courbes  fermées.  Connue  dans  le  cas  des  ellipses  re- 
latives à  sine  (  n"  11)  on  veria  (ju'il  ne  [)eut  exister  de 
position  limite  ni  sur  les  couibes  (7),  ni  sur  les 
courbes  (8),  suc  et  sa  conjuguée  Su:;  ont  donc  cliacuue 
une  période  réelle;  su::  a  dune  une  période  réelle  ut 
une  période  imaginaire. 

26.  Dégénérescences  de  su.  —  Quand  on  lait  K-=  o, 
sn  z  dégénère  en  sin  z. 

Le  lliéorème  d'addition  (5),    n"   18,    se   réduit  à    (1) 

L'écjuatiou  difTéreutielle  du  n"  21  se  réduit  à  celle  du 
n°  o.  Les  [)arties  des  courbes  (7)  intérieuri's  à  C  {Jig-  i  5) 
se  tiansforment  en  ellipses  liomofocales  de  loyers  ±  i, 
le  cercle  C  s'éloigne  à  1  inlini  et  les  portions  des 
courbes  (8)  intérieures  au  cercle  C  deviennent  les  bj- 
perboles  du  n"  10  liomofocales  et  ortliogonales  aux 
ellipses. 

Quand  ou  fait  h-  -^  1,  sn;  dégénère  en  Tli -. 

Le  théorème  d'addition  (5)  se  réduit  à 

ai\  —  x^)-\-x{\  —  a^)         a  H- X 
1  —  a-x'^  i-T-ax^ 

c'est  l'équation  du  11"  13. 

L'équation  dilléreutielle  du  n"  21  se  léduit  à  celle  du 
n"  13. 

Les  courbes  (7)  {Jig'.  i5)  se  transforment  de  la  façon 
suivante  : 

Les  ])oints  de  OU  «labscisses  I ,  -—  et  y  se  conlond<'nt  : 


(   3o-^  ) 

les  parties  telles  que  Ll  cl  l'L'  des  courbes  (7)  se 
réunissent  en  un  même  point  d'abscisses  dz  i  et  repro- 
duisent les  cercles  C,  C^,  •••  delà  //i,'.  10;  les  courbes  (8) 
deviennent  des  cei-cles  tels  (jue  D  de  la  //j^".  10. 

!27.  Les  fonclions  complémentaires.  —  On  appli- 
cpiera  facilement  cette  re|)résentation  géométrique  aux 
fonctions  cn^,  du  z  définis  par  b^s  relations 


cn^  =  v/i  —  su-  ::,         ilii  0  y  i  —  A-  sn'^s, 

et  dont  on  formera  d'abord  le  tbéorème  d'addition. 

Dans  les  Nouvelles  Annales  (août  1898)  M.  laggi  a 
proposé  d'adjoindre  à  la  fonction  sn  2  une  fonction  (|u'il 
appelle  cosinus  elliptiijue  et  qu'il  note  coS(.z,  définie 
par  la  relation 


en  :; 

COSfC  = 

(lue 


oul)ien,  par  suite, 


/  i  —  sin^  c 
\     1  —  /,-'sn--3 


La  représentation  géométrique  que  nous  avons  exposée 
permet  de  donner  de  la  fonction  de  M.  laggi  une  inter- 
prétation simple. 

Reprenons  d'abord  la  formule  (1)  et  faisons  «  ^=  i ,  il 
vient 

L'ellipse  de  \3.  fig.  i  devient  un  cercle  de  rayon  1  ;  et 
si  l'ordonnée  y  d'un  point  de  ce  cercle  est  considérée 
comme  étant  sinz,  l'abscisse  x  est  cos?  puisque  l'on  a 
par  définition 

cos^  =  /i  —  sin^^. 

Reprenons  de  même  Técpiation  (5)  en  v  faisant  a  =  y  ^ 


(  3o3  ) 


i-llV    lIcVK.'Ill 


La  courbe  tU;  la  /ig.  i  i,  loul  en  reslant  symétrique 
j)ar  rapport  aux  bissectrices  des  axes,  devient  syruétrifjuc 
par  rapport  aux  axes  eux-nièines  {Jiif.  i());  de  la  rela- 


Fig.   i6. 


tioji  ci-dessus  on  tire,  en  ell'et,  jc  =  i/ fT~i'}  o"  peut 

donc  permuter  x  et  j'. 

On  lemarque  que  les  points  de  croisement  des  asjm- 
[)totes  qui  se  trouvaient  dans  la  concavité  des  brandies 
infinies  {/Ig.  i  i)  sont  ici  en  debors  de.  ces  régions;  cela 
vient  de  ce  que  les  asjm[)totes  sont  ici  les  limites  des 
tangentes  horizontales  et  verticales  aux  brancbes  infinies 
de  la  Jig-.  i  i.  Plus  A-  est  voisin  de  o,  |)lus  la  courbe 
centrale  se  rapproche  du  cercle  de  rayon  i  et  plus  les 
branches  infinies  s'éloignent.  Plus  Â-  est  voisin  de  i, 
plus  l'ensemble  des  courbes  se  rapproche  des  cjuatre 
droites  x  =  ±  i  ^  y  =  nz  i . 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  si  l'on  considère  sn  z 
connue  représentant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  courbe, 
son  abscisse  n'est  autre  que  la  fonction  cos^:;  de  IM.  laggi. 
On  a  ainsi  plus  d'analogie  avec  le  cercle. 


(  :^>o4  ) 

On  appelle  inlégrales  (la  prciiiirrc  espèce  cl   de  sa 
coude  espèce  les  intégt  aies 


X-  dx 


0     \/ 1  —  x^- ^ i  —  AKt^        .'o      v'i  — j-2  y/i  —  k^x^- 

J^'iiiLegrale  de  seconde  espèce  peut  se  lauiencr  à  celle 
de  première  espèce  et  à  celle  qui  représente  l'aire  com- 
prise entre  la  combe  G,  les  axes  et  une  pai'allèlc  à 
l'axe  oy]  en  elTet,  si  l'on  appelle  i^-  celle  sniface,  on  a 


-=XVt^^"- 


ou,  en  multipliant  les  deux  termes  par  y  i  — a:-, 

^ 'o     /[  —  X-  sj  1  —  k-  X- 

_     r' dx  r'  x^  dx 

~  Jo     s/i  —  x^  \/ 1  —  k^x-^       .'„     /i— .r2  v/i  — A-2a72 


par  suite  : 

Jnlégrale  de  seconde  espèce  =  Intégrale  de  première  espèce  —  _,?■. 

28.  La  fonclion  p.  —  On  exprime  d'ordinaire 
<P(/^  +  V)  ^^^  fonction  de  p{p),  p{(/),  p'{p)  ^'^  p'{f/)] 
au  moyen  des  i^elations  entre  p'{p)  et  p{p)i  p'{(/)  t^L 
p{(j),  on  exprimera  p{p  -+-g)  en  fonction  symétrique  de 
p{p)  et  de  p  (f/).  On  pourra  ensuite  appliquer  à  la  fonc- 
tion p  les  raétlioles  précédentes;  nous  engageons  le  lec- 
teur à  le  faire.  Ici  nous  nous  bornerons  à  chercher  les 
courbes  analogues  à  (7)  et  (8).  La  fonction  p  est, 
comme  l'on  sait,  définie  par  trois  constantes  e,,  Co,  e^; 
dans  le  cas  particulier  où  l'on  fait 

e^  —  e,  =1,         e^—  c^—  W-, 


(  3o5  ) 

on  a  I 

a  lelalion 

(9) 

On  peut  de  là,  sans  écrire  le  ihéorème  daddilion  de  jd, 
irouver  pour  celle  foncliou  des  courbes  analogues  aux 
courbes  (y)  et  (8)  relatives  à  sn. 

En  efTet,  dans  les  équations  ("  )  t*t  (8)  passons  en  coor- 
données polaires,  en  posant 

sn(;:)=  Re*-i>''^, 
c'est-à-dire 

U  =  R  cosa,         V  =  Rsino. 

L'équation  (7)  prendra  la  forme 

Ri^- AR2cos2  0-f-  RR2sin2o-i-G  =0, 

A,  B,  C  étant  trois  constanles  dont  une  seule  est  arbi- 
traire. 

Il  en  sera  de  nièine  pour  l'équation  (8).  Si  mainte- 
nant l'on  pose 

l'équation  (9)  écjuivaudia  aux  deux  suivantes 

I 
K- 

Par   suite,   au   inojeii  de    la   transibriiiation    0=  — , 

'         R2 

(•)  =  —  2Q,  on  pourra  à  cliacjuc  point  des  courbes  (y) 

et  (8)  faire  correspondre  un  point  des  courbes  analogues 

relatives   à    p -\ — ■•    Ces    courbes    n'admettent  (lue 

l'axe  réel  pour  axe  de  svnnkrie  {/Ig.  17). 

Les    courbes    (jui     représentent     les      vai'iations     de 

p{z)  H 77-^  (piand  z  décrit  dans  son  plan  une  paral- 
lèle à  o/<,  et  varie  par  suite  de  (|uantités  réelles,  n'ont 
Ann.  de   ifathénial.,  ^'  série,  i.  \I\.  (Juillet  1900.)  20 


(  3oG  ) 
enlie  elles  aucun  point  commun.  II  en  est  de  même  poul- 
ies autres  qui  correspondent  aux  cas  où  z  varie  de  quan- 
tités purement  imaginaires.  De  plus,  les  deux  systèmes 
de  courbes  sont  constitués  par  des  courbes  fermées 
(sauf  les  courbes  limites). 

Les  deux  systèmes  sont  orlliogonaux,  car  les  courbes 
(  j)  et  (8)  sont  ortbogonales  et  la  Ivansfoniiation 


I 


n  aller e  pas  les  angles. 


'lii, 


Parmi  ces  courbes  se  trouvent  le  cercle  de  rajon  A 
Fi 


ayant  l'origine  pour  centre  et  le  cercle  de  rayon  A' ayant 
pour  centre  le  point  V=  o,  U=  i . 

On  sait  que  p  jouit  de  propriétés  plus  simples  que  sn. 
En  ce  qui  concerne  les  courbes  invariantes  que  nous 
venons  de  considérer,  un  fait  analogue  se  produit.  11 
y  a  entre  les  deux  systèmes  de  courbes  une  symétiie 
particulière  qui  devient  la  syméirie  ordinaire  quand 
h-^Jx'-  =^  ^.  L'axe  de  symétrie  est  alors  la  parallèle  à 
OV  à  la  disiance  |. 


(  ^"7  ) 
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Marseille. 

AnAI-VSK    INKI.MTlisi.M  U.JC. 

Epreuve  éciute.  —  Déleriiiinev  les  lignes  asyinpLo- 
tiques  de  la  surj'ace  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  le  sjstènie  d'équations 

a:- =  /  cosO  cos<p,         ^  =  /  cosO  sincp,         .3  =  « cp  4- /  sinO, 

où  les  paramètres  a  et  0  sont  fixes  et  les  paramètres  l 
et  'O  variables  et  indépendants  V un  de  l'autre. 

On  ttouvo  :  /('j  —  ?o=  <^oiist. 

Epreuve   pkatique.   —  Calculer  l' intégi-ale  définie 


a.r 


En  intégrant   le  long  d'un  contour  foinié  par  J'axe 

des  X  réels  et   un   demi-cercle  d'un  très  grand  rayon 

1 ,     .   .  -J-i. 

ayant  ]>our  centre  J  origine,  on  trouve  :  • 

IMÉCAMQtE. 

Epreuve  écrite.  —  Une  poulie  de  rayon  R.  et  de 
masse  INI  peut  tourner  sans  frottement  autour  de  son 
axe  O  tjui  est  horizontal  et  fixe. 


{  .■^o8  ) 
Sur  la  circonférence  de  la  poulie  s'en/'oule  un  /il 
flexible,  inextensible  et  sans  niasse,  dont  l'une  des 
extrémités  est  fixée  sur  la  poulie,  et  dont  l'autre  extré- 
mité se  trouve  primitii^emetjt  en  A  sur  le  diamètre  ho- 


rizontal de  la  poulie.  A  celte  extrémité  A  est  attaché 
un  filjlexiblc,  élastique  et  sans  masse,  de  longueur  «, 
qui  porte  un  poids  P  de  masse  m  5  mais  ce  fil  est  d'abord 
replié  sur  lui-même  de  manière  que  primitivement  le 
poids  P  est  très  voisin  du  point  A. 

Tout  le  système  étant  d^ahord  immobile,  on  aban- 
donne à  lui-même  le  poids  P  qui,  bientôt,  tend  les  fils 
et  donne  au  fil  élastique  un  allongement  x,  dont  la 
valeur  est  reliée  à  celle  de  la  tension  T  par  V expres- 
sion 


Sachant  que  le  fil  ne  peut  pas  supporter  une  tension 
supérieure  à  loo'^s^  on  demande  s  il  se  rompra,  sachant 
que  r on  a 


M  =  io/?i,         X  =  1000,        ^;  =  10,         rt  =  4, 
On  a,  pour  le  mouvement  de  la  poulie, 


R  +  i. 


MIoÇ?=TR 


I  m  R 


dt'- 


T, 


(   ■^o9  ) 
et,  pour  le  mouveineiil  du  poids, 

On  est  rarueiié  à  discuter  réquation 

d-^x          GX    /          5am\ 
—rv  -+■  ^ (  ^ 7^T~     =  o. 

Sou   intégrale 


X  =     ^,     (i  —  cos ht )  -\-  - — f—sm/it,         h  = 
6  À  h 


y    5  a/?« 


iiioiitie  (jue  l'allongement  ne  dépasse  pas  l'allongenicnt 
donné  par  la  relation 

,.    lOOO 

\   ; —    =    lOO. 

4 
Le  (il  ne  rompt  pas. 

Epueuve  pratique.  —  Un  Jil  pesanl  et  Jioinogène 
a  une  longueur  de  8'",  //  e^^  attaché  par  ses  extrémités 
à  deux  poijits  fixes  A  et  B  qui  sont  sur  une  même  hori- 
zontale et  dont  la  distance  est  égale  à  4™- 

Trouver  à  un  millimètre  près  la  Jlèche  de  la  chai- 
nette  décrite  par  le  fil  et  trouver  à  un  gramme  près 
les  tensions  en  A  et  B,  sachant  que  le  fil  pèse  l'^s  par 
mètre. 

ASTIiONOMIK. 

Epkeuve  pkatiqui:.  —  Calculer  le  volume  V  d'un 
parallélépipède  oblique,  connaissant  les  longueurs  a, 
h,  c  des  trois  arêtes  et  les  angles  a,  j^,  y  que  ces  arêtes 
font  entre  elles. 

1"   On  démontrera  la  formule 


\  =  2  abc  v/sin/)  sin(  />  —  a  )  sin(/>  —  P)  pin(/)  —  7), 
oii 

■xp  —  3;  -»-  p  +  Y  ; 


(  3io  ) 
2°   On  appliquera  cette  fonnule  aux  données  numé- 
riques suivantes  : 


a  =  7,36J9'2 
b  =  6,72941 
c  =  5,8432r) 


a  =  62. 53. 17 ,4 

'^  =  65.48.56,7 
Y  =  68.34 -48, 5 


Calcul  du  volume  d'un  parallélépipède  oblique 
\  ^=  labc  ^ s'\n p  s\x\{ p  —  a)sin(/)  —  ^)sin(/)  —  Y)  =  iabcl. 

y?  =  98 . 3  8 . 3 1  , 3 


a  =  7,3659>. 
b  =6,72941 

c  =  5,84327 


a  =  62.53. 17,4 
p  =  65.48.56,7 
7=    68.34.48.5 


sin/> 

sin(  p  —  a) 
sin(/»  —  p) 
sinip  —  '(} 
y- 


■2P   =    197.17 

Log. 
1,99 5 04 10 
7,766639! 
7,7340743 
7,6997815 
7, 1955359 


•2,6 


p- 

-a  =  35.45.  i3 

a 

p  — 

:i  =  32.49.34 

(i 

p- 

7  =  3o.  3.4'2 

Log. 

8 

2 . 

o,3oio3oo 

ce 

0,8672270 

b. 

0,8279769 

c  . 

0,7666552 

A. 

"j", 5977679  > 

V. 

2,36065795 

Solution'. 
V  =  229"",433624  =  229  |3>'",62Î. 

Montpellier. 
Calcul  différentiel  kt  intégral. 
Epreuve  écrite.  —  Déterminer  V intégrale  générale 


du  système  d'équations 


■+- 

bc 
a 

X 

dz. 
dx 

dx-i 

+ 

ac 
~b 

X 

dv 

b  - 

oii  y  et  z  sont  deux  fonctions  de  .t 


ay     -^  bz  =  b(x -h  c), 


y  —  «  j  =  —  a (x  -+■  c). 


(  ''I  ) 

Examiner  les  cas  /xii  ticu/iers  c  =:  o,  c  =  ±  i . 

Eprelvi:  l'RATiQUF.  —  Soit.  l'e/Iiftso'ùle  rapporte  à 
ses  axes 

X-î  yt  -2     ^ 

^2    "^    62    "^    ^    "  ' 

cl  rJijperboloïde 

(.r-+-  hf^—ia^j-   "^  ^)  ^  ^^'  ~"'' 

OÙ  o  <i  h  <<  3r/,  ce5  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
une  ellipse  réelle  située  dans  le  plan 

■ih 

X  ^=  a ~  • 

y 

On  considère  la  portion  d  ellipsoïde  conipriie  entre 
cette  ellipse  et  le  plan  x  =  a.  et  la  portion  d'iirperho- 
loïde  comprise  entre  l'ellipse  et  le  sommet  de  le  même 
nappe.  Déternnner  le  volume  compris  entre  ces  deux 
portions  de  surfaces. 

On  pourra  examiner  séparément  les  deux  cas  sui- 
vants : 

I  "  o  <  A  <  rt  ; 

'2'  a  <  /?  <  3(7. 

ASTIIONO.MIK. 

EpRiiuvK  i-RATiQii:.  —  Les  éléments  de  la  planète 
(^2?)  Thémis  sont  : 

ÏM  =S  =  iGj^a/J'Si".  ■;>,         i!^88,  nov.  -2,0.  T.  m.  Berlin. 

(^Distance  nœiul  périhélie). 

to  =  107.  "iS..},». ,0  \ 

il  =     î'). 36.  ^9,3    I   cq.  moy.   1900 


(  ^'^  ) 

e  =  sinc2. 

i 

(j,  =  7"4o'3i",  I 
IX  =         64i",ii97 
loga  =  0,4953786 

On  demande  de  calculer  : 

i"  L'instant  où  r anomalie    vraie  w  a  pour  valeur 

73"47'4o"; 

2°  Au  même  moment,  la  réduction  à  l'éclipli(/ue  p 
et  les  coordonnées  polaires  Iiéliocenfji(j/uci  ?',  l't,  s  par 
impport  à  l'écliplique  adopté. 

MKCAMQLt:    KATIONNELI.lî. 

Epueuve  écrite.  —  Un  anneau  pesant,  infiniment 
petit,  est  traversé  par  un  fil  flexible  et  inextensible, 
dépourvu  de  poids.,  le  long  duquel  il  peut  glisser  sans 
frottement.  Ce  fil  est  attaché,  par  ses  extrémités,  à 
deux  points  fixes  F  et  F'  situés  sur  une  même  verticale. 
Le  filetant  tendu,  et  l'anneau  occupant  la  position  Mo, 
on  imprime  à  l' anneau  une  vitesse  horizontale,  per- 
pendiculaire nu  plan  FMqF',  et  égale  à  Vq. 

i"  Trouver  le  mouvement  de  l'anneau,  en  supposant 
que  le  fil  reste  tendu  ; 

st°  Le  point  INIo  étant  supposé  au  milieu  du  fil,  cal- 
culer et  étudier  la  tension  du  JiL 

Epreuve  pratique.  —  i*"  Etablir  les  formules  qui 
font  connaître  la  vitesse  d'un  point  quelconque  d'un 
solide,  lorsque  l'on  donne  les  éléments  du  mouvement 
hélicoïdal  instantané ,' 

2"  Un  tétraèdre  solide  A13CD  est  en  mouvement 
dans  l'espace.  A  un  instant  donné,  la  vitesse  du  som- 
met A  est  perpendiculaire  au  plan   BCD,   et  tous  les 


(  ■^■•^  ) 

/joi/ils  d' un  cercle  ilonné,  situé  dans  ce  plan,  a^  uni 
pour  centre  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A  et  inva- 
riablement lié  au  tétraèdre,  ont  des  vitesses  éi^ales  à 
une  même  valeur  donnée. 

Déterminer,  pour  l'instant  considéré,  les  éléments 
du  mouvement  hélicoïdal  instantané. 

Pinsiorii  si.\rm;.M\TiQi  i: 

Éphruve  ÉCRiTK.  —  i"  Solutioit  du  ]>rublèmc  de 
Dirichlel  par  la  méthode  Poincaré  (^méthode  dite  du 
balayage).  On  se  bornera  au  cas  où.  la  surface,  fron- 
tière du  domaine  d'intégration,  est  dépourvue  de  sin- 
gularités ; 

2°  Calculer  les  composantes  de  la  rotation  moyenne 
en  un  point  d'un  milieu  en  déformation,  lorsque  ce 
milieu  est  rapporté  ci  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes rectangles. 

Epueuve  viatique.  —  Une  poutre  horizontale,  ho- 
mogène et  de  section  circulaire  constante,  appuyée 
librement  en  o  et  encastrée  en  A,  est  soumise,  d'une 
part  à  une  charge  uniformément  répartie  Q,  et  d'autre 
part  à  une  charge  P  appliquée  au  nnlieu  I  de  la  poutre. 
On  demande  : 

\"  De  calculer  le  moment  de  flexion  en  un  point  de 
la  poutre  situé  à  une  dislance  x  de  l'appui  simple  o  ^ 

2°  D'indiquer  le  schéma  graphique  de  la  distribu- 
tion de  ce  moment  de  flexion  et  de  définir  la  j)osilion 
de  la  section  dangereuse  ; 

3°  De  calculer  le  rayon  de  la  section  de  la  poutre 
(jui  doit  résister  aux  charges  i)  et  P  quand  on  prend 
les  données  numériques  suivantes  : 

Longueur  de  ta  poutre  :  I  —  i8"'.  I'  —  -O, 


(  3.4  ) 
Q  étant  le  poids  du  volume  d'eau  qui,  h  la-  tempéra- 
ture de  4°)  remplit  une  sphère  d'un  rajon  égal  à  i'". 
La  charge  par  millimètre  carré  de  la  traction  cpii 
produit  la  rupture  est  supposée  égale  à  l'j^^.  La  Jr ac- 
tion de  sécurité  est  prise  égale  à  ^.  On  néglige  l'in- 
fluence de  r effort  tranchant. 

Nancy. 

Calcul  diffékkxtiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Choisir  la  fonction  (^(x,  j',  :;) 
de  façon  que 

(^-^-  -\  dx  +  (l ( X,  y,z) dy  +  —  dz       . 

soit  différentielle  totale  et  intégi'er  celte  différentielle. 

I[.  Rayon  de  courbure  et  centre  de  courbure  en  un 
point  quelconque  d'une  courbe  gauche. 

III.  On  considère  la  courbe  (c)  qui,  rapportée  à  des 
axes  rectangulaires  ox,  oy^  oz,  est  définie  par  les  for- 
mules 

x  =  a  cos  t  4-  at  siii  t, 

y  =z  a  sin  t  —  at  cos/, 

at^ 
z  =  --^tans?, 

oii  t  désigne  un  paramètre  variable,  a  et  '^  des  con- 
stantes. 

i"  Calculer ,  pour  un  point  quelconque  de  la 
courbe  (c),  la  longueur  de  l'arc  com/)té  à  partir  du 
point  pour  lequel  t  =  o  et  la  longueur  correspondatite 
de  l'arc  de  la  projection  de  la  courbe  (c)  sur  le  plan 
xoy,  en  co?iclure  que  la  courbe  est  une  hélice  : 

2°    Déterminer ,    en    un    point    quelconque    de    la 


(  '^'^  ; 

courbe  (c),  Iti  rayon  de  courbure,  la  rciyoti  de  torsion 
ci  les  coordonnées  du  centre  de  courbure. 

Éi'heu  VF.  i'a\TiQUE.  —  Calculer  r intégrale  curviligne 
I  ydr  -+-  zdy  -4-  xdz 

prise  le  long  du  petit  cercle  d'intersection  de  la  sphère 

^-  +  J'--+-  -2— /•-  =  o 
j)ar  le  plu// 

X  -\~  z  —  /•  =  o 

dans  le  sens  qui  va  de  oz  vers  ox  en  passant  dans  le 
trièdre  positif  des  coordon/iées. 

Algèbre  si;pékielre. 

Epreuve  écrite.  —  On  considère  la  fonction  jni  de 
JVeierstrass  construite  avec  les  périodes  lu)  et  20/. 
1°    Vérifier  la  formule 

p{-}.  u  )  -+-  ipu  =  -     J—r- 
\\{)  u 

2"   Si  l  o/i  pose  X  =  pu^i  on  a. 

pi-).  H)  =  4>(.r  j, 

^{x)  étant  une  fo/iction  rationnelle  de  x\ 

3"  Les  l'acines  de  V équation   du   quatriè/ne    degré 
en  X 

'P(x)  —  p(-2.u)  =  o 

sont 

pu,     p(u-\-0)),     /; (  « -f- o> -f- co' ),     p(u-hM') 

et  l'o/i  a  la  relut io// 
\p{:>.u)  =  p U  -r- p{u  -h  10 )  -^  p(  u  -h  lO  -i-  (./)  -+-/>(«-!-  w'). 

4"    /  c/ijie/f/nela  fo//clio/i  ralionnc/lf  *h  (^x)  décom- 


(  3i6  ) 
posée  en  fractions  simples  peut  s^ écrire 

{e\  —  ei){e\  — e-i)    ,    (co  —  é?i  )(<?2—  f.,) 


^^{x)  —  X  -\- 


X  —  Cl 

(«3— ei)(e3— e.2) 


X—  63 

en  posant,  suivant  l'usage, 

5"  Si,  dans  la  fonction  rationnelle  $(x),  on  effectue 
la  substitution 

(ei— e2)(>i  — es) 


X  =  ei-\- 


xçs—ey. 


$(x)  se  transforme  identiquement  en  $(xo)v 

6°  Xo  étant  une  constante  donnée,  exprimer  en  fonc- 
tion de  Xq  les  racines  de  V équation  du  quatrième  degré 

7'   On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  que  si  Von 
effectue  la  substitution 

dans  l' expression  dijjérentielle 

dy 


s/^y^  —  gîf  —  g3 

elle  se  transforme  identiquement  en 


idx 


s/â^^  —  g^oc  —  gz 


I"    et    2°    La   formule  à  démontrer  se  tléJuit  immé 
diatement  de  la  formule  d'addition 

/  X  '     f  P    ^'  P    II  \- 

P  (  U  -h  v)   -h   pu   -+-/>(':=-(  ^ i 

4  \  /><'  —  pu  l 


(  ^'7  ) 
(Ml  y  faisant  tendre  w  vers  u;  et,  pour  obtenir  ^(.r),  il 
n'y  a  plus  qu'à  remplacer  p'-u  et  p" n  par  leur  \aleur 
en  fonelion  de  x=  pu. 

3"  Si  l'on  pose  a;  =  pii\  l'équation  $(x)  —  p (211)^=0 

dev  ient 

p(2u'  )  =  p(iii) 
et  elle  entranie 

f<'  =  «  -î-  1)1  w  -f-  Il  10', 

m  et  n  désignant  des  nombres  entiers. 
La  i-elatioji 

p(iu)  =  pu  ^  p{u  -{-  (m)  -T-  p(  u  -r-  W  -i-  to'  )  -\-  pi  u  -t-  w'  ) 

s'obtient  en  remarquant  (|U(;  la  somme  des  racines  de 
1  équation  du  quatrième  degré  est  4/^(2/f),  ou  encore 
en  décomposant  p{'3.ii)  en  éléments  simples. 

4"  La  décomposition  de  <^{x)  en  fractions  simples 
résulte  immédia(ement  de  la  relation  prc'cédente  et  des 
formules  relatives  à  l'addition  d'une  demi-période. 

5"  Si  l'on  ajoule  la  demi-période  w  à  u  dans  chacun 
des  lermes  de  la  somme 

/»«<  -!-  /? (  «  -1-  oj  )  -I-  /)  (  îf  -i-  w  -J-  to'  )  -t- /?  (  a  -1-  to'  ;, 

le  premier  et  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième  de 
ces  termes  s'échangent  entre  eux;  mais  ajouter  to  à  11 
c'est  remplacer  x  par 

x'  =  e  —  (^1—  g2)(gi  — ga)  ^ 

X  —  Cl 

G"   Les  racines  de  l'équation  $(a')  =  ^l>{x')  sont 
.       „  _^  (gi— g2)(ei  — ^3)       ^  ^  (C2— gi)(g2  — ga) 

J.  ,        g|  -t- ; >        g2 -t-    ; y 

X  —  gj  X  Cl 

e.  -f-  (^3~  gi)(g3— g2) 

■*  .7''  —  ?2 

y"   Si  l'on  pose  .r  = /7U,  il  en  résulte 

y  ■=  (Vi  .r\  ~p{  ■>  u  ) , 


(  3-8  ) 
puis 

dx  ,  dy  , 


s/ !^x^  —  g^x  —  gT,  ^\y^—  s^y  —  gz 

Remarque.  —  La  foucliou  ralioaiielle  •î'(j-)  peut  se 

déduire  de  la  fraction 

h{x) 

où 

'ij{x)  =^  Gqx'' -^  ^a^x^-^-  ^a.,x--~-  ^a-iX  -ir-  O'^, 

et  où  Ji{x)  est  le  co variant  hessien  de  'l[x)^  en  faisant, 
après  le  calcul  du  liessien, 

«0=0,  «1  =  1,  «2=0,  «3  =  —  1^2,  rt^=_^3. 

En  s'appuyant  sur  cette  reuiarcjuc,  et  en  se  servant 
delà  relation  entre  les  invariants  et  les  covariants  d'une 
forme  biquadratique,  on  peut  vérifier  par  un  calcul 
direct  l'égalité 

dy  2  dx 


\J\y^  —  giy  —  gz      s/'\x^—yïX  —  gi 

indiquée  dans  la  septième  partie  de  l'énoncé. 

Voir  à  ce  sujet  Halphen,  Traité  des  fondions  ellip- 
tiques, i.  II,  p.  36o,  le  paragraphe  intitulé  :  Formule 
de  duplication. 

Epreuve  pratique.  —  Etant  donnée  V équation  qui 
fournit    la    valeur    de    lang  _  =  —    en   fonction    de 

tang/7  =  —,  appliquer  la  théorie  des  invariants  de  la 

forme  binaire  cubique  à  la  réduction  du  prenne/' 
membre  de  cette  équation  à  la  forme  canonique  et  à 
sa  résolution  algébrique. 


(  ^n)  ) 

CORRESPO\DA\CE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.   Geminianu  Pirondini 
à  M.  A.  Antoinari. 

.  .  .  Dans  son  article  Sur  quelques  questions  de  la  théorie 
des  lignes  à  double  courbure,  que  M.  U.  Piccioli  vienl  de  pu- 
blier dans  les  Nouvelles  Annales  (novembre  1899),  l'auteur 
démontre  que  l'hélice  cylindro-conique  n'est  pas  placée,  en 
général,  sur  un  cône  de  révolution.  Je  profite  de  l'occasion  pour 
vous  signaler  un  ÎNIémoire  Sur  les  trajectoires  orthogonales 
des  génératrices  d'une  surface  développable,  inséré  dans 
le  Journal  fur  die  reine  und  andgewandte  Mathematik 
(  Bd  118;  1897),  dans  lequel  j'ai  étudié  à  un  point  de  vue  tout  à 
fait  général  les  hélices  cylindro-coniques,  et  en  particulier  les 
lignes  qu'on  peut  regarder  comme  des  hélices  de  deux  cônes. 


RECTIFICATIOX. 


Les  JSouveUcs  Annales  ont  j)iiJ)lic  dans  le  numéro 
d'avril  1900  une  solution,  par  M.  Vacquant,  du  pro- 
blème de  Malliémaliques  élémentaires  donné  an  Con- 
cours d'agrécjalion  en   1899 

Un  léger  défaut  de  réda«' lion  m'a  failconsidérei-  eomme 
insullisante  la  détermination  d'une  asymptote.  J^'aulenr 
dit  en  elTet  (p.  i8j,  lignes  4>  ^  *'l  6)  :  <<  de  plus,  quand 
le  point  AI  vient  en  1,  le  point  M'  étant  à  l'infini  stir  la 
droite  MM' de  direction  D,,  le  point  I  est  un  point  de 
l'asymptote  de  direction  D,  ».  11  a  voulu  dire  que  le 
point  M'  est  le  point  de  rencontre  à  distance  finie  d'une 
parallèh;  MM'  a  l'asymplole;  et  comme  il  passe  à  Titilini 
(juand  M  \ient  en  I,  le  point  I  esl  un  |)oint  de  lasym- 
ptole.  Ainsi  conipiise  la  détcîrmination  de  l'asymptote 
est  exacte.  \.   A. 


(    320    ) 


COXCOiaS  D  ADMISSIO\  A  L'ÉCOLE  POLVTECH.MOIE  M  1000. 
COMPOSITION  DE  MATIIÉMATIQIIES. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


I.  Dans  le  plan  (P)  d'une  section  plane  crime  sui- 
Jace  (E),  pour  trouver  les  normales  à  la  section  issues 
d' un  point  O,  on  peut  employer  la  méthode  suivante  : 
couper  (¥j)  par  une  sphère  (S),  et  déterminer  le  rayon  r 
de  la  sphère  de  façon  que  le  plan  (P)  soit  tangent  nu 
cône  (C),  qui  a  pour  sommet  le  point  O  et  pour  direc- 
trice l'intersection  (E,  S).  La  génératrice  de  con 
tact  OG  est  normale  à  la  section  plane  au  pain!  (t,  uit 
elle  rencontre  la  directrice  (ES)  du  cône  (C). 

Justifier  cette  méthode. 

II.  Première  Application.  —  On  coupe  Vellip- 
soïde     (E)     "i  +  TT"'""^  —  i  =  o   par    le    plan    (P) 

ux  +  vy  +  wz  =  o.  Sur  le  diamètre  perpendicultnre 
on  porte,  à  partir  du  centre,  une  longueur  OM  dont 
le  carré  soit  moyeime  harmonirftie  entre  les  carrés  des 

demi-axes  o.  et   3  de  la  section         .  ^ 1-  ^'  Lieu 

du  point  M,  quand  (P)  pivote  autour  du  point  O. 

m.  Deuxième  Application.  —  Même  problème  en 
remplaçant  la  longueur  OM  par  la  lo ligueur  ON  dé- 
duite de  la  formule  -—^,  = y-'  Etudier  la   forme 

•'  ON         ^         ? 

du  lieu  du  point  jN  ,  et  celle  des  sections  parallèles  aux 
trois  plans  des  coordonnées. 

On  conservera  les  notations  indifpiées. 


(  .i...  ) 

I.  Coupons  la  smfacc  (E)  par  une  splièro  (S)  de 
centie  O.  Le  plan  (  P)  coupe  la  surface  (K)  suivant  la 
courbe  (e)  et  la  splièie  (S)  suivant  le  giaiirl  cercle  (e) 
de  centre  O.  Les  génératrices  du  cône  (C)  contenues 
dans  le  plan  (P)  sont  les  droites  (|ui  joignenl  le  point  O 
au\  divers  points  de  rencontre  A  de  la  courbe  (e)  et  du 
cercle  (.v). 

Dès  lors,  si  OG  est  une  normale  menée  de  O  à  [e)  et 
ijue  l'on  prenne  OG  comme  rayon  de  (.v),  c'est-à-dire 
de  (S),  deux  des  points  de  rencontre  A  sont  confondus 
en  G,  donc  deux  des  génératrices  OA  du  cône  sont  con- 
fondues avec  OG  et  ce  cône  est  tangent  au  plan  (  P) 
suivant  OG. 

Réciproquement,  si  cette  tangence  a  lieu,  deux  des 
génératrices  étant  confondues  avec  OG,  deux  des 
points  A  sont  confondus  avec  G,  le  cercle  (s)  est  tan- 
gent à  (e),  et,  par  suite,  la  normale  OG  à  ce  cercle  est 
également  normale  en  G  à  (e). 

IL  Les  longueurs  a  et  p  des  demi-axes  de  la  section 
diamétrab;  de  l'ellipsoïde  étant  celles  des  normales  me- 
nées du  centre  O  à  cette  section,  jirenons,  d'après  la 
méthode  justifiée  ci-dessus,  le  cône  passant  par  l'inter- 
section de  l'ellipsoïde  et  de  la  splière  de  layon  /•  ayant 
son  centre  au  point  O  ('  ).  L'équation  de  ce  cône  est 


(')  La  inélliode  ici  employée  est  celle  qu'impose  renoncé,  mais 
ecUc  seconde  partie  du  problème  peut  èlre  résolue  i)e;turoup  plus 
simplement  par  le  procédé  que  voici  : 

D'après  un  théorème  bien  connu,  si  y  est  le  dcn)i-(!iamèlre  per- 
pendiculaire au  plan  donné,  on  .\ 


T.-        'fi-        Y"        (1-        b-        (•"■ 
Ami.  de  Mallieiimt . ,  3*  série.  I.   \1\     (.luillel    i.,(i.i.)  >i 


(  ;).^  ) 

et  il  est  langent  au  plan 

ux  -T-  vy  -H  (V  ^  =  o 
si  l'on  a 


ou 


(u 


I         I         [         i         I         I 

a-         /•'-         h-         /•-         '"-         /■- 


b'C-        c'^  a-        a-b- 


La  somme \-  tt,  étant  celle  des  racines  en  —-  de 

a-  p-  /•"- 


d'où 


(I  I  II  I 

a-  "^  3-  ^  à-        h'    '    c-        '''■ 


D'ailleurs  y  étant  le  rayon  vecteur  situé  sur  la  droite 


X  _  y z 

Il  V  w 

_  Cl-       b-        c- 


Si   l'on   porte   cette   valeur  de  —r;  dans   l'expression   ci-dessus   de 

I  I      .,     . 

-^  +  7^)  il  vient 

a-        fi- 


1  I  \6-        c- 

i5  +  ?  = 


^'\  —  -1-  -;  )  +  «'^''  I  —  -+-  — 


a-        b- 


a-  +  v  n-  \v 


d'oii  l'équation  du  lieu 


(  323) 
celle  équalioii,  on  a,  eu  adoplaiit  le  signe   \    pour  les 

sommes  dont  les  termes  se  déduisent  les  uns  des  autres 
par  permutation  circulaire, 

3!^    "^    82  -ICI       , 

Par  suite,  en  vertu  de  l'énoncé. 

En  outre,  le  point  M  étant  sur  la  perpendiculaire 
élevée  en  O  au  plan  donné,  on  a 

■_£  _  y  _  £^ 

U  l'  (V 

Il  vient  donc  pour  le  lieu  demandé,  après  suppres- 
sion de  la  solution  étrangère  .r- -|-jk"  + -"  =  o  (cône 
isotrope  de  sommet  O), 

ou 

•>.   \b'-        c- /  :>.  \c-        a-)    '     t.  \a'-        b-  )  ' 

ellipsoïde  (E,  )  de  même  centre  et  de  mêmes  directions 
d'axes  que  le  précédent,  les  longueurs  de  ses  axes  étant 
données  par 


9i 

I           1 

0.               I 

I 

i           I           I 

. 

=  T^  H T' 

.    r=    — 

-\ -■> 

—  ir^  • —  — f-  — 

a\ 

/>2         r-2 

h\          C- 

a- 

c?        a^        /r- 

comme  cela  résulte  d'ailleurs  directement  de  l'énoncé. 


(  '^^-4  ) 

L'«îqualion  ci-dessus  peut  encore  s'écrire 


2W/2  ^,2 


^   (  ^-  -^  j'  ^  -  )  —   —  +  4-7  -^ — î 


Sous  celle  foime,  elle  nioutie  que  l'ellipsoïde  (E|  )  « 
Pleines  plans  cycliques  que  V ellipsoïde  proposé. 

III.  Le  sens  dans  lequel  sonl  porlés  les  segments  a 
et  fj  n'étant  pas  défini,  on  a  le  droit  d'élever  au  carré  la 
relation  donnée,  qui  s'écril  alors 

I    _    I  I  1 

^  ^  ^i  "^  ^  "~  ^  * 

Nous    avons    déjà    calculé    ci-dessus    —,  -\- t^'    JNous 

J  a-  p- 

avons,  de  même,  par  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion (i), 


Il  vient  dotic 

1"'- 

I 

,      /lo'-c^ 

x--^y--T-  z- 


!■ 


et,  par  suite,  pour  le  lieu  demandé,  après  mulli[)licalion 
par  x--\-j--h  z-. 


r.+^0-n/2"'2ï& 


que  l'on  peut  écrire 

Si  l'on  élève  au  carré  pour  avoir  une  équation  ration- 
nelle, il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'on  introduit 


(    3:aJ    ) 
une  solulion  âlrangèrc  coiicspoiidaiil  au  signi;   -[-  pris 
devant  le  radical    du   second   membre,    e'esl-à-dire   au 
j)oinl  W  [)orlé  sur  ON  et  tel  que 

I         _     I  F 

La    surface  du    \''  degré,   représentée   pai'   i'écjualion 
rendue  rationnelle 

évidemment  s^'métrique  par  rapport  aux  trois  plans  de 
coordonnées,  compiend  donc,  outre  la  nappe  (iN)  ré- 
pondant à  la  question,  une  nappe  parasite  ÇS')  qu'il  est 
d'ailleurs  facile  de  distinguer  de  la  première.  Si,  en 
eflel,  nous  appelons  (Eo)  l'ellipsoïde  délini  par  l'équation 


Mè-^)  =  - 


dont  les  demi-axes  </^,  h-^,  c-^  sont  donnés  par 

i_i  I  ^_','  '_'  ' 

a\         h-        t-  b\        c-        a-  cl        c-        h- 

<|ui,  par  suite,  est  liomothétique  de  (Ej)  par  rapport 
à  O  ('),  nous  voyons,  d'après  (;>.),  que  la  substitution 
des  coordonnées  des  points  N  dajis  l'écjuation  de  (Eo) 
donne  un  résultat  négatif  aloi's  c[ue  c'est  le  contraire  qui 
a  lieu  pour  les  points  N'. 

En  d'autres  termes,  la  nappe  (N)  constituant  le  lieu 
cherché  est  tout  entière  à  r extérieur  de  V elli psoïde  (E.^)-) 
tandis  que  la  nappe  parasite  {'S')  est  à  l'intérieur. 


(  '  )  Si  le  point  N  avait  été  défini,  dans  l'énoncé,  par  la  iclalion 

-TT  = v>  <:  est  par  1  clIir)soidc  n 

partie  que  la  si'paraliou  cùl  clé  failc. 


-r-TT  = v>  c'est  par  l'ellirjsoïdc  nicnie  oblcnu  dans   la  seconde 


(  326  ) 
Sous  réserve  de  celte  distinction,  nous  allons  étudier 
la  surface  représentée  par  l'équation  (3).  Il  est  facile 
de  voir  que  cette  équation  développée  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

il-"     ' 


(3  bis)     J        —  '*51 


62  c2 

I  ' 


I  1 

T^   H ;    )  -)-  I  =  O. 


62  C 

Adoptant,  suivant  l'usage,  l'hypollièse 

<7  >  6  >  c, 

pour  définir  la  grandeur  relative  des  trois  axes,  nous 
avons  le  droit  de  poser 


I  III  1 

a- 


b-        c-  a'I  c-        a-        b'z 


Moyennant  celte  convention,  et  en  se  reportant  à  la 
définition  de  «o»  ^^ii  ^25  on  peut  enfin  écrire  l'équation 


aï         b't  ~^  c\ 


(^fer)      !  -^J^ 


bl    '    blcl 


al         b'I 


Le  cône  asymptote  de  cette   surface  est  donné   par 
l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé  qui  peut 

s'écrire 

a-2         z'^  \-  y2  / X'         z'-\         y'* 

et  cette  somme  de  carrés  ne  saurait  évidemment  s'an- 
nuler (jue  pour 

y  =  0,  _    _    :^  o. 


(     32;      ) 

Aulrumeut  dit  lu  cône  asymptote   se   réduit  à   l'en- 
semble des  deux  droites 


y  =  o, 


Ci  a  y/ 1,2  ^c 


dans  lesquelles  ou  reconnaît  les  normales  au\  plans  cy- 
cliques réels  de  l'ellipsoïde  (E).  Ce  résultat  était  facile 
à  prévoir  a  priori.  Il  ne  saurait  y  avoir  de  points  à  l'in- 
lini  que  dans  la  direction  des  droites  ON,  pour  lesquelles 

s'annule  la  différence tt  ?  c'est -n-dirc  des  normales 

a         ^ 

aux  sections  pour  lesquelles  on  a  a=  |j,  qui  sont  les 
sections  cycliques  passant  pai-  l'axe  moyen  Oy.  On  dé- 
duit immédiatement  de  là  que,  parmi  les  sections  de  la 
nappe  (N)  parallèles  aux  plans  principaux,  seules  celles 
qui  sont  parallèles  à  Oxz  pourront  avoir  des  branches 
infinies.  Il  est  bien  évident  d'ailleurs  que  la  branche 
parasite  (^'),  comprise  tout  entièie  à  l'intérieur  de 
l'ellipsoïde  (Ko),  ne  saurait  avoir  de  points  à  l'infini. 
JNous  allons  maintenant  étudier  en  détail  la  forme  de 
ces  sections. 

Convenons  auparavant  de  représenter  par  X) ,  \  ,,  Z, 
les  sommets  de  la  nappe  utile;  de  la  surface,  donnés  res- 

bc 
pectivemcnt    sur    Ox,     Oy,    Oz    par    x,  =  dz  , » 

_,        ca                   _,        ab  ,  .       I     j  T 

r,  =  ± ,  z,^=z±z r>  comme  le  montre  Ja  deii- 

^  c  —  a  a  —  b 

nition  même  du  lieu  applicjuée  aux  sections  principales 
et  comme  le  vérilic  le  calcul.  De  même,  X',,  \ ', ,  Z, 
désigneront  les   sommets  correspondants  de  la   nap[)(; 

,          ,                    ,           .       bc              ,          I       ca 
parasite    donnes     par    x,  =  zn  -, »      i  ,  =  zt » 

,  .       ab 

^^  =  -7r-rb' 

Convenons  également  de  poser 

A  =  a-  —  bc,         B  =  b-  —  ca,         C  —  c^  —  ab, 


(  '^^H  ) 

en  remarquant  qu'on  a  toujours  A  >>  o,  C  <C  o,  tandis 
que  B  peut  avoir  l'un  ou  l'autre  signe. 

SectioJis  parallèles  au  plan  O.ry^.  —  Prenons  d'abord 
la  section  de  la  surface  par  le  plan  Oxy  lui-même  en 
faisant  z  =  o  dans  l'équation  (3  tef),  ce  (|ui  donne 

courbe  fermée,  couime  on  vient  de  le  voir  et  comme 
cela  se  véiifie  immédiatement  sui-  l'écjuation,  qui  com- 
prend deux  branches,  l'une  parasite  intérieure  à  la 
section  principale  correspondante  de  l'ellipsoïde  (Eo) 
défini  plus  haut,  l'autre  appartenant  au  lieu  demandé, 
extérieure  à  cette  même  section  priucipale. 

La  tangente  yz=y^  au  sommet  Y,  coupe  en  outre  la 
courbe  en  des  points  dont  les  abscisses  sont  données  par 

^  _    /  _i yj    \  _ 

Ces  points  seront  réels  si 

ou,  en  remplaçant^', ,  a,,  a^  et  ^3  par  leurs  valeurs, 

7—-       Z>2  +  C^ ■■ — ; >  O, 

OU  encore,  en  réduisant  et  supprimant  tous  les  facteurs 

positifs, 

-B>o, 
c'est-à-dire 

B  <o. 

Le  même  calcul,  appliqué  au  sommet  X  , ,  montre  que 
la  condition  vérifiée  A  >>  o  fait  que  la  tangente  x  =  Xi 
coupe  la  courbe  en  des  points  imaginaires. 


(  3-^9  ) 
Si  B  ^  o,  les  langenles  aux  sommets  Y,  ne  coupent  de 
même    la  courbe  qu'en   des    points  imaginaires,   et  la 
disposition  est  celle  de  la  /f^.  i ,  où  le  trait  plein  indique 

Fig.  I.  Fig.   I  ùis. 

.'/ 
Y, 


la  branche  utile  de  la  courbe,  le  trait  interrompu  la 
branche  parasite,  et  le  trait  pointillé  l'ellipse  de  sépara- 
tion. Si  B  <1  o,  la  tangente  en  X,  coupe  la  courbe  en 
des  points  réels;  on  a  la  disposition  de  \a  fig.  \  his. 

Si,  d'ailleurs,  partant  de  la  disposition  i,  on  fait 
croître  z,  on  allciiit  à  la  disposition  i  bis,  les  sounnets 
Y,  se  rapprochant  de  plus  en  plus  jusqu'à  ce  que,  pour 
z^Z\,  ces  deux  sommets  se  réunissent  au  point  O 
pour  donner  la  disposition  de  \a  Jig.  i  ter. 

P'ig.  I  1er.  Fig.  i  quater. 


Remar(|uons  que,  dans  l'intervalle,  pour  z  =  z\  la 
branche  parasite  s'est  «'vanouie  en  se  réduisant  à  un 
point  en  O. 

Pour  c>>c,,  la  couibe  st;  sépare  en  deux  ovales, 
ainsi  (|ue  le  montre  \a  Jig.  i  // dater. 


(  33o  ) 

Sections  parallèles  à  Oyz,  —  La  discussion  est  la 
même  que  ci-dessus.  On  trouve  que,  par  suite  de  la  con- 
dition vérifiée  C<^o,  la  tangente  au  sommet  Z(  ne 
coupe  jamais  la  courbe  <mi  des  points  réels,  et  que  la 
tangente  au  sommet  Y,  la  coupe  en  des  points  réels  si 
B  >>  o,  condition  inverse  de  celle  ci-dessus,  en  sorte 
que  la  section  par  le  plan  Oyz  présente  des  points  d'in- 
llexion  si  la  section  par  Oxy  n'en  présente  pas,  et  réci- 
proquement. 

Sous  réserve  de  celte  remarque  essentielle,  les  états 
successifs  des  sections  parallèles  à  Oyz  sont  données  par 
\esjig.  i  à  I  quatcr,  dans  lesquelles  il  suffit  de  changer 
X  en  z. 

Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  si  parallèlement 
à  Oxy  on  commence  par  la  disposition  i,  parallèlement 
à  Oyz  c'est  par  la  disposition  i  bis,  et  inversement. 

Dans  le  cas  où  6  =  o,  les  sections  par  Oxy  et  Ojz 
ont  l'une  et  l'autre,  en  Y, ,  quatre  points  confondus  sur 
la  tangente  en  ce  point,  perpendiculaire  à  Oy.  Elles 
présentent  alors  en  ces  sommets  ce  qu'on  peut  appeler 
un  méplat. 

Sections  parallèles  à  O zx.  —  La  section  par  le  plan 
O zx  a  une  équation  qui  peut  se  metti'e  sous  la  forme 


a'I    '    c  1 


Ici  les  directions  asvmptotiques  sont  réelles  : 


Pour  trouver  les  asymptotes  parallèles  à  l'une  d'elles, 
posons 

«■t  ayant  fait  celte  substilulion,  annulons  le  terme  en  :;-. 


(  ^>3.   ) 


va  qui  nous  donne 


•2  \a.|        c|/ 


Nous  voyons  qu'il  v  a  ainsi  quatre  asymptotes  réelles 
symétriques  deux  à  deux  par  rapport  aux  axes  Oo:  et 
O V,  et  coupant  eliaeune  la  courbe  en  un  point  à  dislance 
liiiie.  Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  la  branebe  para- 
site est  intérieure  au  losange  formé  par  les  tangentes 
parallèles  aux  asymptotes,  sans  quoi  il  existerait  des 
parallèles  à  ces  asymptotes  coupant  la  courbe  en 
plus  de  quatre  points.  On  a  ainsi  la  disposition  de  la 

/%.  2('). 

Vis..  2.  Fig.  2  bis. 


Si  l'on  donne  à  y  une  valeur  quelconque,  les  \  des 


(  '  )  Les /ig.  2  k  2  quater  conespondciil  à  riiypolhèsc  B  >  o,  pour 
laquelle  la  section  (ixy  préscnlc  la  «lisposition  de  \^  fig.  i,  et  la 
section  Oyz  celle  de  \Afig.  i  his.  Si  l'on  supposait  H  <  o,  auquel 
cas  CCS  deux  dernières  dispositions  pciinulcraienl  entre  elles,  il  fau- 
drait sur  \f>  Jig.  1  à  2  qiiater  permuter  entre  eux  les  axes  Ox  et  O  c. 


(    3o2    ) 

asymptotes  sont  donnés  de  même  par 


l'-: 


f.) 


Il 


Doue,  lorsque  )'  croit  A  diminue,  c'est-à-dire  ([ue  les 
asymptotes  se  rapprochent.  Pour  y=iy\  la  branche 
parasite  s'évanouit  au  point  O.  Poury=:r,  la  courbe 
présente  un  point  double  en  O,  où  les  tangentes  sont 
nécessairement  parallèles  aux  asymptotes.  On  a  alors  la 
disposition  de  \aijig.  i  his. 

Au  delà  de  cette  valeur,  la  courbe  présente  la  dispo- 
sition de  la  fig.  1  ter. 


Fie.  2  ter. 


Fig.  2  quater. 


Les  asymptotes  se  confondent  avant  de  devenir  ima- 
ginaires pour  la  valeur  j'o  àcy  qui  annule  A,  c'est-à-dire 
pour 

ou,  toutes  réductions  faites,  pour 

a'-b'-c- 


v:,  = 


(a- —  b-){b'-—  C-) 


(  333  ) 
Or,  si  l'on  prend  l'équation  de  la  section  par  Oyz 
mise  sous  la  forme 


7"      y 


C^  \br^Cr^  Cl) 

on  voit  que  la  condition  de  réalité  des  racines  en  z  est 

/  y^ \\- ^i  /  r^  _.  yl       \> 

\blcl       c\}        c\\b\       ^  b\        /  "    ' 

ou,  loiiles  réductions  faites, 

a-b'-c- 

La  section  parallèle  à  Oxz  tout  entière  devient  donc 
imaginaire  pourj^  =JKo'  Autrement  dit,  le  plan^=j'o 
est  un  plan  tangent  singulier  loucliaiit  la  surface  le  long 
d'une  courbe  en  la(|uelle  doit  se  dédoubler  la  quarlique 
précédente,  puisqu'on  passe  à  Timaginaire,  c'est-à-dire 
d'une  hyperbole.  On  j)eut  d'ailleurs  le  véi-ilier  pai-  le 
calcul.  Si,  en  cllet,  on  pose 

on  a,  poui'  cette  valeur  paiticulière  de^, 

de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

{   —, r        2T- -f-  2^--!^   -+-  U  =  O. 

\«a         cl  J 


ou 


La  disposition  est  donc  celle  de  la  //g".  2  quater,  l'hypcM- 
bole  étant  prise  en  double. 

Si  li  =  o,  on  a  )'o=jKii  '^'  dédonblemcnl  de  la  courbe 


(  334  ) 
eu  deux  hyperboles  a  lieu  eu  même  temps  que  le  passage 
de  celte  courbe  par  le  poiut  O  {Jîg-  2  bis).  Autremeut 
dit,  l'hyperbole  de  \ajig.  2  quafer  dégénève  en  ses  deux 
asymptotes.  La  surface  a  deux  plans  tangents  singuliers 
parallèles  à  Oxz,  la  touchant  chacun  suivant  un  système 
de  deux  droites  passant  par  un  point  Y,. 

Jieniarque.  —  Il  est  intéressant  de  définir  le  carac- 
tère géométrique  de  l'ellipsoïde  donné  lorsque  la  sur- 
face (N)  présente  cette  singularité,  c'est-à-dire  lorsque 

62  =  ac. 
Les  normales  aux  sections  cycliques  données  par 

z         ,    aJb-  — c^ 
•  -  =  zn  ■ —  , 

^  c  sja"-  —  b'- 

deviennent  alors 


i=±:t/«. 


Or,  les  points  de  l'ellipse  où  la  normale  fait  le  plus 
grand  angle  avec  la  normale  correspondante  au  cercle 
principal,  dont  ]\L  d'Ocagne  a  fait  connaître  de  nom- 
breuses propriétés  sous  le  nom  de  j}oints  de  déviation 
maxiina  {N.  A.,  3*"  série,  t.  V,  p.  3^0  et  534,  1886,  et 
t.  Vil,  p.  268  ;  1888),  sont  précisément  tels  que  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  normale  y  est  égal  à  ±4/— •  De 
là  cette  conséquence  : 

Les  ellipsoïdes  pour  les(juels  la  surf  ace  (J\)  présente 
la  singularité  signalée,  à  savoir  de  posséder  deux 
couples  de  génératrices  reclilignes  singulières  le  long 
desquelles  le  plan  tangent  est  le  même,  sont  ceux 
dont  les  ombilics  réels  coïncident  avec  les  points  de 
déviation  maxima  de  la  section  principale  perpendi- 
culaire à  l'axe  moyen. 


SOLITIONS  DE  0LESTIO\S  PROPOSÉES. 


Questions  1793  et  1794. 

(  18!)8.    |>.   i-M   "J'"') 

1793.  Si  So  désigne  un  carré,  ou  une  somme  de  carrés 
(eus  différents  entre  eur,  tout  nombre  entier  est  de  la 
forme  S, -f- />(/)  =  o,  i ,  ?.,  /,).  (E.  Lemoine.) 

1794.  S3  représentant  un  cube  ou  une  somme  de  cubes 
tous  différents  et  p\  l'un  des  nombres  o,  1,  7,,  3,  4?  5,  6,  8, 
(),  m,  II,  1'.,  i3,  i4j  i5,  16,  17,  27,  -jS,  29,  3o,  Si,  82,  33,  tout 
nombre  entier  est  de  la  forme  ^3-h  pi,  au  moins  pour  une 
valeur  de  pi.  (  E.  Lemoine.) 

SOLIÏION 
Par  M.  L.  riii-i-RT. 

Démontrons  d'abortl  le  tliéorènie  suivant  :  7'out  nombre 
entier  est  de  la  forme  S,j-l-/>i,  n  étant  un  nombre  arbitrai- 
rement choisi,  S,t  représentant  une  /i''«"'«  puissance  ou 
somme  de  /i'é/«M  puissances  toutes  différentes  et  p  un 
nombre  moindre  que  (  n  -h  1  )" —  2îl);r"À". 

En  eJTet,  l'équation  2J"«— (,r -h  i)«  =  o  a  une  seule  racine 
positive  comprise  entre  «  et  «  —  i.  Il  en  résulte  que,  a"  étant 
la  plus  grande  n"""®  puissance  contenue  dans  un  nombre  A,  et 
en  supposant  a  >  n,  on  a  toujours  A  —  a'*=B(<a«).  De 
même,  et  avec  la  même  condition  :  B  —  6"=C(<6''), 
C  — c"=D(<c«), Par  suite  : 

A  =  rt«  -f-  b"  -v-  c"  -f- . . . -h  A"  -{- /?, 

avec  a  >  ^  > . . .  >  /i  >  «,  et  /v  <  ( «  -i-  i )" . 

Les  puissances  a'[...k"^  sont  donc  toutes  dilléronlos,  et  une 
limite  supérieure  de  p  est  (n  -v-i)"- —  i. 

Le  plus  petit  nombre  k  étant  au  moins  égal  à  «  -f- 1,  on  peut 
retrancher  la  somme  des  /i""""'  puissances  moindres  que 
f/i-f-i)"  et  le  mn.riiniiiii  de   /»  est   /),„  =  (^  « -(- i  )« — S'/X" — i, 

r.   y.    K.    l>. 
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La  liinile  supérieure  [y?  ;=  (n  -i-  i)"  —  i]  suffit  pour  démon- 
trer les  théorèmes  1793  et  1794. 

En  effet,  si  n  =  2,  /?  ne  peut  dépasser  8  —  2''--^^  (d'où 
/>i  =  4  )•  On  a  ensuite 


P  =  7  =  1-^22 

-4-  2 

(.^1  =  2), 

/j  =  6=  12+22 

-1-    I 

iPi=    >), 

/)  =  5  =  i2  +  22 

(>i=o), 

/>  =  4  =  22 

(/'i  =  o), 

/>  =   3=    l2-f-2 

{Pl=-^), 

/>  =  2, 

/?=   I. 

A  cause  de  8  =2'''-+- 4  =  i^+ ^^-i- 3,  on  peut  remplacer 
(j9  =  o,  i,2,4)par(/?=o,  1,2, 3). 

Si  n  =  3,  /)  ne  peut  dépasser  63  =  i''-f-  a"*  +  3'' -4-  27  (d'où 
pi  :=  27).  On  a  ensuite  : 

62  =  23+33-1-27  (pi=-2y), 

61  =  13+33+33         (pi  =  33), 


56=13+33+28         (/>,=  28), 

et  l'on  reconnaît  aisément  que  tous  les  nombres  inférieurs 
sont  de  la  forme  s^-i-  pi,  S3  étant  l'un  ou  la  somme  de  deux  ou 
trois  des  cubes  (1,8,27)  ^^  Pi  ^yait  l'une  des  valeurs  infé- 
rieures à  28  indiquées  par  l'énoncé  1794.  On  peut,  dans  cet 
énoncé,  retrancher  delà  suite />i  les  nombres  3,  11,  i3,  i5  qui 
ne  sont  pas  indispensables  à  la  décomposition  des  nombres 
inférieurs  à  64-  Enfin,  à  cause  de  33  =23  +  23,  ...,  28  =  23  +  20, 
on  peut  adopter  le  maximum /?,„  =  27,  à  la  condition  de  rem- 
placer (28,  29,  3o,  3i,  32,  33)  par  (20,  21,  22,  23,  24,  25). 
Pour  /i  =  4,  5,  . . .,  on  a 

P     =624,7775,         ..., 
Pm=  0-0,  335o,         

Autres  soliilions  de  M.  Meulin. 
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DEUXIÈME  COiXCOURS  DES  «  NOUVELLES  AK\ALES  » 
POUR   1900. 


Errata. 

Quelques  erreurs  s'étant  glissées  dans  l'énoncé  (p.  241),  le 
lecteur  est  prié  de  faire  les  corrections  ci-après  : 

9.*  ligne,  page  241,  lire  :  yOz^  au  lieu  de  :  yOx. 

5'  ligne,  même  page,  lire  :  passant  par  Oar,  au  lieu  de  : 
passant  par  Os. 

Dernière  ligne,  même  page,  lire  :  autour  de  Occ,  au  lieu 
de  :  autour  de  Oz. 

Page  242,  remplacer  la  rédaction  de  3°  par  la  suivante  : 

Quand  le  point  M  décrit  la  section  de  la  sur/ace  (S)  par 
un  plan  (P),  le  point  ijl  décrit  une  cubique  (F)  et  quand  le 
plan  (P)  varie,  la  cubique  (T)  passe  par  six  points  fixes 
qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 


[D5c] 

SUR  LE  PRINCIPE  DE  DIRICIILET; 

Par  m.  David  HILBERT,  de  GoLtingue. 


Jahresbericht  der  D.  M.   V.,  Tome  VIII,  page  117;  1900. 
Leipzig,  Teubner,  I"  fascicule  (seul  paru). 


Le  principe  de  Diriclilet  est  un  mode  de  laisonne- 
ment  que  ce  géomètre,  inspiré  par  une  pensée  de  Gauss, 
appliqua  à  la  résolution  d'un  problème  dit  aujourd'hui 
de  Dinclilet  {Randwerlaufgabe)  (*  ).  Ce  principe  peut 

(')  Le  terme  allemand  Randwertaiifgabe  (problème  consistant 
en  la  recherche  de  la  fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  don- 
nées sur  un  contour)  correspond  bien  à  la  traduction  :  Problème 
de  Dirichlet  {voir  maint  endroit  des  deux  prcniieis  \'o!unies  du 
Traité  d'Analyse  de  NL  Picard).  Il  semble  bon  alors  de  n-server 
exclusivement  le  mot  principe  au  mode  de  raisonnement  dont  il 
s'agit.  (L.  L.) 

Ann.  (le  Mnthéuinl.,  ?>'-fiic.  t.   \I\.  (  \oiU   1900.)  'l'i 
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êire  rapidement  caractérisé  comme  il  suit  :  En  les  points 
du  contour  donné  dans  le  plan  des  x,  y  élevons  des 
perpendiculaires  et  sur  ces  perpendiculaires  portons  les 
valeurs  relatives  au  contour  (Rariflwerte  =  valeurs  que 
doit  prendre  la  fonction  harmonique  cherchée  sur  le 
contour).  Parmi  les  surfaces  z  =J\x,y)  limitées  par 
les  courbes  de  l'espace  qui  prentient  ainsi  naissance, 
supposons  que  l'on  en  cherche  une  pour  laquelle  la 
valeur  de  l'intégrale 

soit  un  minimum.  Cette  surface,  ainsi  qu'on  le  fait  voir 
aisément  à  l'aide  du  Calcul  des  variations,  est  néces- 
sairement une  surface  potentielle.  C'est  en  recourant  à 
une  considération  de  cette  espèce  que  Riemann  (')  a 
regardé  comme  établie  la  démonstration  de  l'existence 
de  la  solution  du  problème  de  Dirichlet,  et  qu'il  a 
ensuite,  sans  hésiter,  établi  sur  cette  base  sa  grandiose 
théorie  des  fonctions  abéliennes. 

Ce  fut  Weierstrass  qui  montra  le  premier  que  le 
mode  de  raisonnement  du  principe  de  Dirichlet  ne  peut 
être  validement  appliqué  ici.  En  effet,  si  l'on  se  trou- 
vait v.n  présence  d  un  nombre  liui  de  valeurs  numé- 
riques, on  pourrait  immédiatement  conclure  que  parmi 
elles  il  en  est  une  niinima;  au  contraire,  si  l'on  est  en 
présence  de  valeurs  numériques  en  nombre  illimité,  il 
n'est  aucunement  nécessaire  qu'il  y  en  ait  une  plus 
petite  que  toutes  les  autres;  bien  plus,  il  faut  prouver 
dans   chaque    cas    par   une   démonstration  particulière 


(')  Dissertation  inaugurale,  §  16,  et  Fonctions  abéliennes, 
Avant-Propos,  p.  m.  Comparer,  pour  la  critique  du  célèbre  raison- 
nement de  Riemann,  le  Traité  d'Analyse  de  .M.  Picard,  t.  II, 
p.  38.  (L.  L.) 
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qu'il  existe  efleclivement  une  surface  z  =J'(^x,j)  pour 
laquelle  la  valeiii'  de  l'intégrale  correspondante  i{f) 
est  nn  minimum. 

Les  importantes  reclierclies  de  MM.  G.  jNeuniann, 
H. -A.  Schwarz  et  II.  Poincaré  ont  fait  voir  (ju(;,  en 
adoptant  certaines  liypotlièses  très  générales  relatives  à 
la  nature  du  contour  et  anx  valeurs  qui  s'y  rapportent, 
le  problème  de  Diiichlet  est  parfaitement  résoluble,  et 
que,  ré(ipro(juement,  l'existence  de  la  fonction  minima 
correspondante  y'(x,  y)  est  parfaitement  établie. 

Le  principe  de  Diriclilet  doit  sa  célébrité  à  l'attrayante 
simplicité  de  l'idée  mathématique  dont  il  tire  naissance, 
à  l'incomparable  richesse  des  applications  qu'on  en  peut 
(aire  en  INlathématiques  pures  comme  en  Physiciue  ma- 
thématique, et  à  la  force  de  persuasion  qu'il  porte  en 
soi.  Mais,  depuis  la  critique  de  Weierstrass,  le  principe 
d(;  Diriclilet  n'a  plus  eu  qu'un  intérêt  historique  et, 
comme  méthode  de  résolution  de  problèmes  de  Diriclilet, 
il  semble  en  tout  cas  délaissé.  C'est  avec  des  exprt-ssions 
de  regret  que  ]\L  C.  jNeumann  dit  cpie  ce  principe  de 
Diriclilet,  si  beau  et  si  souvent  employé  autrefois,  est 
maintenant  abatidonné  pour  toujours.  M>L  Brill  et 
Nother  (')  sont  les  seuls  qui  aient  éveillé  en  nous  un 
nouvel  espoir  en  exprimant  leur  conviction  que  le  prin- 
cipe de  Diriclilet  ressusciterait  un  jour,  le  même  jusqu'.î 
un  certain  point  quant  au  fond,  mais  peut-être  avec  cer- 
taines modifications  quant  à  la  forme  de  l'exposition. 

Ce  qui  suit  est  un  essai  de  résurrection  du  principe 
de  Diriclilet. 

En  rélléchissant  (jue  le  [)roblème  de  Diriclilet  n'est 
qu'un  problème   particulier  du  Calcul  des  variations, 

(')  Brill  et  NriTiiER,  Théorie  (1er  algebraischen  Functionen 
(Jaliresbericht  der  D.  M.   1'.,  t.  III,  p.  26.);  iSg'i).  Berlin,  Reimer. 

(L.  L.) 
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nous  arrivons  à  exprimer  le  principe  de  Dirichlet  sous 
la  forme  plus  générale  suivante  : 

Tout  problème  du  Calcul  des  'variations  possède  une 
solution,  pourvu  que  certaines  hypotJièses  restrictives 
convenablement  choisies  relatives  à  la  nature  des  con- 
ditions limitatives  données  soient  remplies,  et,  néces- 
sairement aussi,  pourvu  que  ce  que  l'on  entend  par  le 
mot  solution  éprouve  une  généralisation  conforme  au 
sens,  à  la  nature  des  choses. 

Ce  principe  peut  servir  de  lîl  conducteur  dans  la 
recherche  de  démonstrations  d'existence  rigoureuses  et 
simples^  c'est  ce  que  feront  voir  les  deux  exemples 
suivants  : 

1.  Sur'  une  surface  donnée  z  =  f(x^y),  mener  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  donnés  P  et  P"^ 

Soit  /  la  limite  inférieure  de  la  longueur  de  toutes  les 
courbes  passant  par  les  deux  points  donnés  sur  la  sur- 
face. Parmi  toutes  ces  courbes  de  jonction,  cherchons 
les  courbes  G,,  Ca,  Cu,  ...  dont  les  longueurs  respec- 
tives L,,  Lo,  L3,  ...  tendent  vers  la  limite  /.  A  partir 
de  P,  portons  alors  sur  C|   la  longueur  t,L(  ,  nous  ob- 

tiendrons  ainsi  un  point  P,"  ;   portons  ensuite  sur  Ca, 
toujours    à    partir    de    P,    la    longueur    ^  Lo    jusqu'en 

un   point  P.,"    et   de   même   sur   C3    à    partir    de    P   la 

longueur   ^Ls   jusqu'en    P3"  ,    et    ainsi    de    suite.    Les 

(±)       i\)      (\) 
points  P,    ,  Po    ,  P3    5  •  •  •  auront  alors  comme  point  de 

(1) 
condensation  (/^e/*c?ic/îiM7zg'>wfe//e)  un  certain  point  P  "  , 

P      étant  aussi  un  point  de  la  surface  z  =zf(x,y). 
L'opération    susdite    que    nous    avons    faite    sur   les 
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(jL) 

points  P  et  P''\  et  qui  nous  a  conduit  à  un  point  P  *  , 
appliquons-la  aux  points  P  et  P  "  ,  ce  qui  nous  con- 
duira à  un  point  P  *  de  la  surface  donnée.  Nous  trou- 
verons  encore  de  même  im  point  P  ^    en  applicpiant  le 

procédé  en  (juestion  aux  points  P  -    et  P'*'.  INous'ob- 

,  (1) 

tiendrons  enlin  d'une  manière  analogue  les  points  P  *  , 

pd)^  p(!)^  p(¥)^  pCVs)^  _  Tous  ces  points  et  leurs 
points  de  condensation  formeront  sur  la  surface 

une  courbe  continue  qui  est  la  ligne  géodésique  clier- 
cliée. 

Cette  aflirniation  se  démontre  aisément,  si  l'on  prend 
comme  définition  de  la  longueur  d'une  courbe  la  limite 
de  la  longueur  des  lignes  brisées  polygonales  qui  y  sont 
inscrites.  L'on  reconnaît  en  même  temps  qu'il  suffit 
dans  notre  considération  de  la  question  d'admeltrc  l'hy- 
pothèse que  la  fonction  donnée  f{oc,y)  est  continue 
ainsi  (|ue  ses  dérivées  premières  prises  par  rapport  à  x 
et  à  y. 

II.  Trouver  une  fou  cl  ion  potenlielle  z  =  f(x,y) 
prenant  des  valeurs  assignées  sur  le  contour  d\ine 
courbe  donnée  du  plan  des  x^  y. 

Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  contour 
donné  ait  des  tangentes  et  une  courbure  continues,  et 
que  la  dérivée  soit  continue  pour  les  valeurs  assignées 
sur  le  contour.  Considérons  la  courbe  dans  l'espace 
dont  il  a  été  parlé  au  commencement  de  celte  jNole,  et 
déterminons  alors  un  angle  fixe  cp  lié  tout  particulière- 
ment à   cette  courbe  de  l'espace  par  la  propriété  sui- 
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vaille  :  z  =  F(a:,  ))  étant  une  surface  analytique  ou  une 
surface  formée  de  portions  de  surfaces  analytiques,  dont 
le  contour  est  formé  par  la  courbe  de  l'espace  précitée, 
on  peut  toujours,   à  l'aide  de  z  ^=Y[x,y),  construire 

une  surface  z  =  ¥{x^y)  telle  que  l'intégrale  j(  F  j  qui 

correspond  à  z^^Y{x,y)  soit  toujours  inférieure  ou 
égale   en   valeur   à   l'intégrale   J(F)   qui  correspond   à 

z  =  F(j:,j')  et  cjue,  en  même  temps,  ^  =  F(x,y)  ne 
possède  en  aucun  point  une  tangente  dont  l'angle  avec 
le  plan  des  x,  y  soit  supérieur  en  grandeur  à  o.  On 
obtient  un  tel  angle  'j  en  considérant  les  points  où  la 
grandeur  de  linclinaison  de  la  surface  z  =  ¥(^Xyy)  sur 
le  plan  des  x,  y,  c'est-à-dire  la  quantité 


-nm--( 


arc  tans  4  /  (  —  1    ^  (  — -      > 


àyj 


ne  surpasse  pas  une  certaine  limite,  et  en  faisant  voir 
que  la  surface  z  =^F(x,y)  peut  toujours,  dans  le  voi- 
sinage de  ces  points,  être  remplacée  par  un  morceau  du 

plan 

z  =z  ax  ^  by  -i-  c 

ou  (sur  le  contour)  par  un  morceau  de  la  surface  poten- 
tielle en  forme  d'entonnoir 

_  a(a7-î-a) -f- è(^-f- P) 

rt,  i,  c,  a,  ^  étant  des  constantes  telles  que  le  plan  ou 
les  tangentes  du  morceau  correspondant  de  la  surface 
potentielle  soient  respectivement  moins  à  pic  par  rap- 
port au  plan  des  x,  y. 

Soit  i  la  limite  inférieure  des  intégrales  J  relatives  à 
toutes  les   surfaces   dont  le  contour  est  formé  par  la 
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courbe   di;  l'espace  donnée.    Parmi   loules  ces  surfaces 
cherchons  les  surfaces 

pour  lesquelles  les  inlégrali's  correspondantes 

J,  =  J(F,),  J2=J(Fo),  J3  =  J(F3), 

tendent  vers  la  limite  /. 

A  cet  edet,  nous  remplacerons  chacune  des  surfaces 

Z  =  Vi,  Z  =  Vi,  J  =  F3,  ..., 

par  les  surfaces  respectives 


.1^, 


z  =  F2, 


-  =  Fsj 


([ui,  en  aucun  point,  n'ont  une   tangente  dont  l'angle 
avec  le  plan  des  .Te,   y  soit  plus  grand  que  Tangle  es. 
De  plus,  clierchons  înaitilenanl  parmi  la  suite  infinie 

de  fonctions  F,,  Fo,  F3,  ...  une  suite  intime  de  fonc- 
tions y,,  y^,  /s,  . .  .  telle  que  pour  tous  les  points  x,  y 
à  l'intérieur  du  contour  plan  donné  qui  ont  pour  coor- 
données X,  y  des  nombres  rationnels  il  existe  une 
valeur  limite 

Comme  l'on  a,  d'autre  part,  pour  tous  les  points  à 
l'intérieur  du  contour, 

dy 


àfi  I 

-     <tang'p, 


<  tango 


(«'  =  I,  '2,  3, 


on  en  conclut  aisément  qu(;  la  suitt."  infinie  de  fonc- 
tions y*! ,  /o,  y";),  ...  converge  uniformément  partout  à 
l'intérieur  du  contour,  et  de  même  sur  le  contour,  c'est- 
à-dire  que 

/(a7,7)  =     L   f,i{x,y) 


q» 


est  une  fonction  conliiiuc  des  variables  jc,  y. 
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La  surface  z  =  /(x,  y)  est  la  surface  potentielle 
cherchée.  Il  n'j  a  aucune  difficulté  à  le  démontrer; 
l'on  y  arrive  le  plus  simplement  en  s'appuyant  sur 
l'existence  de  la  fonction  minima,  c'est-à-dire  sur  la 
solution  du  problème  de  Dirichlet  pour  le  cercle  et  une 
fonction  continue  quelconque  sur  le  contour;  on  peut 
aussi  le  démontrer  diiectement. 

Joint  à  la  simplicité  et  à  la  clarté  du  mode  de  raison- 
nement que  nous  avons  rapidement  décrit,  je  vois  encore 
l'avantage  principal  de  cette  nouvelle  méthode  dans  le 
fait  que  l'on  emploie  seulement  la  projn-iété  du  mi- 
nimum et  que  l'on  ne  fait  aucuu  usage  de  la  nature 
spéciale  du  problème,  c'est-à-dire  ici,  par  exemple,  des 
propriétés  particulières  soit  des  lignes  géodésiqués,  soit 
de  la  fonction  potentielle.  Le  nouveau  mode  de  raison- 
nement est  donc  applicable  à  des  problèmes  plus  géné- 
raux de  la  théorie  des  surfaces  ainsi  que  de  la  Physique 
mathématique. 

(Traduit  par  L.  Laugel.) 
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SUR  LES  COXDITîO\S  DE  DIVISIBILITÉ  D'I^  PRODUIT 
DE  FACTORIELLES  l'AR  U^  AUTRE; 

Par  m.  Edm.  L\NDAU, 
Docteur  en  Philosophie,  à  Berlin.. 


INTRODUCTION. 


Ou  sait  que  le  coefficient  du  binonn 

'  a\        a(a  —  \)...(a  —  b-\-i) 


bj  1,2,. ..,6  {a  —  b)\b\ 

est  un  nombre  entier  pour  tous  les  systèmes  (rz,  è),  pour 
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lesquels  a  —  b  tl  6  sont  ^o,  le  symbole  o!  sigiiilîant  i 
par  couveutioii.  Si  l'on  pose 

on  obtient  la  fraction 

a^i  !  a?2  ! 

qui  est  entière  pour  tous  les  systèmes  (a*),  j:2)  =  o.  De 
même,  le  coefficient  du  polynôme 

(Xi-j-X^^..  .^  Xr)l 


371  I  372  : 


est  entier  pour  tous  les  systèmes  (.rijOTo,  ...,  Xr)^o('), 
ce  qui  se  démontre  au  moyen  de  la  proposition  connue, 
que  l'exposant  dont  le  nombre  premier  p  est  alFeclé  dans 
la  factorielle  /il,  égale 

formule  où  [/'*  ]  désigne  le  plus  grand  nombre  entier 
non  supérieur  à  m.  Il  est  connu  depuis  longtemps  que 
les  coefficients  du  polynôme  sont  des  nombres  entiers; 
car  ils  indiquent  des  nombres  de  •  permutations  de 
Xi-h .  .  .-\-  Xr  éléments,  pai'ini  lesquels  il  s'en  trouve 
X,  égaux,  Xo  autres  égaux,  etc. 

En  iS-:i,  Catalan  (^)  publia  un  théorème  auquel  il 


(')   Voir,   par  exemple,  Dirichlet-Dedekind,    Vorlesungen   iiber 
Zahlen théorie,  4"  édition,  p.  aS-.fç);  i8f)'|. 

{-)  La  somme   n'a  qu'un   nomlire  fini  de  termes,  savoi 


.    rlogrt'l 


cependant,  comme  [m]  -- o  poui-  o^«i<i,  on    peut  l'étendre  jus- 
qu'à V  =  oc. 

(')  Nouvelles   Annales    de    Mathématiques.    ?.'    série,     t.    XIII, 
p.  207;  i>^74- 


(  346  ) 
avait  été  conduit  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  : 
le  quotient 


IXi  1  .2372  ; 


Xi\  X2\{Xi-{-  x^)^. 


est  entier  pour  tous  les  systèmes  (jc,,  x-2)^o.  En  s'ap- 
puvant  sur  la  formule  (i),  M.  Bourguet  (')  démontre  ce 
théorème  d'une  manière  élémentaire  (-),  de  même 
qu'une  autre  proposition  plus  générale  ;  la  fraction 

(r,r:)\(r.To)l...(rXr)\ 


XilXil  .  .  .X,.l{Xi'+-  x.>-\- .  .  .-i-  Xr')- 

est  entière  pour  tous  les  systèmes  (j:/)^o  (' =  i ,  2,  ...,/■). 
Dans  ce  qui  suit,  il  s'agit  de  ce  problème  :  Etant  don- 
nées 711  -+-  n  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  /•  varia- 
bles X),  Xi,  .  .  . ,  Xri  à  coefficients  entiers, 

r 

Ua  =  ^':^^Xi  -f- .  .  .  -u  a^l^'Xr  =  2]  "^r  ^'  (  cf  =  1 ,  2,  . .  . ,  7?i  ), 

r 


i  =  1 


trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  aux- 
quelles les  [m  -\-  n)r  coefficients  :i.f\  [i^'^'  doivent  satis- 
faire, pour  que  la  fraction 

(a'i".ri-f-.  ■  .4-  a',.".y,.)!.  .  .(a',"".ri+. . .-+-  a\J''^Xr)\._  Uylu^l  ...u,, 


soit  égale  à  un  nombre  entier,  pour  tout  système  X|, 
X21  .  .  .  ^  Xr  qui  donne  aux  m  +  n  fonctions  i<^,  ^'^  des 
valeurs  ^o  (^). 

(  '  )  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2'  série,  t.  XIV,  p.  89-90; 
1875. 

(-)    Voir  aussi  Bachmaxn,  Zahlcntheorie.  V"  Partie,  p.  37-39. 

(^)  Pour  des  valeurs  négatives,  les  factorielles  n'auraient  pas  de 
sens. 


(  Hi  ) 


Pour  que  le  produit  1  1  </^!  soit  clivisil)lc  par  I T  v't'i 

il  faut  et  il  suffit  que  chaque  nombre  premier  p  divise 
le  numérateur  au  moins  autant  de  fois  que  le  dénomina- 
teur; on  a  donc  à  étudier  l'inégalité 


> 

V  =1 

c'est-à-dire 

(2) 


00       /n  00/1 


qui  doit  subsister  pour  tous  les  systèmes  entiers  a?) ,  ...^Xr 
pour  lesquels  les  iifj  et  i^-r  sont  ^o,  et  pour  tout  nombre 
premier  p. 

Dans  les  cas  spéciaux  mentionnés  dans  l'Introduc- 
tion ('),  on  s'est  servi  des  inégalités  correspondant 
à  (2)  pour  les  systèmes  spéciaux  de  coefficients  (al"^',  |^^^'). 
En  ce  qui  concerne  le  coefficient  du  polynôme,  on  a  dû 
montrer  que,  pour  tous  les  JC,,  .  .  . ,  a:,.  ^  o  et  pour  tout 
nombre  premier  /;, 


(')  Voir  aussi  plusieurs  ÎSIcmoircs  de  M.  Désire  André  (7Voace//(?s 
Annales  de  Malhénialiques,  2'série,  t.  \I,  p.  3 14  ;  t.  XII,  p.S4  ;  t.  XIII, 
p.  18.Î.  —  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,   t.   I, 

p.  H'i). 


(  348  ) 
pour  l'expression  considérée  par  JNI.  Bourguet 

V  =  1  V  =  1  V  =  1 

V  =  1  V  =  l  V=:l  V:=l 

La  démonstration  de  ces  inégalités  se  fait  en  établissant 
que,  pour  chaque  nombre  <:/,  donc,  a  fortiori)  pour 
d  =  p"^,  on  a 

far, -f-...-i-a7,.1      r;r,1  ,.['^'-1 

[ d — \^l-d\-^--^[-d\' 

et  d'une  inégalité  de  la  forme 

(3)  /(v)l^(v), 

on  déduit  ensuite,  a  fortiori, 

(4)  2-^^'^  =  2*"'"^- 

V  =  1  V  =  1 

Il  peut  arriver,  inversement,    que,  pour  un   certain 
système  (xj,  .  .  . ,  Xr,  p),  on  ait,  pour  un  Vq  déterminé, 

lu  n 

et  pourtant 

X         m  an  n 


V  =  1  (7=  1 


VU  que  le  sens  d'une  inégalité  contenant  la  fonction  [»r] 


(  349  ) 

où  les  rt,  b  sont  des  nombres  fraclionnaîres,  peut  se 
renverser  en  multipliant  tous  les  arguments  <7ç,  b^  par 
une  même  eonstante  h. 

Mais,  ce  qu'on  n'a  pas  remarqué  jusqu'ici,  c'est  que 
i'existenc(;  de  la  l'elation 


m  n 


pour  tous  les  systèmes  (a:/,  /?,  v),  est  non  seulement  suf- 
fisante, mais  aussi  nécessaire  pour  que  la  condition  (a) 
soit  remplie  pour  tous  les  systèmes  (.r,,  ..  .^Xr,  p).  H 
est  vrai  que  (5)  n'entraînerait  pas  nécessairement  que, 
pour  le  nombre  p  en  question,  l'inégalité  (  2)  ne  soit  pas 
satisfaite  ;  mais,  et  c'est  la  marche  suivie  dans  la  démon- 
stration qui  l'orme  l'objet  du  n"  II,  en  supposant  qu'il 
existe  un  système  (^1,^2»  ••  •»  Ç/-)  et  une  puissance  P 
d'un  nombre  premier  ('  ),  pour  lesquels 


(6^ 


m  n 


je  montrerai  qu'on  pourrait  en  déduire  un  autre  système 
(y, ,  Vo,  .  •  -,  JV,  /?),  pour  lequel 


[7^]<ii[?-;] 


1:2 


et  j'aurai  démontré  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  l'inégalité  (2)  subsiste  identiquement,  il  faut 
qu'on  ait  identiquement 


(M. 


(')  p  peut  signifier,  du  reste,  une  grandeur  positive  quelconque, 
rationnelle  ou  irrationnelle. 

C)  Vnl^ïairemcnt  parlant,  il  est  permis  de  ditrérentier  l'inéga- 
lité (2). 


(  35o  ) 


IL 


Les  z/(y,  i\  étant  des  fonctions  homogènes  et  linéaires 
des  Xi,  on  a 

UaipXi,   ...,  pT,.)  =  pUaiXi,   .  ..,Xr), 

[Si  p  est  positif,  les  iify{pxi)  (')  et  i\{pX()  seront  >o 
en  même  temps  que  les  ii^[Xi)^  ^^(x/)].  On  a  donc,  eu 
])osaut 

Ua=  Uaipli), 

et  en  introduisant  ces  expressions  dans  (6), 


(7) 


V 


pp 


y 


II 
pp 


Ayant  une  fraction  ^  (a,  [ii^^o)  on  peut  multiplier 

ses  deux  termes  par  un  nombre  positif  o  tel  que  le  numé- 
rateur devienne  plus  petit  que  la  deuxième  puissance  du 
dénominateur  diminué  de  (i.  Car,  pour 

on  a,  comme  on  le  vérifie  facilement, 

pa<(p|3_P)2. 

Si  plusieurs  fractions 

ai        Mo  a^ 

sont   données,    on    obtient,  en    multipliant    les    deux 


(')  t'^(px.)  signifie  «„(pa:,,  ...,  px,.).... 


(  35i  ) 
termes    de    chacune    par    un    nombre    supérieur    aux 
t  nombres    ^  \.         .  des  fractions  où  le  numérateur  de 

r 

chacune  est  inférieur  ù  la  deuxième  puissance  du  déno- 
minateur diminuée  du  dénominateur  primitif.  Il  existe 
donc  un  nombre  p,  tel  que  pour  tout  o  >>  o,, 

Ucr<(oP  — P)2  (7  =  1,  2,  ...,  m), 

et 

Vx<(pP-P)2  (x  =  i,  9.,  ...,  n). 

Si  j",  en  augmentant,  passe  par  une  valeur  entière  N, 
la  fonction  discontinue  [y)  augmente  de  i.  Comme, 
pour  jN  elle-même, 

on  voit  (jue,  y  étant  une  valeur  quelconque,  on  peut 
trouver  une  grandeur  positive  s  didérente  de  o,  telle  que 

pour  o  ^  A  <;  s, 

{y-^h)  =  {y). 

En  effet,  il  suftit  de  prendre 

'  =  (7)-^'-r, 

expression  posiiive  pour  tous  \v.s, y.  De  même,  une  frac- 
tion  j  étant  donnée,  on  p(,'ut  trouver  un  nombre  posi- 
tif 0  tel  que  pour  o  5  A  "<  ^5 


D'après  ce  qui  précède,  en  posant 


il  suffit  de  prendre 

grandeur  toujours  [)lus  grande  (jue  o. 


a 

—  j 


P."  ' 


(  352  ) 
Donc,  une  grandeur  positive  d  étant  donnée,  on  peut 
trouver  un  nombre  p,  tel  que,  pour  tous  les  p  >>  p,, 


(s^O-(p)  "'• 


En  effet,  il  suffît  pour  cela  que 

Donc,  t  fractions  i  '  -^  '  •  •  •  '  77  étant  données,  on  peut 

r        P  r 

choisir  un  nombre  po  tel  que  pour  p  >>  p2, 

/     P«i     \        /ai\  /     P^t     \  _  /«t\ 

relation  où  d  désigne  une  grandeur  positive  donnée. 

En  posant  '^  =:  d  =  /;,  et  en  tenant  compte  des  con- 
sidérations auxiliaires  présentées  plus  liaui,  on  obtient 
cette  proposition  :  Il  existe  un  nombre  03  tel  que  pour 

P   >P3, 

(I)  U^<(pP-P)^        V^<(pP-P)^; 

a  fortiori  donc  pour  ^  •<]  P, 


U<7<( 
U^               (          ^^          ^ 

pP-^)^ 

Vx<(pP- 

<^>               ipP-PJ 

a  fortiori  donc 

Vpp-py 

\PP-^/ 

\9P-9/ 

(')  Il   n'est   pas  toujours   possible   de   déterminer  p  suffisamment 
jrand  pour  que 

a  .         .  .  ,  . 

car,  dans  le  cas  où  -^  est  entier,  cette  équation  n  est  jamais  satisfaite. 


Or, 


oP 


(   35^5  ) 


(s  =  I,  -2,  3,  ...;o^f/  <  I^) 


parcoinl  toutes  les  grandeiiis  positives.  I!  existe  donr, 
en  (lésiijnant  pai-/;  un  nombre  premier  fpielconquc  supé- 
rieur à  psP  —  P,  nu  nombre  premier  p  tel  que 

Cl)  Uç</^-,       ^'-<p-, 

De 


in  n 


il  s'(Misnit  donc  (iiK-,  dans  les  sommes    7  (— ^)>     7  (-t)' 

V  =  1  V  =  1 

Ions   les  termes,   exeeplé  les  premiers,   s'évanouissent  5 
on  a 

V  I    T  -  :  1  V  ---  1    T  =  1 
■r-            lit                                                 •  X  n 

jbU  j,ay     p'     \  ^  .^^  .^y     p''     y 

V  1    T  =  1  V    -    I    T        1 

el  la  pio[)osition  énoncée  plus  liant  est  démontrée. 


IJl. 


(  )n  en  concliil,  <'n  posant 


la  pi'oposition  suivante 
Ptiur  rnie  la  liac.lion 


t'i  !  C2  !  ...  v„  ! 

Aiin.  <li-    Mil!  Iii-iiuit ..  '!' ^rrii",  I.  \I\.  (  \(iiil    i.,uii.) 


(  354  ) 
se  réduise,  pour  tous  les  syslèines  (x,)  tels  que 

à  uu  nombre  entier,  il  faut  el  il  suflit  que  rinégalilé 


(8) 


y["af.r/)]^y[^T(r,-)] 


soit  vérifiée  pour  tous  les  systèmes  coniinensurables  (') 
de  gtandeuis  réelles  (yi),  pour  lesquels  les  Ur;  et  i\ 
sont  ^  o. 

La  restiittion  que  les  y  sont  eominenhurables  peut 
aussi  être  écartée.  Eu  cfFet.  supposons  que,  pour  un  sys- 
tème réel  (jueleonque  (j'i)  pour  lequel  les  «(j  et  w^ 
sont  ^  o,  on  ait 

a  =  \  T= 1 

D'api  ès  les  considéiations  précédentes,  ou  peut  trouver 
une  grandeur  positive  s  telle  que  pour 

oS/j/<o         (t  =  1,  2,  . .  . , /•), 
c'est-à-dire 

(7  =  1  (7=1  T=  1 


(')  C'est-à-dire  tels  cju'il  existe  un  nomore  pour  lequel  _)•,  I'  -x, 
y^P  ■=  x^,  soient  entiers. 


(  355  ) 
cl    lOii    j)(iil   clioisii-   les    h,   ciitie   <j    ol    o.   U-ls    (|UC'  les 
/•  iioiiihits 

Vi 
I  —  lli 

soicnl  coiiuiu'iisurahles  ou  même  ralioiiiicls  avec  uiio 
puissance'  d'un  uonibie  picuiier  connue  dénoniiualcur 
commun  :  une  coulradicliou  avj.'c  la  proposition  Irouvcc 
plus  haut  se  [)icsenleiait  donc;  on  a,  par  conséquent, 
cet  énoncé  :  L  exisleïice  de  l'inéeralilé 


(8) 


^b^<y(yi)]iyj,^,{yi)l 


pour  tous  les  systèmes  réels  (yi)  tels  que  les  //^,  t\ 
sont  ^o,  est  une  condition  nécessaii-e  et  sufHsante  pour 
que  le  quotient  de  faclorielles  considéré  soit  entiei-. 


IV. 


Soit  maintenant  (j-,)  une  solution  (juclcoiupie  de  (8) 
("c7>  <'tî^  o)  et  (r,/)  une  auti-e  (//(j,  r^  >  o),  dont  les  élé- 
ments sont  tous  entiers  et  différents  de  o.  Dans 


y^[l<r.{r,i)]l^[^^{-ra)l 


on  peut,  tous  les  arguments  étant  entiers,  onu'ttre  les 
ciodiets.  Kn  multipliant  par  un  nombre  etitiei'  et  posi- 
tif A,  on  a  donc 

m  II 


et  en  ajoutant  à 


^['^'j(.y')\:y^[''z(ri)l 


(  :m  ) 

vu  que,  pour  b  ciilicr, 

(a)  +  b  =  (a-h  b), 
OU  obtient 

1)1  n 

<T  =  I  T  =  1 

De  là  cet  énoncé  :  Si  l'inégalité  (8)  est  exacte  pour 
tous  les  systènies  (;)/)  tels  que  7  /  paicourt  les  valeurs 
comprises  entre  deux  niuiti[)les  consécutifs  hi  r,,-, 
(/z,-h  i)ri/  (le  y,/,  elle  l'est  pour  lous  les  svslèmc's  (}'i) 
de  la  loriue 

j',=  hir^i-+-  o,-rji--h  krj         {(>%  ^i%  i,  /•  entier  el'io  ), 

c'est-à-dire  pour  tous  les  yi^hir^i,  si  r,/>>  o  et  'fl/ir^i^ 
si  ra<o  {i=  1,2,  .  .  .,  /■). 

Je  suppose  maintenant  que  les  Ur,.,  i'x  sontî^o  j)our 
tous  les  arguments  f|ui  sont  ^o.  Les  coefficients  seront 
alors  lous  ^o  ;  car  si,  |)ar  exemple,  y.'^'  était  négatif,  on 
aurait,  pour 

,/'l  :=  .  .  .  =  ^i—l  ^=^  -^/-t-l  =  .  .  .  =  3^/1  =^  O,  Xi  =  I  , 

uf  <  O. 

Les  considérations  précédentes  permettent  de  démon- 
trer le  tliéorènie  suivant  : 

Pour  (jue. 

(^',>'.r,H-..-.-+-p^".r,)!...(p',"'-^i  +  ----^?i"'-^/-)!  V   ^    -    '   .  ;    -    / 

soit   entiei-  pour  tous  les  systènies    entiers  (^/)^o,  il 
faut  et  il  suffit  ijuc  l'inégalité 


(«) 


(  35;  ) 
subsiste  j)our  tous  les  systèmes  réels  {yi)  entre  o  et  i 
[inclusivement^ , 

Démonstration.  —  Si  le  (|uolieiil  de  faclorielles  eu 
([ueslioii  csl  (Miiier  pour  Lous  les  systèuu's  euliers  (j:/)^o, 
riuégalilô  (8)  (îsl  cxacUî  j^oui-  lous  li^s  systèmes  ^  o  et 
récipro(|U(Mneul.  Ceci  n'est  pas  uue  cousécpieuce  du 
théorème  général  établi  à  la  iin  de  (III)  ('),  mais  se 
démontre  littéralement  de  la  même  manière,  en  se  hoi- 
nant  dès  le  commencement  aux  systèmes  positifs  ;  car  le 
système  (p;/),  qu'on  a  déduit  (II)  de  (;,)  et  qui  ni;  satis- 
ferait pas  à  (2  )  est  ^o  en  même  temps  (pie  (;^). 

1.  Si  le  (piotient  en  question  est  entier  pour  tous  les 
(jr/)^o,  l'inégalité  (8)  sera  donc,  n  fortiori.,  exacte 
pour  tous  les  (  yt)  entre  o  et  i . 

12.  Réciprocjucment,  supposons  ([U(>  tous  les  systèmes 
(  )'/)  entre  o  et  i  satisfassent  à  (  8  ).  En  posant 

J,  =  .  .  .  =    Vi-i  =  J-/+I  =  .  .  .  =  7„  :^  o,  Vi  =  I  , 

on  a 

/v(ll_L-  _,      ~("ll   >  0(1)  _i_  _4_   p,(«) 

lit  n 

0-=  1  T=l 

donc,  Â, ,  ...,  hr  désignant  des  nombres  entiers  quel- 
conques ^o, 

•n  n 

2^7^7^2^^'^'  (^-.,2....,^), 

T- I  T— I 

m  r  n  r 

(')  D;ms  le  cas  où  il  y  a,  pour  clia(|ue  variable,  au  moins  un  w, 
CM  V.  qui  ne  cnnlicnl  qu'elle  seule,  rcs  deux  théorèmes  sont  iden- 
tique*;, r;ir  les  u^,  r.  ne  sanraieiil  iHrc  Inus  Jo  sans  que  les  a,  le  soient 
.iiissi. 


(  358  ) 

et   cil   ajoulaiiL  celte   inégalité   à  (8),  pour  tous  les  sys- 
tèmes {yi)  entre  o  et  i , 


V 


d'où,    couimc   les    sommes     yo.f'hi    et     >  |^/^'^/    repié- 
sentent  des  nombres  entiers. 


2  2^?(^-.- 


7') 


y^f^(k,+  r,j 


or,  chaque  grandeur  positive  est  de  la  forme  A/ +  }/, 
où  ki  est  entier  et  oSj,<;i.  Donc,  l'inégalité  (8) 
reste   vraie  pour   tous   les   systèmes   (v/)^o.    J^onc,  le 

n  ' 

quotient  — ^— est  entier  pour  tous  les  (.r/)  entiers  ^o, 

n 

T 

ce  qu'il]  fallait  démontiei'. 


Pour  appliquer  le  théorème  trouvé,   |e  tiaiterai,  dans 
un  cas  spécial,  le  problème  (jui   consiste,   étant  donnés 

les  nombi-es  ///,  /;,  /'  et  les  coefiicients  [i^^'  i '    '••'     j 

du   dénominateur,   à    irouver  tous  les  systèmes  ixf^  tels 

e  quotient  -|— ^ ;— ^  soit  identiquement  entier.  11 

est  évident  que,  si  un  système  (a^^j  satisfait  aux  condi- 


(  359  ) 
lions  exigées  el  ([iiOii  augmente  un  ou  plusieurs  des  a'^?', 
le  nouveau  système  y  satisfera  a  fortiori.  On  n'a  donc 
(|u'à  détcimiuiT  tous  les  systèmes,  i/idc/)eii({anls  (a'^'^'), 
pour  les(juels  : 

ï-     I  I  "«T-  ^'^^  divisible  par  I  1  w^\ 

2.    On  ne  [)eut  diminuer  aucun  des  eoeflicienls  posi- 
tifs de  I  sans  (jue  celle  divisibilité  cesse. 

Soit 

m  —  •!,  n  =  y ,         ''  —  >■, 

Il  s'agit  donc  de  trouver  tous  les  nombi-es  entiers  ^o 
<7,  &,  c,  r/  tels  que  pour  o  ^o.'^  i ,  o  ^ j)^^  i 

[[ax-}-by]-^-[cx-¥-  cly  ] 
^^  (       â[^]  +  l  r  J  +  [2.r  -+- jl  -  [:r  -^  9.  j]. 

.r  =  I ,  r  =  o  donne 

(10)  «  -+-  c^4; 

,r  =  o,  j)  ^1  donne 

(11)  6-+-rf^4 

comme  conditions  nécessaires. 

Pour  X  =  I ,  j^  =  1 ,  l'inégalité  (9)  est  donc  satisfaite. 
Pour  X.  =  I ,  }  <!  1 1  (9)  prendra  la  forme 

a-\-c^\by\-^  {cly\l\  +  \>.y\, 

(•onsé(pience  immédiate  de  (lO)  et  (1  1),  un  des  nombres 
h  et  </,  au  moins,  devant  être,  à  cause  de  (i  i),  -^  2.  De 
nicmc  a:  <<  I ,  J''  =  I  ne  donnera  aucinKî  nouvelle  condi- 
lioii.  Coinnu-,  pour  r  <  1   et  y  <;^  i ,  |  x.  |  cl  [  r]  'sont  o, 


(   :Uk>   ) 
on  (.'Si  donc  ramené  anx  inégalités 

(10)  rt  -T-  c  54, 

(11)  fj~d^^, 

(12)  [ax  -T-  b  y]  -^  [ex  4-  dyY^l'ix  -i-  )-J  -^  [■''  -r-  •.>.y] 

(o  la"  <  I ,  o  1:  ^y  <  1). 

Pour  parvenir  à  leur  résolution,  il  y  a  lieu  de  trouver 
d'abord  tous  les  systèmes  (l^  A,  c,  d  pour  lesquels  elles 
sont  satisfaites  poui' 

0  1  ;r  ^  jK  <  I . 

Après  cela,  un  changement  de  lettres  donnera  ceux  qui 
satisfont  aux  inégalités  pour 

0% y'ix  <^\] 

et  l'on  aura  à  conserver  tous  les  systèmes  ap[)arteiiant  à 
la  fois  à  ces  deux  groupes. 

En  faisant  augmenter  .r  et  7,  le  deuxième  niend^re 
de  (12)  n'augmente  que  si  l'nne  des  expressions  ax  +  j)  , 
X  H-  2  7  passe  par  une  valeur  entière;  il'faut  et  il  suflit 
donc  (en  se  bornant  à  ,r  5  y)  qnt;?  outre  (10)  (^t  (i  i  ), 

'    I    pdui-      .r  +  '2  1'  =  I    '. 

1  -x  pour  2,r-:-     7'  =  I    f 

\ax -\- b y]-^  ex -^^- dy]^  <  "  >  (ol:rljK<i)- 

i  3  pour     •r-+-9.j^=2  l 

\   \   pour  -ix  -+-     y  =  -2  ] 

En  éliminant  x  de  la  première  de  ces  inégalités  et  de 
la  troisième,  7  d(;s  deuxième  et  qualiième  et  en  posant 
ensuite,    res})ectivement,  y  et  x  =  St,  on  obtient,  outre 

(10)  et  (1  1  ), 

(  1  j  )  a  -T-     c  -4-  [(  6  —  2 rt  ) [î;  J  ^-  [ (  c/  —  -le  )'b]-- i  pouv  ^-?j  ":^  T. 

(l4)  «^  -r-       <:/-;-[(«  —  2^)5]  -i-  [('  C  —2f/)!J]i2   pour  oSSl    =    3, 

(i5  j  r>  a  -i-  -x  c  -~  [i  b  —  2a)^]  -H  [(  c/  —  2c  iSt]  ^  3  pour  |  IHt  <  i, 

(16  »  26  -i-  2'r/-r-  f(  «  —  2/>  )?j  1  -f-  [(  <■■  —  -xd)?!]  j  î  pour  HHt  1  |. 


(  '^<n  ) 

L<i  discussion  de  ces  qualrc*  iiU'galiU's  doiiiic  \c  résultat 
suivant  :  elles  sr)nl  satisfaites  pour  tout  svslèiuc;  véiiliaut 
(il)  et  (la),  à  1  (,'Xcej)liou  de 


et 


C  =   l  ,  cl  ~    \. 

C  =    3,  fi  =   O. 


Ru  opérant  uiaiulcnaut  siii\aMt  les  indications  (pii 
viennent  d'èlre  duunées,  on  obtient,  coiuuu:  solution 
généiale  du  problème  proposé,  le  résultat  que  voici. 

f/,  />,  c,  (I  sont  respccti\  eiiieut  supérieurs  ou  éi:çaux  à 
l'uu  des  quatre  svstèuw's  !i,  o,  i ,  j  ;  i  ,  5,  •>,  o;  o.  !),  5,  i; 
j,  1 ,  3,  o  ou  à  lun  des  5.5  —  /|  =  î>  i  systèmes  (i,b,c,  cl 
pour  lesquels 

rt  -(-  c  ==  4)  b  -^  d  =^  !\         {U,  b,  c,  f/  =  o) 

(mais  où  a,  b^  c.  cl  ue  sont  pas  respectivement  égaux  à 
un  des  (juatre  sj'stèmes  3,  o,  i,  4:  i;  4,  3,  o  ;  o,  3,  4^  '5 
-i,  1,3,  o). 

La  [)lu{)art  de  ces  ^5  solutions  (parmi  lescjuidles  il  n'y 
en  a  que  y  qui  soient  différentes  entre  elles,  \u  les  chan- 
gements j)ermis  de  lettres)  ne  disent  rien  de  nouveau; 
en  effet,  il  est  évident  que  («x  -f-  by)  !  {ex  4-  d  y)  !  «^st 
divisible  par  jc!  j!  (2a;  -+-  y)l  (jc  -+-  ?.>')•,  si  ax  4-  ^j' 
est  la  somme  de  une,  de  deux,  de  trois  ou  de  toutes  les 
quantités  x,  r,  20; -h  j',  x -\-  2  )'  ou  égal  à  o,  taudis 
<pie  cx-j-dy  est  la  somme  de  celles  qui  ne  sont  pas 
contenues  dans  (i x  --  b  j  \  car  K'(piotient  de  factorielles 
(considéré  est  alors  le  produit  de  deux  coeflicients  du 
[)()lvnoMie,  donc  entier.  Cela  donui;  déjà  i5  syslènies 
indé[)endanls. 

Kusuilc,  par  le  tliéoiènK,-  de  Catalan  cité  dans 
riiilr()ductit)n,  4>^"-i~  '■  1  •   '-  )  •  est  di\  isihie  par 


(  3(32  ) 
a  J'ortiori  tlouc  par  o,x -h  jl  j  l  xl  x -{-  2j'\  Ceci 
donne,  en  échangeant  x  et  )  ou  les  denx  factorielles 
entre  elles,  quatre  solutions.  Il  reste  six  solutions,  dont 
deux  sont  esseutielienient  dillérentes.  La  première  est 
5x-{-  yl  3  )  !  Le  second  théorème,  oue 

4:r!  4.r! 


a-\  y\  {-ix  -^  y)\  {x  -^  •ir)\ 


est  entier  pour  tous  les  x,  j>'^  o,  est  intéressant  à  deux 
points  de  vue  :  d'abord,  en  ce  (pie  la  fraction  est  symé- 
trique en  X  et  j)  ;  et  puis,  en  ce  que  la  souime  des  coef- 
ficients de  son  numérateur  est  [»our  chaque  variable 
aussi  peiite  que  possible,  savoir  égale  à  celle  des  coeffi- 
cients du  dénominateur. 
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SIR  L4  SIRFACE  DE  L'0\DE 
ET  LA  SURFACE  CORRESPO\DA\TE  D'ÉLASTICITÉ; 

Pak  m.  E.  LACOUR, 

Professe  11  r-arljoi  ni  à  l'Université  de  Nancy. 


1.  La  surface  de  l'onde  et  la  surface  correspondante 
d'élasticité  peuvent  être  définies  en  même  temps  de  la 
façon  suivante  : 

Etant  donné  un  Lrièdre  trirectangle  Oxyz,  on  con- 
sidère trois  cercles  (A),  (B),  (C)  sii  nés  respectivement 
dans  les  faces  jO  z,  zOx,  xOj  et  ayant  pour  centre 
commun  le  sommet  O  du  trièdre;  par  chacun  de  ces 
cercles  on  fait  passer  une  sphèie  et  l'on  suppose  que 
ces  trois  sphères  varieJit  de  façon  que,  P  et  M  étant 
leurs  deux  poin/s  coiumu/is,  OV  resic  perpendicidnire 


(  :u]:\  ) 

sur  P\l  :  le  lien  du  point  M  osl  la  surlacc  de  rondo, 
le  lieu  du  point  P  est  la  suifaoe  coirespondanlc  d'élas- 
lieilé. 

Poiii-  ohlenir  les  é(|ualions  de  vv.s  suiTac-es,  prenons  le 
liièdre  Oxyz  eomnie  trièdre  de  eooidonnées.  Soient 

y.    et  /  le    rayon   du    ec;rele  (A)    et    \x  du   ecnlre   de    la 

sphère  coiTespondante  ; 
p  et  ///,   Y   et   n   les  quantités   analogues   relatives   aux 

cercles  (B)  et  (C)  ; 
X,  y,  2,  /•  leseoordonnées  du  point  iM  et  la  longueur  OM; 
ç,  r,,  i^,  p  les  coordonnées  du  point  P  et  la  longuein- OP. 

On  a  d'abord  les  relations 

/•- —  OL-r=J.lx,  p- —  a- —  •/> /;, 

/•-  —  p-  —  2  m  y,         p'^  —  ,3-  =  1  ni  /; , 
/•-  —  Y'-  —  .>.  n  -,  p-  —  Y"  =  '^  ^*  ?' 

puis,  en  ieuiai(|uant  que  le  plan  passant  par  les  centres 
des  trois  sphères  est  perpendiculaire  à  PM  et  passe  par 
le  milieu  tie  P.M,  on   trouve  (pi  on  doit  avoir 


■il        >.m        in 


I, 


enlin,  en  remplaçant  dans  ces  relations  /,  ///,  n  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  x,  j',  :;  d  une  pari,  en 
[onction  de  ;,  r,,  u  (.fautre  paît,  on  obtient  les  équa- 
tions 


y- 


/2 

— 

a2 

r- 

-p. 

r- 

— 

'i- 

i: 

"ô^ 

-4- 

■'■<■- 

- 

t- 

p- 

?- 

-r 

?' 

— 

r- 

(^--•^•--+-J-  +  --), 


—  t-  -T- T.-  -\- U  s  : 


(  -m  ) 

la    première    représente    la    surface     de    l'onde,    et     la 
deuxième,  la  surface  correspondante  d'élasticité. 

On  voit  de  [)lus  que  la  correspondance  enlie  les  deux 
points  ]M  et  P  est  définie  parles  relations 


(M,  P) 


\  I        Y"        p-  — 7- 
relations  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

ç  —  ^  'f\  —  y  ^  —  ^ 

y 


r- 

— 

a- 

P" 

— 

a- 

y 

= 

'1 

r- 

— 

P^ 

P^ 

— 

P 

z 

2.  Nous  allons  démontrer  que  le  point  P  est  la  pro- 
jection du  centre  O  sur  le  plan  langent  en  JM  à  la  sur- 
face de  l'onde. 

On  sait  (  '  )  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 

de  l'onde  peuvent   s'exprimer  au  moyen  de  deux  païa- 

niètres  elliptiques  u  et  v  par  les  formules 

X  r=  ^^  si!(i<,  Al  dn  (  i-,  /j, 

y  =  a  en  (  »,  /(  )  en  (c,  /), 

^  =  a  (1  n  (  ?^  /.■  )  s  n  (  (' ,  /  ) , 

le  module  k  des  fonctions  elliptiques  de  rargument  w,  le 
module  /  des  fonctions  elliptiques  de  l'argument  v  et  les 
modules  complémentaires  étant  définis  par  les  égalités 

"      —    "-7 T.  5  />.-=:    -— > 


,,  _  «'  (7-— H-;        /,o  _  7-  ^ 


(')    Voir,    par  cxem|)lc,  Nouvelles  Annales  de  Mallu'niatirjitex, 
p.    '7';   '«')«• 


(  :m  ) 

Pour  abréger,  nous  désigneions  [)ar  s,  c.  //  les  foin- 
lions  cIlipliijiR's  de  rargumeiiL  ii  cl  [)ar  Sj,  r,,  r/,  les 
loiiclioiis  elli|)li<jiu'S  (h;  rarguiiieiil  r. 

Les  lignes  |)aramétri([nes  n  =  eonsi.  cl  v'  :^  const. 
sont  il<;s  l)i(]iia(lrali(|Mes  :  on  s'assure  aisément  qu'elles 
sont  orlliogonales  et  (|ue  les  lignes»  =  eonsl.  sont  tout 
eulières  siltiées  sui-  (l(;s  splièi'es  ayant  [XHir  centre  \c 
point  O  :  eela  résulte  îles  iclations 

3r'„x[,  -  -  y„J'[-  -'-  -H  -y  =s  scds,  Cidi  (7.-/c''- —  '^- 1- }  s=  o, 

.T^  -T-  y-  -r-  ^-ETï  C  3- —  7.'-)s-. 

Cela  posé,  soient  MTet  AIT,  les  tang(;ntes  menées  en 
.M  aux  lignes parainétiitpu's  1^:=::  const.  et  «=3  const.  MT, 
est  perpendiculaire  à  MT  (ou  vient  de  le  démontrer)  et 
à  OM,  puisque  la  ligne  paramétrique  tangente  à  MT,  est 
tracée  sur  une  sphère  de  centre  O  ;  MT,  est  donc  perpen- 
diculaire au  plan  de  OM  et  de  MT  et  Ici  droite  MT  est  la 
projection  orlho^ojiale  rleO^lsur  le p/a/i  tangent  en  M. 

Je  dis  maintenant  (|ue  le  point  P(ç,  r,,  Z),  dont  la 
correspondance  avec  le  point  Al(x,j  ,  z)  de  la  surlace 
de  l'onde  estdélinie  par  les  relations  (M,  P)  du  n"  1,  s(î 
trouve  sur  la  tangente;  IM T  à  la  ligne  parauK'triqui! 
w  =  const.  Ou  a  à  \ériliei- 

'^  Il         j  II  "  Il 

ou,  d'après  la  dernièic  des  lelations  rappelées, 

(  ,.1  -  X^  I    ^'   =  <  r^  -  3^  )    •^"    =  (  /-^  -  -':!  I   ^  . 


Oi"  on   Irouve  aisément 

/•'-  —  a^  =       (  3-  —  a- )  s-. 


cd 


Tu 

y 

= 

AT 
C 

> 

-rf 

= 

k 

'■se 

(  366  ) 
En  poilaut  ces  valeurs  dans  les  égalités  à  vérifier,   ou 
trouve  que   les  trois  expressions   considérées   ont   pour 

valeur  commune 

C^- —  a-  )scd. 

Il  est  donc  démontré  que  le  point  P  est  sur  MT  ;  mais, 
pai-  définilioïi,  OP  est  perpendiculaire  sui'  la  droite  joi- 
gjiant  le  point  iNI  au  point  P,  donc  OP  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  O  sur  la  tangente  MT,  et,  puisque  le 
plan  OMT  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  M,  on 
voit  en  définitive  (jue  P  est  le  [)ied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d<i  O  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  de 
l'onde,  d'où  le  théorème  suivant  (démontré  pour  la  pre- 
niièie  (ois  par  le  géomètre  anglais  jNiven)  : 

Théorème.  —  Si  l'on  fait  passer  une  sphère  par 
chacun  ries  cercles  (A),  (B),  (C)  et  par  un  point  M  de 
la  surface  de  Inonde,  le  S(^cond  point  commun  aux 
trois  sphères  ainsi  déterminées  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  la  surface  sur  le 
plan  tangent  en  M. 

M.  Darbouv  a  tiailé  (Comptes  rendus,  t.  XCIJ, 
p.  446)  le  cas  où  les  cercles  (A),  (B),  (C)  et  le  point  O 
ont  des  positions  (juelconques,  et  il  a  montré,  dans  ce 
cas  généial,  que  l'on  peut,  avec  la  règle  et  le  compas, 
déterminer  les  positions  du  point  M  situées  sur  le  cercle, 
intersection  d'une  sphère  quelcoiujue  passant  par  (A) 
et  d'une  sphère  quelconque  par  (B)-  Le  ihéoième  pré- 
cédent fournit  une  construction  géométrique  du  plan 
tangent  en  un  point  donné  de  la  surface  de  l'onde. 

On  a  donc  une  définition  géométrique  de  celte  surface 
et  de  ses  plans  tangents,  indépendante  des  propriétés 
des  ellipsoïdes  :  on  pourra  voir  dans  la  Géométiie  dans 
/'<?.77rtC<?  de  Rouelle  et  Condjcrousse.  n"  1229,  unedéter- 


(  367  ) 
iiiiiialion  des  poiiils  coiiicines  cl  des  plans  langenls  sin- 
guliers de  la  surface,  fondée  sur  ces  principes. 

Nous  allons  maintenant  passci-  des  rt-sultals  précé- 
deiils  aux  propriétés  de  la  suifacc  de  l'onde  relatives  à 
rdlipsoïde  d'élasticité  de  Fresntd. 

3.  Si  M  est  un  point  de;  la  surface  de  l'oiuK;  (définie 
coninie  au  n"  1)  et  P  le  pied  de  la  perp(;ndiculaire 
abaissée  du  centre  O  sur  h;  plan  tangent  en  M,  un  plan 
mené  pai-  le  centie  et  parallèle  au  plan  langent  en  M 
cou[)e  r(dlipsoïde 

suivant  une;  ellipse  dont  l'un  des  axes  a  poni'  direction 
la  direction  de  iMP  il  [)our  longueur  l'imcrse  de  la  dis- 
tance OP. 

Pour    le    démontrei',     considérons     une     sphère     de 

centre  O  et  de  rayon  égal  à  ^^p 

p^ { J-- -+-  J'- -+-  z-  )  =  i. 

puis  le  cône  ajanl  pour  sommet  Toiigine  cl  [)assant  par 
l'interseclioii  de  (;elle  sphère  avec  l'ellipsoïde 

(p2— a2|X2^-(p-^— f;^)Y2^-(p2- y2)Z-  ^  o, 

cl  rappelons-nous  (  n"  1)  (pie  la  droite  MP  a  pour  para- 
mètres directeurs 

p- — a-        p- — P"        p- — Y'- 

On  voit  fpie  la  parallèle  à  MP  menée  par  l'origine  est 
sur  le  cône,  puistpie  les  coordonnées  ç,  ■/],  "C,  du  point  P 
salislont  à  la  condition 

»         ■','         ;■ 


(  3(i8  ) 
puis,  eu  formaut  ré(|uaLiou  du  plan  laugcul  au  cône  le 
loug  (le  celte  géuéralriee,  ou  liouve 

^X  -+-rjY-f-!;Z  =o, 

c'esl-à-dire  l'équaliou  du  plau  lueué  par  O  perpeudieu- 
laiie  à  OP. 

Ou  eouclut  de  là  (jue  la  juuallcle  à  MP  menée 
par  O  est  un  axe  de  la  section  de  l'ellipsoïde  /)ar  un 
plan  passant  par  le  centre  et  parallèle  au  jdan  tangent 
en  M  et,  en  outre,  que  la  longueur  de  cet  axe  est  égale 

à  —r^;  c'est  ce  qu'il  (allait  déiuoutier. 

i.  Appelons  direction  de  la  vih/rilioJi  ( de  ¥vvsi\v\) 
en  uu  point  M  de  la  surface  de  l'oude  la  projection  de 
OM  sur  le  plau  taugent  eji  M. 

Il  résulte  de  ce  qui  [)récèdeque,  si  Ton  cousidère  deux 
plans  tangents  à  la  surface  de  l'onde,  parallèles  et  non 
symétriques  par  rapport  au  centre,  les  directions  des  vi- 
brations dans  ces  deux  plans  sout  rectangulaires;  de 
plus,  les  plans  menés  par  O,  perpendiculaires  à  ces 
plans  tangents  et  respectivement  parallèles  aux  direc- 
tions correspondantes  des  vibrations  sout  dei'.x  plans 
lectaugulaires. 

Ap[)elons  encore  ligne  de  vibration  (')  une  ligue 
tracée  sur  la  surface  de  l'oiule  et  telle  que,  en  iliaque 
point  de  cette  ligne,  la  direction  de  la  tangente  est  cidle 
de  la  vibiatiou  en  ce  point. 

Ou  voit  que,  si  la   surface  est   représentée  par  les 


(')  Celte  dénomination  est  employée  par  Tait,  qui  détermine  ces 
lignes  et  leurs  trajectoires  ortiiogonales  à  l'aide  du  calcul  des  (jua- 
Icrnions  (Tait,  Traité  élémentaire  des  cjuaternions,  Gaulliier- 
Villars,  i884). 

Voir  aussi  le  Traité  de  (iéométrie  cinématique  de  M.  Maiinliciiii. 


foi  mules 


(   30\,  ) 

T  =  p  «Il  («,  /l  j  (lii(r,  f  ), 
y  =  a  en  ( u ,  A)  en  (v,  /), 
z  =  X  dn{u. /c)  sn  {v,  l). 


les  lignes  de  vibration  sont  les  lignes  1^  =  001151.,  et 
leurs  trajectoires  ortJiogonales  sont  les  lignes  u  =  consl. 
Ces  propriétés  donnent  une  interprétation  physique 
des  lignes  paramétriques  dans  la  représentation  précé- 
dente de  la  surface  de  l'onde  au-  moyen  des  fonctions 
elliptiques. 


[L'17e] 

AU  SIJET  Dl\  THÉORÈME  DE  M.  G.  IIIMBERT; 

Pau  m.  h.  BRICARD. 


Dans  une  jNote  présentée  récemment  à  l'Académie  des 
Sciences  ('),  M.  G.  Humbert  a  déduit  de  ses  reclierclies 
sur  I(;s  fonctions  abéliennes  et  leur  application  à  Félude 
des  surfaces  du  quatrième  ordre  un  théorème  de  Géo- 
métrie élémentaire,  en  ajoutant  qu'il  y  aurait  intérêt  à 
en  donner  une  démonstration  directe. 

Ce  théorème  est  le  suivant  : 

Soient,  données  dans  un  plan  une  conique  C  et 
quatre  droites  I),,  1)^,  1);,,  D,.  S'il  existe  une  conique  C 
circunscrile  au  I riangle  fornu-  par  trois  de  ces  droites, 
passant  par  les  points  communs  à  la  quatrième  droite 
et  il  C,  et  enfin  tangente  à  C,  il  existe  trois  coniques 
analogues  que  l' on  obtiendra  en  permutant  les  quatre 
droites  de  l'énoncé. 


(')  Comptes  rendus,  t.  C.\\I\,  p.  6(0. 

Ann.  de  Mallicnial.,  3'séric,l.  \1\.  (Aoi'il  i()oo.) 
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Eu  voici  une  clëiuonslraLiou  élémeuLaire  : 
Soieut  :  m  le  poiut  de  eoutact  des  coniques  C  et  C; 
rt,  ,    rto ,    «3    les    sommets    du    ti'iangle    formé    par    les 
droites  D,,  Do,  D.)  (<Tf,  est  opposé  à  D|,  etc.). 

Si  l'on  considère  une  conique  variable  tangente  à  C 
en  m  et  contenant  les  points  «,  vX  a.^,  les  deux  autres 
points  communs  à  cette  conique  et  à  G  sont  évidemment 
en  relation  liomograpliique  et  involutive  :  la  corde  qui 
les  joint  passe  donc  par  un  point  fixe.  Ce  point  fixe,  on 
le  voit  immédiatement,  est  situé  à  l'intersection  de  la 
droite  «2«3  ou  D)  et  de  la  droite  qui  joint  les  points  h-2. 
et  ^3  où  les  droites  nia^  et  iiia^  rencontrent  de  nouveau 


la  conique  C.  Par  conséquent,  les  droites  a^a^  ou  D|, 
Z>2^3  et  D/,  sont  concourantes. 

Répétons  le  même  raisonnement  en  employant  les 
points  «3  et  a^.  On  voit  finalement  que  la  condition  de 
l'énoncé  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Les  six  sommets  du  quadrilatère  complet  formé  par 
les  quatre  droites  D,,  Da,  Dg,  D4  sont  situés  respec- 
tivement sur  les  six  côtés  d'un  quadrangle  com- 
plet mb,  ù-^bs,  inscrit  à  la  conique  C. 

Sous  cette  nouvelle  forme,  la  condition  imposée  à 
D|,  Do,  D3,  D4  est  symétrique  par  rapport  à  ces  quatre 
droites.  Cette  remarque  suffit  pour  établir  le  lliéorèmc 
de  M.  Humbert. 
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CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SLPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1899.  —  COMPOSITIONS. 


Rennes. 
Analyse. 

Epreuve  théorique.  —  Etant  donné  un  cône  de 
révolution  autour  de  oz^  de  sommet  o  et  dont  la  qéné- 
î^trice  fait  avec  V axe  oz  un  angle  f),  on  propose  : 

i"  De  trouver  V équation  générale  des  courbes  tra- 
cées sur  le  cône  et  dont  la  génératrice  soit  à  une  dis- 
tance constante  a  du  sommet  o. 

1^  De  déterminer  pour  quelle  valeur  de  m  la  courbe 
qui  a  pour  équation  en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace 0  =  est  une  liene  £réodésiaue  de  ce  cône. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  à  un  centimètre  cube 
près  la  portion  de  volume  du  cylindre 

3C--T-  y'^ —  R:r  =  o 

renfermé  dans  la  sphère 

x--^y'^-^z-—l\-=o        (R  =  i'"). 

iMÉCANIQUE. 

Epreuve  théorique.  —  Deux  barres  homogènes 
identiques,  articulées  entre  elles  par  une  de  leurs  extré- 
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mités,   reposent  sur  un   plan   fixe  parfaitement  poli 
qu  elles   ne   doi\^ent  pas  quitter.   Elles  sont  formées 
d'une  matière  dont  les  éléments  s'attirent  proportion- 
nellement à  leurs  masses  et  à  leurs  distances. 

Etudier  le  mouvement  le  plus  général  de  ce  système. 

Epreuve  puath^ue.  —  i"  Une  lentille  homogène 
biconvexe  est  limitée  par  deux  zones  sphériques  égales. 
Connaissant  le  rayon  a  de  la  circonférence  qui  forme 
sa  tranche  et  son  épaisseur  2  e,  calculer  ses  deux  rayons 
de  gy ration  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité. 
Discuter  leur  rapport  et  construire  la  courbe  qui  repré- 
sente sa  variation  quand  on  prend  —^  pour  abscisse  ;  y 

distinguer  les  parties  qui  correspondent  à  un  ellipsoïde 
d'inertie  allongé  ou  aplati. 

1°  Par  quel  point  faudrait-il  fixer  la  lentille  pour 
que,  frappée  par  une  force  quelconque,  elle  entre  en 
rotation  autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  déter- 
miné par  cette  force  et  le  point  fixe  ? 

Toulouse. 

Calcul  deffékentiel  et  intégual. 

Epreuve  ÉcraTE.  —  I.  Enoncé  et  démonstration  du 
théorème  de  Cauchy  relatij  au  développement  d'une 
fonction  analytique  en  série  de  Taylor. 

II.    On  considère  l'équation  différentielle 

du  / d-  a        ,\  , 

dï[-dû-^'')='''-^'' 

oii  a,  b,  k  sont  des  constantes . 

1°  Déterminer  son  intégrale  générale  dans  les  dijjé- 
rents  cas  qui  se  présentent  suivant  les  valeurs  attri- 
buées aux  constantes  a,  b,  h. 
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2"  Soient  f( t.) ^  'i{f-)->  'H^)  ^''O'^^  fondions  vérifiant 
cette  équation;  démontrer  que  toutes  les  surfaces  défi- 
nies  en  coordonnées  cartésiennes   rectangulaires  par 

l'  c(i  nation 

f(x)-^^{y)-^^{z)  =  p, 

oii  p  est  un  paramètre  variant  d'une  surface  de  la  fa- 
mille à  l'autre,  admettent  des  trajectoires  orthogo- 
nales qui  sont  des  courbes  planes. 

MkcANIQUK    KATIONNEI-LE. 

Eprfx've  écrite.  —  I.  U/i  corps  solide  entièrement 
libre  et  partant  du  repos  est  mis  en  mouvement  par  une 
force  de  percussion  P  parallèle  à  l'un  des  axes  princi- 
paux GX,  (jY,  GZ  de  l' ellipsoïde  central  de  ce  corps. 

Démontrer  que  sous  l'action  de  cette  force,  le  corps 
commencera  à  tourner  autour  d'un  axe  OS. 

Déterminer  la  position  de  cet  axe  et  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  au  premier  instant.  Supposons  que 
la  force  de  percussion  parallèle  à  GZ  rencontre  en  un 
point  G  le  plan  principal  GXY  de  l' ellipsoïde  central, 
G  désignant  le  centre  de  gravité  du  corps;  montrer 
que  l'axe  de  rotation  cherché  rencontre  en  un  point  O 


la  droite  (tG.  Montrer  que  les  points  G  et  O  sont  réci- 
proques, c'est-à-dire  que  si  la  force  de  percussion  était 
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applujuée cnO^  l'axe  de  rotalion  correspondanL  passe- 
rait par  C.  Si  le  point  C  d' application  de  la  force  de 
percussion  se  déplaçait  sur  une  droite  située  dans  le 
plan  GXY,  le  point  réciproque  O  décrirait  un  certain 
lieu  géométrique  que  l'on  demande  de  troui'er. 

II.  Une  figure  plane  se  déplace  d' une  manière  con- 
tinue dans  son  plan;  on  demande  de  trouver  à  chaque 
instant  le  lieu  des  points  de  la  figure  mobile  tels  que  le 
rapport  entre  la  vitesse  et  l'une  quelconque  des  trois 
accélérations  totale,  tangentielle  et  centripète  est  con- 
stant. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  V attraction  newto- 
nienne  exercée  sur  son  sommet  par  le  solide  homogène 
engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant  autour 
d'un  des  rayons  extrêmes.  On  donne  le  rayon  du  sec- 
teur, l'angle  au  centre,  la  densité. 

Mkcaniql'e  appliquée. 

Epreuve  écrite.  —  I.  ^  et  A'  étant  deux  axes  en 
prolongement ,  on  propose  d'étudier  les  moyens  de 
transformer  une  rotation  uniforme  w  autour  de  A  en 
une  rotation  uniforme  o)'  autour  de  A'. 

1°  Effectue/'  cette  transformation  au  moyen  de  sys- 
tèmes d'engrenages  cylindriques.  Cas  de  —  <io  et  plus 
particulièrement  cas  de  —  =^ —  i.  Indiquer  dans  cha- 
cun de  ces  cas  une  solution  aussi  simple  que  possible. 

1°  On  propose  de  faire  la  même  transformation  de 
mouvement  au  moyen  d'un  axe  de  glissement  A."  per- 
pendiculaire à  A,  commandé  par  un  plateau  à  rainure 
porté  par  A  et  qui  met  en  mouvement  l'axe  A'  par  une 
bielle  et  une  manivelle.   Equation   de  la  rainure.  A 
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quelles  conditions  doit  satisfaire  le  rapport  —  pour  que 

ce  mode  de  transformation  puisse  être  réalisé  prati- 
quement? 

11.   Déformation  du  quadrilatère  articulé. 

EpuEiivE   PRATIQUE.  —   Un  toit  est  supporté  par  des 
fermes  espacées  de  5'",  l' une  des  faces  supporte  une 


charge  verticale  de  loo''''  par  mètre  carré  et  l'autie 
une  charge  de  oo*^"  par  mètre  carré.  Chacune  des 
fermes  a  la  forme  ci-dessus  et  ses  dimensions  sont  don- 
nées comme  il  suit  : 


Coordonnées  de  A  par  rapport  à  0.r  et  Oy...     x  =  4 
»  B  »  ...     X  ^o 

»  C  »  ...     x^=  i 


,5o    j=i 


Chaque  ferme  est  simplement  posée  sur  deu.x  appuis. 

Déterminer,  pour  une  quelconque  des  fermes  inter- 
médiaires, les  réactions  des  ajypuis  et  les  tensions  des 
barres  en  indiquant  celles  qui  sont  tendues  et  celles  qui 
sont  comprimées. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1797. 

1  1898,  p.  2,ii.) 

Intégrer  l'équation 

d"^y       n     d't-W       n(n  —  \)       d"--^y 

(0       -r^  +  -  ^  ^    „    1  -^  — a;2  -^  +.  .  .+ a-^j  =  o. 

«37"        I      dx"^-^  i.a  dx'^--  "^ 


(H.  Laurent.) 


SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 


Si  l'on  fait  d'abord  n  =  i,  2,  on  trouve  les  intégrales 

-  .y'-  —  .1-2 

y  =  Ce   '  et        jK  =  e^~(Ge-^-i- de--^). 

— .1 - 
Posons  alors  y  ^=  e   -    ^  et  après  avoir  calculé  les  différen- 
tielles de  I  à  /i  de  e   -    z,  introduisons  ces  valeurs  dans  (1) 
nous  aurons,  pour  n  pair, 

.~T"  i  ^ll  _  n{n  —  \)        d't-^-z 
\  dx'^  îTâ       ^^'  dx"-''- 

,    /i(n-i)(n  — ■2)(«  — 3)^_   ,,  f/"-^J    , 
"*"  (4)!  ^'•^^^^^^"^••- 

"  ) 

+  ( —  i)-  [i  .3.5.  . .(«  —  i)]^  I  =0. 

Pour  n  impair,  les  deux  derniers  termes  du  développement 
entre  crochets  seront 

1.2.3  ■*  dx'^ 
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Les  coefficients  de  ces  transformées  étant  indépendants  de 
la  variable  Xy  on  fera  z  =  e''^,  r  étant  racine  de  l'une  des 
équations  suivantes,  pour  n  pair  : 

_  /Mn-i)  ^.,^_, _  n(n-,)(n~i]in-3)  ^,^_,  _^ 

i.'i  ■  (4)1  '    ' 

-^(-i)^    ^[..3.5...(/i  — 3)|/-2 


-H(— i)2[i.:}.5...(/i  —  n)  = 

Pour  n  impair,  les  deux  derniers  termes  de  l'équation  seront 

—  {—})  -^    ^ ^[i.3.5...(«  — 4)]/-' 

\  .1.  i 

ii  —  \ 
n 


-+-(  — i)   «     -[I.3.5.  ..{n  —  i)]r. 

11  résulte  de  ces  calculs,  pour  les  intégrales  cherchées,  les 
formules,  pour  n  pair  : 

—  .r- 

y  =  e   -    (G,e'-.*-f-C2e'-:<-^-+-..  .-i-C„e'"-r); 
pour  n  impair  : 

y  =  e~^(a-T-  Gie'.*^-^  C^e'-^^^.  ..-i-  d-ie'-  ■->,-^), 

dans  lesquelles  a,  Ci,  Go,   ...,  G,j_i,  G,i  sont  des  constantes 
arbitraires  et  rj,  rn,  . .  .,  /„  les  racines  des  équations  en  /•. 

Question  1798. 

<  IS94,  p.  2U.) 

Par  un  point  m  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  celle  courbe  aux  poinls  «,  ^,  c.  Démonlrer  que, 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  m.  par  rap- 
port au  triangle  abc ^  passe  par  un  point  fixe. 

(.Manmikim.  ' 
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SOLUTION 
Par   M.  A.  Droz-Farny. 

Considérons  d'abord  le  faisceau  des  cercles  tangents  en  m,  à 
la  conique.  Le  point  a  coïncide  avec  m  et  toutes  les  cordes  bc 
sont  parallèles  à  la  direction  symétrique  de  la  tangente  en  m. 
par  rapport  à  un  des  axes  de  la  conique.  Pour  tous  ces 
triangles  la  droite  de  Sinison  de  ni  est  la  perpendiculaire  A 
abaissée  de  m  sur  la  direction  bc.  Considérons  maintenant  le 
faisceau  des  cercles  passant  par  les  deux  points  m  et  a  de  la 
conique.  Chaque  cercle  coupe  la  conique  encore  en  deux 
points  b  et  c.  Pour  les  différents  cercles  du  faisceau,  les 
droites  ab  et  ac  sont  les  rayons  correspondants  d'un  faisceau 
en  involution,  car  les  cordes  bc  isoscéliennes  de  ma  par  rap- 
port à  un  des  axes  de  la  conique  sont  parallèles  entre  elles. 
Les  perpendiculaires  m^  et  m'(  abaissées  de  m  sur  ab  et  ac 
sont  donc  aussi  les  rayons  d'un  faisceau  en  involution;  or  ,3 
et  Y  appartiennent  à  la  circonférence  décrite  sur  ma  comme 
diamètre,  donc  ^y,  droite  de  Simson  de  m.  par  rapport  à  abc, 
passe  par  un  point  fixe  qui  appartient  à  la  droite  A,  car  un  des 
cercles  du  faisceau  m,  a  est  tangent  en  «i  à  la  conique  :  ce 
point  reste  fixe  quand  a  varie,  les  deux  faisceaux  ma  et  ma' 
ayant  toujours  un  cercle  maa'  en  commun. 

Question  1800. 

i  1898,   p.    292.  ) 

On  coupe  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement 
par  une  droite  quelconque.  Par  chacun  des  points  de  ren- 
contre on  peut  mener  à  la  cubique  une  tangente,  autre 
que  celle  qui  touche  la  cubique  en  ce  point.  Démontrer 
que  les  trois  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  en 
ligne  droite. 

Propriété  corrélative.  (A.  Cazamian.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Rktali. 

Appelons  i,  a,  3  les  trois  points  collinéaires  de  la  cubique  C?, 
r  et  -i'  les  points  de  contact   des  tangentes  issues  de  1  et    >. 
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3'  le  point  où  la  droite  |i'.i'|  va  couper  nouvellement  la  cu- 
bique :  comme  les  tangenliels  des  trois  points  collinéaires  sont 
en  ligne  droite,  la  tangente  en  le  point  3' passe  par  3.  La  pro- 
position corrélative  est  :  Les  trois  tangentes  d'une  cubique  de 
la  troisième  classe,  issues  d'un  point  de  son  plan,  coupent  la 
cubique  en  trois  points  dont  les  tangentes  vont  concourir  en 
un  deuxième  point. 

Autre  solution  de  M.  Dulimcert. 

Question  1801- 

1  18;i8,  p.  njo.) 

Si  l'on  prend  sur  les  perpendiculaires  communes  aux 
arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  des  vecteurs  dont  les  lon- 
gueurs soient  inversement  proportionnelles  aux  longueurs 
de  ces  perpendiculaires,  le  vecteur  résultant  est  perpendi- 
culaire à  l'une  ou  l'autre  des  faces  du  tétraèdre  selon  le 
sens  dans  lequel  on  dirige  les  vecteurs. 

(G.    FONTKNÉ.) 
SOLUTION 

Par  UN  Anonyme. 

Soit  le  tétraèdre  AHCD,  dans  lequel  nous  supposerons  que 
le  sens  de  circulation  ABC  est  de  droite  à  gauche  pour  un 
observateur  qui  a  les  pieds  sur  le  plan  ABC,  la  tête  en  D  ;  les 
extrémités  des  perpendiculaires  communes  étant  A',  B',  C  sur 
les  arêtes  issues  de  D,  et  A",  B",  G"  sur  les  arêtes  opposées, 
nous  dirigerons  les  vecteurs  de  A'  vers  A",  ...  ;  les  longueurs 
des  perpendiculaires  communes  seront  a,  [j,  y- 

Considérons  l'expression 

R  =—  DA.BG  — DB.GA  —  DG.AB, 

dont  chaque  terme  est  un  produit  de  deux  vecteurs;  la  partie 
réelle  du  premier  ternie  est 

gr  DA.gr  BG  x  cos(DA,  BG), 

et  la  partie  vectorielle  est  un  vecteur  dirigé  suivant  A' A",  de 
A'  vers  A",  avant  pour  module 

-f  l>A.-rlîG  X  sin(l»\.  lit'.)         -.u  —  . 


(  38o  ) 

Or  on  a,  en  prenant  D  comme  origine, 

R  =  —  DA(DG  — DB)  — DB(DA  — DC)-  DG(DB  —  DA) 
=  (DB.DG  — DC.DB)-f-... 
=  2V(DB.DG)  +  2V(DG.DA)  +  o.V(DA.DB). 

1°  L'expression  R  est  un  vecteur;  en  écrivant  que  la  partie 
réelle  est  nulle,  on  retrouve  une  formule  bien  connue  dans  la 
théorie  du  tétraèdre. 

1°  Le  premier  terme  de  l'expression  précédente  est  un  vec- 
teur perpendiculaire  au  plan  DBG;  en  donnant  à  ce  vecteur  le 
point  D  comme  origine,  il  est  dirigé  du  côté  de  l'arête  DA  ;  son 
module  est  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle  DBG.  Des  faits 
analogues  ont  lieu  pour  les  deux  autres  termes  de  l'expression, 
et  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  que  le  vecteur  résultant 
est  perpendiculaire  au  plan  ABG,  dirigé  vers  ce  plan,  et  qu'il 
a  pour  module  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle   ABG.  Si  les 

....  .  ,    I      >'"-     ^^-     f^"     I 

vecteurs  de  1  énonce  ont  pour  modules  — y  nr ^  — >  le  vecteur 

a       p      Y 

résultant  a  pour  module 

4ABG  X  ;rT7  ou  -7—' 

(j  v  II 

h  étant  celle  des  hauteurs  du  tétraèdre  qui  est  parallèle   au 
vecteur  résultant. 

Autre  solution  de  M.  Merlin. 


Question  1802. 

i  1898,  p.  .140,1 

En  représentant  par  /'i,  z^,  /'s  les  rayons  de  courbure 
aux  points  A,  B,  G  de  l'ellipse  de  Steiner  du  triangle  ABC 
et  par  co  l'angle  de  Brocard  de  ce  triangle,  on  a  la  rela- 
tion 

y  —  =  cot  (0. 

^   a 

(A.  Dhoz-Farny.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retah. 

En  appelant  a.  p  les  demi-axes  de  l'ellipse,  les  équations  pa- 
ramétriques  de   la   courbe   sont  .r  =  acos<,  y  =  Psin^,    t  est 


(  38.   ) 
l'angle  excentrique;  si  le  paramètre  du  point  uù  vont  se  couper 
les  trois  cercles  osculateurs  en  les  points  A,  B,  C  (Steiner, 

Cl  elle,  t.  ;i:2,  p.  3oo)  est  — 30,  en  posant-^  =  À  les  para- 
mètres de  A,  B,  G  sont  respectivement  0,  0 -t- ),  ctO  +  v.X  et 
par  suite 

a-^=  3(a2sin2  0  -4-  P^cosïQ), 

^'2=  3[a2sin2(0-t-     X) -f- p2cos2(0 -f-    \)\, 

c2=  3[a2sin2(0  +  9.).)-t-  pcos2(0  + 'aX  )|  ; 

le  rayon  de  courbure  p  au  point  t  étant  donné  par 

a2;32.p2=  (a2sin2<  -f-  p^cos^/js. 


nous  avons 


rt=*=  ap./'i  .</i~, 
i'i.\/-i-;.  \   —  =  «2-4-  b^-h  C'=  4S.cotw; 


on  trouve  immédiatement  que 


2S  = 


apV^; 


et  la  relation  proposée  est  démontrée.  La  dernière  formule  et 
la  suivante  : 

sont,  peut-être,  nouvelles. 


Question  1802. 

AUTUE   SOLUTION 
l';ir  AF.  L.  RiriîRT. 

S  étant  l'aire  du  triangle,  on  a 

h--^c'>-—a-     ■j'.S        62-i-c2— «2 


rot  A  = 


•ibc 


bc 


4S 


(  38.  ) 

Donc 

cotco=^colA=^^. 

D'autre    part   (J.   Koehler,  Exercices,    t.   I.   Chapitre  VII. 
]).  2i()-2i7),  on  a  /'i  =    -ô' 

Donc 

Autre  solution  par  M.  Barisien. 


2—  =  >    -—  =cotw.  c.  Q.   F.   D. 


QUESTIONS. 

482  (1859,  266).  Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un 
tétraèdre,  le  centre  de  l'hyperboloïde  passant  par  les  quatre 
hauteurs,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  sont  trois  points 
en  ligne  droite.  (  JoAciiixsTiiAL.) 

S39  (1860,  3o8).  Trouver  l'équation  d'une  courbe  qui  repré- 
sente les  trois  folioles  égales  du  Trifoliuni  pratense.  Chaque 
foliole  est  partagée  symétriquement  par  une  droite  qui  aboutit 
vers  l'intérieur  à  un  point  de  rebfoussement,  et  à  l'extérieur 
à  un  point  d'inflexion.  Les  trois  droites  formant  entre  elles  des 
angles  de  120"  se  réunissent  (à  peu  près)  au  même  point  du 
pédoncule. 

538  (1861,  399).  Pour  quelle  longitude  du  Soleil  le  temps 
que  son  disque  met  à  traverser  le  méridien  est-il  un  maximum 
ou  un  minimum? 

I8S0.  Dn  cône  a  pour  sommet  un  point  s  d'un  ellipsoïde  et 
pour  base  la  section  diamétrale  faite  dans  cette  surface  par  un 
plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  s.  L'enveloppe 
de  ce  cône,  lorsque  son  sommet  décrit  l'ellipsoïde,  est  une  sur- 
face de  l'onde.  (Mannueim.) 

18S6.  Des  poids  i,  i,  1,  3,  5,  ...,  U,j,  mesurés  par  les 
nombres  qui  forment  la  suite  de  Fibonacci,  sont  respectivement 
appliqués  en  des  points  d'une  droite  qui  ont  pour  abscisses  i, 


(  383  ) 

2,  j,   ...,  II.   Un  tlomaiitle  de  (Ictermincr  la   position  du   bary- 
centre  de  ce  système.  (  G. -A.  Laisant.) 

1836.  pqrs.  .  .tuvw  est  une  permutation  ('(H-mée  avec  les 
quantités  positives  croissantes  a,,  a^,  «.■,,  ...,  a,,.  Quelles  sont 
les  permutations  pour  lesquelles  la  somme 

J>q  -^  q r  -\-  rs  ^ .  .  .  ^  la  -f-  uv  -+-  vw 
a  1°  la  plus  grande  valeur?  2"  la  plus  petite  valeur? 

(E.  LE.MOINE.) 

1857.  On  donne,  dans  un  plan,  un  triangle  ABC  dont  les 
côtés  sont  a,  b,  c.  On  demande  d'étudier,  dans  l'espace,  le 
lieu  des  points  .AI  tels  que  leurs  distances  MA',  IMB',  MC  aux 
trois  côtés  du  triangle  soient  proportionnelles  à  a,  b,  c. 

En  particulier,  déterminer  la  projection  de  ce  lieu  sur  le 
plan  du  triangle,  séparer  sur  cette  projection  les  arcs  qui  sont 
des  projections  réelles  de  la  courbe  de  l'espace,  et  examiner 
le  cas  dif  triangle  isoscèle. 

Cette  question  constitue  en  quelque  sorte  une  extension  du 
point  de  Lcmoine,  puisque  c'est,  dans  l'espace,  la  courbe  dont 
tous  les  points  jouissent  de  la  propriété  qui  dans  le  plan  appar- 
tient au  point  de  Lemoine.  (  E.  Lemoine.) 

1808.  Prouvez  géométriquement  que  la  caustique  des  rayons 
divergeant  du  focus  et  rélléchis  à  l'arc  d'une  cardioïde  est  la 

courbe  f  -  j     =/sin-|    -H-fcos-j     où  «  est   le    radius   du 
cercle  fixe  de  la  cardioïde.  (Archibald.) 

1809.  On  a,  dans  un  espace  linéaire  à  ji  dimensions, 
L„(«  +  i)  points  PoPi...P,i  :  chercher  le  lieu  géométrique 
du  barycentre  de  /'(«-M/''"'  constitué  par  ces  points  lorsque 
Po  étant  fixe,  l'iperplan  déterminé  par  les  autres  tourne 
autour  d'un   point  fixe  Q.  (II.  PicciOLl.) 

1860.  (iia-i . .  .  cin  étant  les  chiffres  d'un  nombre,  soit 
cii^a,. ...  ai^{ai,a,^...  a/^)  un  quelconque  des  nombres  que  l'on 
peut  obtenir  du  précédent  en  changeant  l'ordre  des  chiffres 
par  un  nombre  pair  (impair)  de  transpositions.  Montrer  que 
l'on  a 

X rt,,  a,.  .  .  .  rt/„  =  il  rty,  a/.  .  .  .  a,„         pour         «  ^  3. 

(II.  PicnoLi.) 


(  ^^^\  ) 

18GI.  La  tangente  en  un  point  M  d'une  hypocycloïde  Irian- 
2;ulaire  rencontre  son  cercle  tritangent  en  deux  points  P  et  Q. 
Montrez  que  si  P  est  le  point  le  plus  rapproché  de  M,  on  a 
PM  =  PQ.  (E.-N.  Barisiex.) 

1862.  Soient  a,  p  et  y  trois  points  animés  de  mouvements 
uniformes  sur  les  côtés  d'un  triangle  abc.  Les  trois  cercles 
analogues  au  cercle  a^y  se  coupent  en  un  point  d'un  cercle 
fixe.  (E.  DuPORCQ.) 

18G3.  Il  existe  une  infinité  de  coniques  qui  touchent  en 
quatre  points  une  quartique  bicirculaire;  ces  points  sont  sur 
un  cercle  dont  le  centre  est  fixe.  (E.  Duporcq.) 

18G4.  Etant  donnés  sur  une  conique  S'  deux  couples  de 
points  fixes  A,  B  et  G,  D,  si  deux  points  M  et  N  de  la  conique 
ont  une  correspondance  doublement  quadratique  et  symé- 
trique exprimée  par  la  relation 

i-+-(ABM\)        i  +  (CDMN)  _  _  i-i-(ABGD) 
i  — (ABMN)  ^  1  — (CDMN)  ~       i  — (ABGD)' 

où  les  parenthèses  désignent  des  rapports  anharmoniques,  la 
corde  iMN  est  un  côté  d'un  contour  quadrangulaire  variable 
MNPQ  circonscrit  à  une  conique  fixe  S  et  inscrit  à  la 
conique  S'.  (G.  Fontené.) 

1863.  Si  un  hyperboloïde  circonscrit  à  un  tétraèdre  ortho- 
ccntrique  passe  aussi  par  l'orthocentre,  il  admet  des  systèmes 
de  trois  génératrices  rectangulaires,  et  inversement. 

(G.   FoNTENÉ.) 

1866.  Soit  Q  la  conique  inscrite  en  A,  B,  G  au  triangle 
A,BiGi. 

I.  Si  par  Al  on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  BjGi 
en  II,  GA  en  H  et  AB  en  K,  le  point  co(BII,GK)  appartient 
à  Q  et  toi]  est  la  tangente  en  w. 

II.  P  étant  un  point  quelconque  de  BC,  si  PBj  et  PGj 
coupent  Gi  Al  et  AiBi  en  IIi  et  Ki,  la  droite  IIi  Ki  est  tangente 
à  Q  et  PA  la  rencontre  au  point  de  contact  lO]. 

(!'.  Sondât.) 


(  385  ) 

[Q2] 

SUR  LES  DÉVELOPPANTES  DE  CERTAINES  LIGNES  E\  S«  (') 
ET  SLR  ll\E  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQIE  DES  COURBES 
HYPERSPHÉRIQUES  A  COIRBLRE  CONSTANTE; 

Par  iM.  Henri  PICGIOLI. 


1 .  Proposons-nous  de  résoudre  la  question  que  voici  : 

Chercher  s'il  j  a  des  courbes  en  S„  telles  que  leurs 
développantes  soient  des  lignes  sphériques. 

Soient  j) ,  y2i  •  •  •  i  y'n  ^^^  coordonnées  d'un  point  fixe 
dans  rS«, 

xi  =  xi{s),         X2=  cr.2(.i),         x„  =  x„{s) 

les  équations  d'une  ligue  L  dont  s  est  l'arc, 

(i)      x\=  Xi  —  «ail,         X2  =  Xo — sai2,  x'„  =  x,i — 5ai„ 

celles  d'une  de  ses  développantes   I/.  Posons,  R  étant 
une  constante, 

^i(yi—Xi-\-sau)-='R^ 

En  difTérentiant,  on  obtient 

c'est-à-dire 

A2  =  o. 

Nous  en  concluons,  d'après  un  théorème  connu,  que  : 


(')    l'îir  ligne  en  S„,  l'aulcur   cnlcnil  une  ligne  dans   un  espace 
à  n  dimensions. 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  l.  XI\.  (  Septcuibre  lyou.)    2;> 
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A.  Les  courbes  qui  ont  pour  développantes  des  lignes 
sphériques  sont  les  géodésiques  des  cônes  ayant  pour 
sommet  le  centre  de  la  spltère. 

On  pouvait  arriver  plus  rapidement  à  ce  résultat,  en 
observant  que  des  formules  (i)  l'on  tire 

(-2)  <X.\i  =  —  CL2i, 

a',,,  a',2,  . .  . ,  a',,j  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente à  L'  et  aai ,  a22,  .  •  • ,  <^2u  ceux  de  la  normale  prin- 
cipale de  L.  Alors  il  s'ensuit  que  l'on  a 

(3)  a;  =  -A2, 

d'où  la  propriété  dont  il  s'agit. 

La  même  formule  (3)  nous  montre  que  les  courbes 
qui  ont  les  plans  rectifiants  tangents  à  une  sphère  ad- 
mettent pour  développantes  des  courbes  qui  ont  leurs 
plans  normaux  tangents  à  une  splière  concentrique. 

2.  Soit  6  une  courbe  quelconque  en  S,2  ;  lorsqu'un 
point  se  meut  sur  cette  courbe  pour  la  parcourir  tout 
entière,  le  plan  lijperosculateur  en  ce  point  enveloppe 
une  surface  à  («  —  i)  dimensions  '^,i-\  constituée  par 
les  oo'  S„_2  osculateurs  à  ê.  En  nous  bornant  au  cas  où 
la  dernière  direction  principale  de  ê  coupe  sous  un 
angle  constant  une  direction  donnée  d,  si  nous  considé- 
rons une  géodésique  de  S„_,,  l'on  voit  tout  de  suite  que 
sa  normale  principale  coupe  d  sous  un  angle  constant 
et,  par  conséquent,  ses  développantes,  à  cause  des  for- 
mules (a),  sont  des  hélices  cylindriques. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

A'.  Les  géodésiques  de  la  surface  engendrée  par  les 
S,j_2  osculateurs  d'une  courbe  dont  la  dernière  direc- 
tion principale  coupe,  sous  ufi  angle  constant,  une  di- 


(  •^^7  ) 
reclion  fixe,  ont.  pour  dëveloppanles  des  Jiélices  cylin- 
driques. 

Remarque.  —  On  énonce  ce  théorème  en  S3  en  disant 
que  les  dévelopjjantes  des  géodésiques  d'un  hélicoïde 
développable  sont  des  hélices  cylindriques.  La  raison 
pour  laquelle  nous  en  avons  modifié  l'énoncé  en  l'éten- 
dant à  rS«,  c'est  que  les  courbes  de  S,j  qui  ont  la  der- 
nière direction  principale  inclinée  d'un  angle  constant 
sur  une  direction  donnée ,  ne  rentrent  plus  dans  la 
classe  des  hélices  cylindriques  lorsque  n  est  égal  ou 
supérieur  à  4- 

Cependant,  on  peut  trouver  d(;s  lignes  jouissant  des 
deux  propriétés  :  ainsi,  par  exemple,  en  S4  on  a  les  hé- 
lices dans  lesquelles  le  premier  et  le  troisième  rayon  de 
courbure  sont  égaux,  et  le  théorème  qui  précède  leur 
est  applicable. 

On  a  aussi  cet  énoncé  : 

Les  courbes  de  S^/j^.!  définies  par  les  équations 
R2  _  H4  _  R./, 

les  quantités  a  étant  des  constantes,  sont  telles  que 
leurs  directions  impaires  coupent  sous  un  angle  con- 
stant une  direction  donnée,  pendant  que  les  autres  lui 
sont  perpendiculaires . 

A  ces  courbes,  de  même  que  celles  à  courbures  con- 
stantes d(i  So/,^)  c[ui  en  sont  un  cas  particulier,  est  aussi 
applicable  le  théorème  que  nous  venons  d'exprimer. 

3.  Le  théorème  A'  peut  s'appliquer  même  aux  géo- 
désiques de  la  surface  à  [n  —  1)  dimensions  enveloppée 
par  les  S„  1  passant  par  un  point  fixe  et  tangente  à  une 
hypersphère  de  S„. 

Comme  cas  particulier,  faisons  ici  «  =  3  et  joignons-y 
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le  résultat  du  théorème  A.  On  obtient  la  proposition 
que  voici  : 

Les  développantes  des  géodésiques  du  cône  de  rota- 
tion de  L'espace  ordinaire  sont  des  hélices  sphériques. 

Cependant  ce  théorème  n'est  pas  complet.  On  sait,  en 
effet,  que  dans  l'S^  on  peut  trouver  des  lignes  qui  soient 
à  la  fois  géodésiques  d'un  cylindre  et  d'un  cône,  ce  qui 
ne  peut  pas  arriver  en  S3.  Or,  si  nous  appliquons  à  ces 
courbes  le  résultat  obtenu  par  le  théorème  A,  en  rap- 
pelant que  les  développantes  des  hélices  cylindriques 
de  S4  sont  des  courbes  de  S3,  l'on  voit  tout  de  suite  que 
ces  géodésiques  cylindro-coniques  de  S4  ont  elles- 
mêmes  pour  développantes  des  hélices  sphériques  de  S3 
et  que,  par  conséquent,  la  proposition  qui  précède  peut 
se  compléter  ainsi   : 

Les  courbes  qui  ont  pour  déueloppantes  des  hélices 
sphériques  de  S3  sont  les  géodésiques  du  cône  de  ré- 
volution de  S  3  et  les  géodésiques  cylindro-coniques 
de  S4. 

Ce  théorème,  comme  on  le  reconnaît  facilement,  peut 
s'étendre  à  l'espace  à  n  dimensions. 

4.  Avant  d'étudier  les  courbes  hypersphériques  à 
courbures  constantes  il  faut  rappeler  que  ces  courbes 
ne  peuvent  exister  que  dans  un  espace  à  un  nombre  pair 
de  dimensions,  comme  l'a  démontré  M.  Brunel,  et  que 
l'équation  différentielle  qui  lie  les  ip — i  rayons  de 
courbure  d'une  courbe  hypersphérique  générale  de  Sjj» 

est  représentée  par 

Yiip  —  o, 

ir     —   ^  /R        H        ^       l^/7?-2n,„_5 


as  K,„_i 


(  389  ) 
étant  la  relation  qui  fait  dépendre  un  H,„  quelconque 
des  deux  qui  le  précèdent;  on  a  en  outre 

H,  =  I,        II,  =  -j-' 
as 

Cela  posé,  l'on  voit  immédiatement  que  pour  qu'une 
courbe  liypersphérique  de  S^j^  soit  à  courbures  con- 
stantes, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

H.2i=0,  H2I-1   =  /t/  (t  =  I,   2,    .  ..,/?), 

les  h  étant  des  constantes  différentes  entre  elles.  Or,  si 
nous  pi'enons  les  lormules 

dkt       Kt+i       k,-i  . 

de  l'hypothèse 

Al  =  o 

qui  caractérise  les  courbes  hypersphériques,  quelle  que 
soit  la  dimension  de  l'espace  ambiant,  il  résulte 

i^,  =  R,_,  H,_i. 

En  conséquence,  nous  avons  pour  une  courbe  hyper- 
sphérique  de  S^y?, 

A2j-i=o,        Aji  =  A,- R,/-,         (i  =  i,  2,  ,. .,/;). 

Donc  on  peut  énoncer  le  théorème  que  voici  : 

Pour  qu'une  courbe  de  S^t  soit  à  courbures  con- 
stantes, il  faut  et  il  suffit  que  les  hjyerplans  à  index 
impair  passent  tous  par  un  même  point  V  et  que  les 
autres  demeurent  tangents  à  des  sphères  de  centre  V 
dont  les  rayons  varient,  en  général,  avec  V index. 

Ce  qui  nous  donne  la  {propriété  caractéristique  qu« 
nous  cherchions. 

Remarquons  en  passant  (juc  A-  étant  constant,  les  dé- 


(  ^90  ) 
veloppantes  de  ces  courbes  rentrent  dans  la  catégorie  de 
celles  définies  par  l'équation 

A]  =  const. 

applicable  aux  courbes  ayant  les  liyperplans  normaux 
tangents  à  une  liypersphère. 

[F5ea] 
REMARQUE  SUR  L'IMERSfOX  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 


En  exécutant  l'inversion  de  l'intégrale 


_  r  dx 


il  est  facile  de  se  lieurter  à  un  cas  qui  semble,  au  pre- 
mier abord,   présenter  une  contradiction   inexplicable. 
Admettons,  avec  Halphen  ('),  que 


n-A-2  ' 


3 
nous  aurons  alors 

dz 


J  v/4-^- 


52-'  —  é'3 

donc 

g\  _  io8(i  — A:2+A*)3 

gl    -    (H-A-2)2(2-A'2)2(,-2A'2)2' 


(')  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.   20. 
(  =  )  Ibid.,  t.  I,  p.  60. 


(  -^o-  ) 

De  pareilles  formules  expriment  direclemenl  les  inva- 
riants ^2  et  ^3  on  fonction  du  module  A\ 


Si  maintenant  à  l'intégrale 


6' 

dx 


v/A-2a:*  — (i-+-A-2).r2-(-i 

nous  appliquons  les  formules  connues  de  l'inversion 
des  intégrales  elliptiques  et  si  nous  calculons,  conformé- 
ment à  ces  dernières,  les  invariants  ^o  ^^  §3^  nous  trou- 
verons 

^    _  ^  _  /:6— 33/.-^— 33/.-^  +  i 


^H        -/  (/c6_33A-i  — 33/.-2-M)2 

En  comparant  les  deux  résultats  obtenus,  nous  re- 
marquerons leur  parfaite  dissemblance.  Il  est  donc  in- 
dispensable de  trouver  un  lien  entre  ces  deux  résultats 
et  d'éclaircir  cette  contradiction  apparente.  Dans  ce  but, 
avant  de  calculer  les  invariants 

ffi     et     é'3, 

d'a[)rès  les  formules  d'inversion,  soumettons  l'argu- 
ment u  à  une  transformation  de  Landen.  Grâce  à  ce 
procédé,  le  module  A  sera  remplacé,  comme  on  le  sait, 
par 

.  /z- 

et  nous  aurons 

dy 


"^^fVîT 


Maintenant  si  nous  faisons 
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nous  obtiendrons 


u  = 


/4^3_G2^-G; 


^'   -  G2=  |(i-e2+e4), 


(n-/f)>^       3 

^'        G3=-4;(i  +  ^')(2-e2;(i— le^), 


d'( 


G|  Jo8(i  — e^-t-git) 


ou,  en  introduisant  dans  cette  formule  la  valeur 
nous  aurons 


^=  — T' 

I  -t- A 


G|  _      ■27(A»+  I4A-2-4-I)» 
G|  ~  (A-6— 33/c^  — 33A-2-M)2' 

Ainsi  le  lien  entre  les  deux  résultats  est  établi ,  et  la 
transformation  de  Landen  trouve  sa  source  dans  la  na- 
ture même  des  intégrales  elliptiques. 

[05b] 

SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  L'ÉQUATIOX  DIFFÉRENTIELLE 
DES  LIGNES  GÉODÉSIQUES  DTNE  SURFACE; 

Par   m.   l'abbé   ISSALY. 


De  nos  recherches  antérieures  relatives  aux  lignes 
remarquables  qu'on  peut  tracer,  soit  sur  les  surfaces, 
soit  sur  les  pseudo-surfaces  ('  ),  il  résulte  que,  dans  les 
deux  cas,  l'équation  notamment  des  lignes  géodésiques 
peut  s'écrire  ainsi  : 

(  I  )  do  -{-  r  ds  -\-  /■'  ds'  =  o, 

(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1897. 
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les  arcs  ds,  cls'  désignant  les  projections  (obliques)  de 
l'arc  élémentaire  dS  de  la  ligne  considérée  (S),  sur  les 
arêtes  MX,  MY  du  trièdre  birectangle  mobile  MXYZ, 
supposé  d'angle  <I>,  et  o  représentant  l'inclinaison  des 
deux  arcs  ds,  f/S,  l'un  sur  l'autre. 

Comme  il  ne  sera  question,  dans  ce  qui  doit  suivre, 
que  de  géodésiques  appartenant  à  des  surfaces,  nous 
mettrons  immédiatement  l'équation  (i)  sous  la  forme 
appropriée 

(i')  d'^ -h  Ar  du -i- iV r' du'=  o, 

et  notre  but  principal  sera  d'obtenir  les  expressions 
vraies  de  /■,  ;•',  d'^,  en  fonction  de  A,  A',  <I>  et  des  dé- 
rivées partielles  de  ces  quantités,  par  rapport  aux  va- 
riables w,  u',  fonctions  elles-mêmes  (si  l'on  veut)  d'une 
troisième  variable,  f,  par  exemple.  Pour  plus  de  faci- 
lité dans  cette  recherclie,  nous  distinguerons  le  cas  où  ^ 
est  constant  d'avec  celui  où  il  est  variable. 

I.  Premier  cas  :  L! angle  <ï>  est  constant.  —  Et  d'a- 
bord l'expression  des  coefticients  A  r,  A'/'  nous  est 
fournie  par  notre  précédente  Note  {Nouvelles  Annales, 
1900,  p.  49)1  d'après  laquelle,  toutes  compensations 
d'erreurs  préalablement  écartées,  on  a,  eu  égard  aux 
hypothèses  n  =  /•,  n'  =  /•', 

l  Ar    =— — -^ — r     T"^ —  cos«I>    , 

1  A  sin^l»  \du         du  ) 

Ar= -— ;COS*    • 

\  A  sin  <1>  \  ùu        du  I 

Il  ne  reste  donc  qu'à  évaluer  <f'^. 

Pour  y  parvenir,  nous  i appelons  qu'en  faisant 
MM'=c/S,  le  triangle   infinitésimal  M[J.M'donne 

S.  du  _  S!  du'  _     dS 
si  no'  sino         siri'l» 
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conjointement  avec 

(4)  *  =  ?  +  ?', 
et 

(5)  dS"^  =  X^du^-  -4-  A'^du'^  +  2AA'  cos<P  dudu'. 
De  là  on  tire 

(  d{A  du  )  s\n<i>  =:  d^S  sincp'  -f-  dS  df'  coscp', 


(6) 


{  dl  X'  du')  sinfï>  =  c/- S  sincp  +  dS  d'^  coscp. 


Éliminant  d-S  et   observant  que,    par   supposition, 
do'  =  —  t/'i),  il  vient,  en  tenant  compte  de  (3), 


s  i  11  4*  r 

do  =  — -^-    A  A'  (  du  d^  u'  —  du'  d^  u  ) 
db'   l        ^  ' 


(7) 


\      du  ou  I 

l .  dX'        .,  àA\    .      ,  ,1 
+    A  T— 7  —  A  — ^  )  du  du^    . 
\     ou  ou /  J 


Ceci  posé,  remontons  à  l'équation  (i).  Si  l'on  y  sub- 
stitue les  valeurs  (2),  (5)  et  (7),  on  en  déduira,  pour 
la  solution  du  cas  restreint  qui  nous  occupe,  l'équation 
différentielle  du  second  ordre  suivante  : 

(dud'u' —  du' d-u)  s\n^^ 
A   I  dA       dA' 


A'2  V  Ou 


du 


cos<i>  1  du^ 


[( 


I    à  A         2    dA'\    .   „^ 
A  ou         A    du 


(8) 


3 

\\A'   du' 

3 

-^A 

A'  fdA' 


7  (  -^ ^  cos*  )  cos*    du'^  du' 

\du         du  /  J 

)A'  i  dA\  .  „^ 
-— ,  —  —  — -7  )sin2* 
ùu         A  du  / 

fdA'        à  A  \         .1    ,      ,   „ 

7  ( r— 7  cos  «î>  I  cos  <P    du  du  - 

\  du         du  /  J 


r)A 


.     , ,  co?  *  )  du'-\ 

A-  \  du         Ou 


(  •^9^>  ) 

Celle  équation,  dont  nous  garantissons  l'exactitude, 
est,  comme  on  devait  s'y  attendre,  parfaitement  symé- 
trique en  u,  m',  a,  A'. 

lîien  qu'elle  tire  sa  simplicité  (relative)  de  ce  fait  que 
sin<I>  et  cos<I>  s'y  trouvent  mis  tous  deux  en  évidence, 
il  sera  toutefois  loisible  d'éliminer,  dans  certaines  appli- 
cations, ces  deux  lignes  trigonométriques  à  l'aide  des 
relations  usuelles 

(q)  cos*  =  -— r-,>  sin  *  =  -r--7  v^^-^  A'^  —  B"-. 

•'^  AA  AA 

Pas  ne  sera  besoin,  à  coup  sur,  de  cette  substitution, 
si  l'on  veut  envisager  le  cas  particulier,  mais  très  im- 
portant, où  l'angle  <ï>  des  coordonnées  est  droit.  On  a 
alors,  en  ellet,  aussitôt 

du  cl-  Il  —  du'  d'^  u 

A    à\    ,  ^       /fd\         1    d\'\    ,  ,  ,  , 
A  2  Ou'  \A  au        A    du  / 

\A     au         A   Ou  I 

Mettons  nos  résultats  à  l'épreuve  à  l'aide  de  cette 
dernière  forme,  et  choisissons  pour  cela  l'hélicoïde 
gauche,  représenté  par  le  système 

a:o  =  ,ocosO,        jo=psinO,         x;o=aO. 
On  s'assurera  avant  tout  qu'avec  ces  données, 
A  =  /p2-Hrt%        A'  =  I ,        *  =  -  , 

et  que  dès  lors  c'est  bien  la  formule  (8')  qui  est  directe- 
ment en  cause.  Posant  u  :=  0,  u! ^  p  et  adoptant  0  pour 
variable  indépendante,  ce  qui  implique  d'-u  z=  (Y-0  =  o, 
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on  trouvera  pour  équation  des  lignes  géodésiques  de  la 
surface  proposée 

équation  exacte  dont  l'intégration,  on  le  sait,  est  pos- 
sible. 

Comme  transition  avec  le  cas  où  l'angle  $  varie,  il 
est  à  propos  de  remarquer  qu'en  dillérenliant,  dans 
cette  seconde  hypothèse,  la  valeur  (9)  de  cos<I>,  par 
rapport  à  u,  par  exemple,  on  en  déduit 

AA  -T—sin*  = ; h  cos*(  A  -r h  A  —— 

ou  ou  \      ou  ou 


ou  bien 

—  v/A2  A'2  -  B"2  = +B"(-  —  +--  -—  l 

du  au  \A  au         A     au  ) 


Donc,  pour  exprimer,  avec  le  nouveau  paramètre  B", 
que  $  ^=.  const.,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  poser  la 
condition 

ùu  \A  Ou        A'    Ou 

La  deuxième  variable  conduirait  évidemment  au 
même  résultat  en  11! . 

II.  Deuxiîime  cas  :  L'ange^  est  variable.  —  L'équa- 
tion des  lignes  géodésiques  admet  alors,  tant  pour  les 
pseudo-surfaces  que  pour  les  surfaces,  la  double  forme 
que  voici  : 

(   do  -i-  r  ds  -I-  /■'  ds'  =  o, 
(   do  —  n  ds  —  n  as  =^  o, 

formes  équivalentes,  dans  la  seconde  desquelles, 

,    ,  M'  ,        .      d<i> 

(11)  n  =  r -{----,  n  =  r -{-—-,  » 

os  os 
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Je  (lis  c'Cjuivalcntes,  car,  par  acldilion,   ou  eu  déduit 
l'ideutité 

do  -h  do'  =  c?<l»  =  -—  ds  -\ ,-  ds'. 

'  ■  os  Os 

Dans  le  cas  spécial  des  surfaces,  il  y  a  lieu  de  luellre 
le  système  (lo)  sous  la  forme  particulière 

(  do  -+-  A/'  du  -^  A'/-'  du'  =  o, 
(10  ) 

r  do'  —  A  n  du  —  A'  n'  du'  =  o, 

avec 

.     ,,  i  à<P  ,        ,        I    ()<^ 

(il)  n  =  r  -i- -.  n  =  r  -h-  -n  - — r  • 

X  Ou  A    du 

Bien  plus,  comme  il  importe  de  diriger  dès  à  présent 
les  nouveaux  calculs  de  façon  à  leur  donner  toute  la 
symétrie  possible,  c'est  par  l'équation  combinée 

( 1 2  )        do  —  do'  H-  A  (  /i  -+-  /- )  du  -i-  A'(  n  -^  r' )  du'  =  o, 

qu'il  convient  de  remplacer  le  système  (lo'). 

Cela  étant,  d'après  la  Note  déjà  citée,  nous  avons 

,  d^  1        (ÔX        Ok'        _.\ 

A/i   =A/--H--=  —  -T-7—. — r     — ;  —  cos*    , 

ou  A  sin*  \0u         du  I  ' 

'    .,   ,       ,     ,      c)*                  I         /dM       àk  \ 

A  r  =  An -—,  =       -r — -. — -  ( — ,  cos <ï>  )  ; 


du'  A  sin*  \  du        du 

d'où  l'on  tire  aisément 

l  A  (n  -î-  r)  = ^ -7-^-^ — -  I  -— ; r—  cos* 

\  du        A  siii  <l'  V  au         du 

(•4)  < 

f    A  (/l'-t-/-  )  =  — -,  —  ■  (  -r -r— ,   COS*      . 

\  c^«        Asin4>\<;a        ou  / 

Il    n'y    a    donc    plus    qu'à    connaître    la    différence 

A  cet  elfet,  nous  ferons  observer  que  les  formules  ini- 
tiales (3),  (4)  et  (5)  restent  les  mêmes,  que  <I>  soit  con- 
stant ou  non.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  du  système  (G), 
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car,  dans  ce  second  cas,  il  devient 

f  d{k  du)  sini^ -\- {X  du)  cos'h  d^ 

.  \       =  cJî  S  sin  o'  -1-  dS  cos  o'  d(p' , 

('5)  \ 

d(X'  du')  sin*  +  (AV/k')cos*  d<p 


=  d'-S  sin  CD  -f-  dS  cosiy  d'.o. 

Eliminant  à  nouveau  d'-S  et  remplaçant  dans  l'équa- 
tion résultante,  une  première  fois,  <t^'^'  par  t?4>  —  <i'^  ; 
une  deuxième  fois,  df  par  d^  —  <icp',  on  obtient,  de  la 
sorte,  deux  équations  qui,  combinées  entre  elles,  four- 
nissent la  différence  cherchée,  savoir 

/  2  sin  <!'  r 

'   do  —  df'  =      "  A  A.'  (  du  d^'  u'  —  du  d-  u  ) 


i 


OU  (tu 


'■''';  /.  <>A'    ..ciA 


\      ou  du  /  J 

/  (9*  c)<I>  \ 

(  Â'2  du'^  —  A2  du-  )  (  — —  du  -h  -—-,  du'  ] 

\àu  ou  j 


Ce  point  acquis,  si  Ton  compare  cette  dernière  expres- 
sion avec  la  formule  similaire  (7),  on  reconnaîtra  aus- 
sitôt que  la  substitution,  actuellement  à  faire,  des  va- 
leurs (5),  (i4)  et  (16)  dans  l'équation  (12),  donnera 
nécessairement  lieu  à  des  calculs  de  réduction  (en  ma- 
jeure partie)  identiques  à  ceux  qui  ont  été  exécutés  dans 
le  premier  cas,  si  bien  qu'abstraction  faite  du  facteur  2 
(destiné  d'ailleurs  à  disparaître  à  la  fin  des  opérations) 
les  seuls  nouveaux  termes  à  considérer  sont  ceux  qui 

renferment  les   dérivées  partielles   t— »    -r—,-    Or  il    se 

^  ou      ou 

trouve  que  ces  termes  se  réduisent  à  quatre,  constituant 
la  somme  suivante 

A-  t)*  .  ^  ,  ,  ^<ï>  .  ^  ^  ,  „  7  , 
-7-7  - —  sm<ï'  au^  -f-  - —  sin  t^  cos<p  du-  du 
A    ou  ou 

d^  A'  rM> 

r— ;  sin<I>  cos*  du  du"'^ —  — -,  du'^, 

du  A   du 
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et  que  tout  se   réduit,  par  suite,  à  les  répartir,  un  par 
un,    dans    chacun    des   quatre   coefficieuts    du    second 
membre  de  (8). 

Moyennant  ces  indications,  il  nous  parait  superflu 
d'écrire  in  extenso  la  formule  relative  à  ce  second  cas. 
Disons  seulement  qu'en  vertu  de  ce  qui  précède,  elle  ne 
le  cédera  pas  en  sjmélrie  à  celle  du  premier. 

Que  s'il  devenait  utile  d'y  remplacer  <I>  par  le  para- 
mètre B",  il  suffirait  d'adjoindre  aux  relations  (9) 
celles-ci 

ou  ou  \X     du        A   ou 


d^ 
àH 


ou  \A    ou         A    Ou  / 


dont  la  première  a  été  signalée  déjà  dès  le  premier  cas. 

Nous  terminerons  notre  travail  par  la  remarque  sui- 
vante : 

Si  le  développement  de  l'équation  dillerentielle  des 
lignes  géodésiques  constitue  un  polynôme  d'une  étendue 
peu  commune,  par  contre,  l'équation  elle-même  de  ces 
lignes  peut  être  condensée  dans  une  formule  très  simple. 

En  effet,  en  développant  dans  (10)  ou  (10')  les  diUé- 
rentielles  totales  do  et  do',  on  déduira  sans  peine  de 
l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes,  joints  aux  relations  (3), 

\     â'si     .  I    O'Si'     .       ,  . 

-77  — -,  sino — —  sino  -+-  n  sin-j  -+-  r  sino  =  o. 

A    Ou  '        .\    Ou         '  ' 

Substituant  à  n  et  à  /'  leurs  valeurs  (i3),  il  vient 

O/^L  ,   Oo     .  OV  ,       ^  ào'    .      , 

-7—,  COS9  —  A  --4  sin  o  =  - —  coscs  —  A  — !-  siiio  , 
ou  '  Ou  Ou  '  du         ' 

OU,  plus  simplement, 

(17)  -— ,  (A  cos'i)  =  -5- (A'cosœ'). 

Ou  'Ou  ' 


(   4oo   ) 

Telle  est,  sous  sa  forme,  on  peut  le  dire,  la  plus 
simple,  l'équation  des  lignes  géodésiques  d'une  surface 
donnée.  Son  interprétation  est  facile. 

On  a  effectivement,  dans  tous  les  cas, 

dS  =  ds  cas  f -\- ds' coso',    ■ 

et  pour  les  surfaces,  en  particulier, 

dS  =  X  coscp  du  -1-  A'  cosç'  du'. 

Or  si  l'on  écrit  la  condition  d'intégrabilité  de  cette 
valeur  de  <^S,  on  retombera  précisément  sur  l'équa- 
tion (17). 


[MMc] 


SUR  LES  SURFACES  DU  QUATRIÈME  ORDRE 
OUI  mi  DEUX  DROITES  DOUBLES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


4.  L'étude  des  quartiques  binodales  offre  un  intérêt 
spécial,  en  raison  de  ce  fait  que,  si  les  deux  points  nodaux 
A  et  B  sont  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  cartésiens 
Ox  et  Oj.,  l'équation  de  la  qnartique  est  la  relation 
doublement  quadratique  la  plus  générale  entre  deux 
variables  x  et  y,  soit 


y^{ax^-\-  ibx  -\-  c) 


iy  {a'x^  -1-  1  h'x  +  c'  ) 

(  a"  x2  4-  ib" X  -\-  c"  )  =  o  ; 


nous  nous  placerons  dans  ce  dernier  cas.  De  chaque 
point  nodal  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  couibe; 


(  4oi  ) 

«oieuL  Ti,  a^i,  X;),  x-,  les  abscisses  des  taiigfiilcs  paral- 
lèles à  Oy,  cty, ,  j  2?  J)  35  J  '•  ^^^  oidouiiées  des  langenles 
parallèles  à  0.r  :  les  indices  des  ^'  étanl  mis  couvena- 
bleineiil,  on  sait  que  les  deux  rapporls  anharnioniqnes 
(x,,  T2,X3,  Xi)  et  (j)'i,  J  21  .''3. /i )  sont  égaux;  on  le 
dénionlic  en  rendant  la  relation  symétrique  en  a:  et  j^ 
pai'  une  substitution  l»ornogiaplu(]ue  elTectuée  sur  l'une 
d(;s  variables  (  trois  conditions,  trois  paramètres),  ou  en 
supp«jsant  que,  an  moyen  de  substitutions  houiogra- 
pliiques  elFectuées  sur  chaque  variable,  zéro  et  l'infini 
sont  devenus  critiques  pour  x  et  aussi  pour  r,  ce  cpii 
réduit  la  relation  à  la  forme  sim[)le 

ou,  moins  simplement,  [)ar  un  calcul  (|ue  l'on  trouve 
dans  le  TrtLif.c  des  courbes  planes  de  Salnion. 

Il  existe  généralement  soixante-cpiatre  systèmes  de 
coniques  quadruplement  tangentes  à  une  quartiqne  : 
l'un  de  ces  systèmes  est  d'ailleurs  illusoire,  comme 
étant  l'orme  de  droites  doubles.  Des  théorèmes  géné- 
raux donnés  par  M.  Humbert  pour  les  courbes  planes 
[Jouinni  de  Liuuviltc,  1886)  donnent,  pour  le  cas  d'une 
quartiqne  binotlale,  le  résultat  suivant  : 

A.  4  X  2-,  ou  plus  exactement  3  X  2-  H-  i  systèmes 
de  coniques  t[uadiuplenient  tangentes  à  la  courbe,  trois 
systènu'S  de  l'une  des  quatre  familles  étant  illusoires; 

B.  4  X  2  systèmes  de  coniques  passant  par  le  point 
iiodal  sur  Ox  et  triplement  tangentes  à  la  courbe, 
4X2  systèmes  analogues  pour  le  point  nodal  sur  Oy\ 

C.  4  X  I  systèmes  de  coniques  passant  par  les  deux 
points  nodaux  ci  doublement  tangentes  à  la  courbe. 
Chaque  système  B  compte  pour  deux,  chaque  système  C 
compte  pour  (juatre,  et  l'on  retrouve  1(!S  soixante-cpiatre 
systèmes.  \  oici  ([uelqnes  détails  sur  ces  systèmes. 

Aiui.  de    )/<it/u/>itit.,^'  Mhic,  I.  MX.  ( Spptf nibrc  (((oo.)       'îG 


(  ioa  ) 
A.  Le  syslèiuc  pailiculier  de  coniques  quadruplemtMit 
taiigeiiles  à  la  quarliqiio  est  celui  qui  contient  la  droite 
double  AB,  A  et  B  éiant  les  points  doubles  de  la  courbe  ; 
ou  l'obtient  en  mettant  l'équation  de  la  quartique  sous 
la  forme 

(a)  {<-<-^y  +  ((■'  ^  +  ^y)' — u  =  '^1 

U  étant  le  preaiier  lueuibre  de  l'équation  d'inie  conique, 
de  soite  que  la  quartique  est  l'eiivelojjpe  des   coniques 

(  a'  )  X -  U  -4-  2  À  (  a xy  -h  a' x  -i-  by  )  +  i  =  o  ; 

les  eoni(iues  de  ce  svsième  jouissent  d'une  propriété 
remarquable  {^Bnlielin  da  la  Société  nialhématique  de 
France,  t.  XXV,  p.  265):  la  correspondance  entre  nna 
tangente  à  la  conique  et  un  point  de  la  quai  tique  situé 
sur  cette  tangente,  correspondance  d'espèce  (2,  4),  se 
décompose  en  deux  correspondances  (i,  2). 

Les  autres  s^'stèmes  s'obtiennent  eti  mettant  l'équa- 
tion de  la  quartif|ue  sous  la  forme 

\  --  {x^-  +  ipx  -i-  q)  {y^-  +  -xp'y  -^-  q')  =  o, 

ce  qui  est  possible  de  douze  façons;  les  racines  du  tri- 
nome  en  X  sont,  par  exemple,  ^,  et  0:2,  ou  x-^  et  x^,  au 
sens  déj-à  mentionné,  et  celles  du  trinôme  en  y  peuvent 
être  alors  j^i  etjK2j  ouj^3  ety..,  :  on  s'en  assure  aisément 
en  supposant  que,  par  des  substitutions  homograpbiques, 
on  réduise  le  produit  des  deux  trinômes  à  être  /{xy^ 
connue  on  l'a  dit  plus  liaut;  on  a  donc  trois  familles  de 
quatre  solutions;  la  quartique  est  alois  l'enveloppe  des 
conifjues 

(   l'^{x''--^  -xpx  -V-  q)  -\-  'x\{fxy  -\^  gx  -+-  hy  -+-  k) 

(  -^{y'^-\- ■i.p'y -\- q' —  o. 


(  1o3  ) 
M.    On    |)eiil  iiiotirr   r('(|uali()ii  de  la  coiiilx'   sous    la 
forme 

cL  li's  rcIalioMS  qui  doiinciil  linalt.-iueiil  x,,  À  cl  ul  sont 
tic  la  forme 

(À  -f-  a^i  )2=  'f  (r,),         (.u  +  rt'^i  )2=  '^(j?,), 

lorsqu'on  a  choisi  X(,  qui  est  l'abscisse  d'une  tangente 
parallèle  à  Oy,  on  voit  que  l'on  a  deux  solutions  pour  À 
et  ij.;  on  a  Jonc  4X2  solutions;  la  (juartique  est  alors 
l'enveloppe  des  coniques 

)  -h9.l(axy  -+-  a' X  -^  ?^^K -f-  \}.)  -i-  {x  —  x^)  =  o, 

et  ces  coniques  passent  par  le  point  nodal  à  l'infini 
surOo*.  On  a  de  niônie  les  systèmes  de  conicjues  passant 
par  le  point  nodal  sur  O.r. 

C.  L'équation  (a)  de  la  (juarticjue,  quand  on  décom- 
pose chaque  trinôme  en  deux  facteurs,  montre  qu'elle 
est  encore  l'enveloppe  des  conicjues 

I  -^(x  —  x.2)(y—y,_)  =  o, 

l('s(juelles  passent  par  les  deux  points  nodaux.  Ce  sys- 
tème de  coniques  comprend  quatre  eoni(jues  évanouis- 
santes (x  —  Xi){y — yj)  =  o,  les  valeurs  d»;  /  et  /  étant 
(i,  i),  (2,  2),  (3,  3),  (4,  4);  O"  sait  que  les  points 
doubles  de  ces  quatre  coniques  évanouissantes  sont  sut- 
une  conique  passant  par  les  points  doubles  de  la  (luai- 
tique.  Le  rapport  anharmouique  7(1,  2,3,4)  pouvant 
encore  s'écrire  r( 2,  i,  j,  .>),  r(3,  4,  1,  2),  r('î.  '»,  •>,  1  i. 


{  4o4  ) 

il  existe  quatre  systèmes  de  coniques  passant  par  les 
jioints  uodaux  de  la  quartique  et  doublement  tangentes 
à  la  courbe;  pour  le  second,  par  exemple,  les  valeurs 
de  i  ety  sont  (i,  2),  (2,  1),  (3,  4),  (4,  3). 


II. 


L'application  suivante  des  considérations  qui  pré- 
cèdent a  été  inspirée  par  une  Noie  de  M.  Raoul  Bricard, 
parue  au  Bulletin  de  la  Société  inathéinatiijue  de 
France,  t.  XXV,  p.  180. 

2.  Soit  S  une  surface  du  quatrième  ordre  avant  deux 
droites  doubles  AB,  CD  ;  tout  plan  m  qui  passe  par  CD 
coupe  la  surface  suivant  deux  droites  qui  se  coupent 
eu  iM  sur  A13,  et  la  surface  est  une  surface  réglée  (qua- 
trième ordre,  quatrième  classe);  dans  la  classification 
des  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre,  donnée  par 
Cayley,  ces  surfaces  forment  la  première  espèce  ;  on 
n'a  d'ailleurs  pas  à  supposer  que  la  surface  est  réglée, 
si  l'on  suppose  qu'elle  a  deux  droites  doubles,  celte  der- 
nière hypothèse  entraînant  la  première.  Pour  chacune 
des  génératrices  G  ou  MN,  on  a  relativement  à  AB  un 
point  d'appui  M  et  un  plan  d'angle  /z,  relativement  à  CD 
vui  point  d'appui  X  et  un  plan  d'angle  ni;  on  peut  dési- 
gner la  droite  par  l'une  quelconque  des  notations  (M,  N), 
(m,  7^),  (M,  7i),  («/,  N),  la  notation  (M,  Ji)  par  exemple 
se  rapportant  surtout  à  l'arête  AB;  nous  attacherons 
aux  deux  systèmes  (JM,  m)  et  (N,  n)  deux  paramètres  a 
et  p  ayant  avec  eux  une  corresjiondance  univoque.  Les 
deux  paramètres  a  et  [i  sont  liés  par  une  correspondance 
doublement  quadratique;  avec  un  tétraèdre  de  réfé- 
rence ABCD,  dont  deux  arêtes  opposées  sont  dirigées 


(   1o5  ) 
suivant  les  deux  droites  donuées,  on  peut  éerire 

1  |32(aa2-t-26a    -+-  c) 

(i)  I  -h  2p(a'a2-f- ai'a  -t-c') 

(   -+-        (  a"  X- -^  ï  b"  OL -T- c"  )  ^=  o , 

et  l'équation  de  la  surface  est 

f  z-  ( ax-   -H  2 bxy    ->-  cy'^  ) 

(S)  (   -^  ?.zt  {a  T' -k- ib' xy  -^  c  y-) 

'   -T-       <2(<3[''a;2_,_  aô'Vr -T- c"j>'')  =  o; 

on  trouve  celte  équation  au  Chapitre  X\I  du  Traité  de 
Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  de  Salinon. 
On  aurait  Téquation  tangentielle  en  regardant  la 
droite  MiN  comme  la  droite  qui  joint  les  deiiK  points 
t'  =  —  aw,  r  =  —  ^w,  ce  qui  conduit  à  i-enq>lacer  dans 
l'équation  ponctuelle  x  et  y  par  c  et  —  «,  z  et  t  par  r 
et  —  (T'. 

3.  Soient  ai,  a.j,  a,,  a-,  les  va!eui-s  critiques  de  a, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  cette  variable  qui  donnent 
pour  1^  deux  valeurs  égales;  il  existe  di;  même  quatre 
valeurs  critiques  de  J^,  et,  en  mettant  convenablement 
les  indices  des  (3  critiques,  les  deux  rapports  anharmo- 
niques  (a,,  y.^-,  «n,  a,)  et  (^,,  [B^,  t^si  1^0  sont  égaux. 
Les  deux  plans  tangents  n  et  n'  à  la  surface  S  en  un 
point  M  de  AB'  étant  déterminés  par  les  deux  généra- 
trices (M,  N)  et  (M,jN'),  les  deux  points  de  contact  N 
et  N'  d'un  plan  m  passant  par  CD  étant  déterminés  par 
les  deux  génératrices  (m,  ?i)cl(m,  n'),  les  ((iialre  points 
critiques  M,,  Mo,  M3,  M-,  sont  des  points  pinces  de  la 
surface,  les  quatre  plans  /??,,  m^-,  w^,,  m^  qui  passent  par 
ces  points  sont  des  plans  pinces;  on  a  de  même  quatre 
points  pinces  JN^  sur  CD,  qualie  [)lans  pinces  n'^  passant 


(  4oti  ) 

par  AB,  racccnt  iiidijjuant  que  les  points  M|  el  ]N',  ne 
coir(;.spoiident  pas  à  une  même  génératrice. 

4.  D'après  ce  que  l'on  a  vu  au  §  I,  la  iclation  (i)  peut 
se  mettre  de  douze  façons  sous  la  forme  (a)  dans  lacpielle 
on  remplace  x  et  y  par  a  et  ^  5  l'équation  de  la  surface  S 
peut  donc  se  mettre  de  douze  manières  sous  la  forme 

(  A-  -^  g-rt  -+-hyz^  ky  t  )2 

—  {x'^-v-  -ipTy  -\-  qy''-)  {z^-T-ip'zt  -h  q'i-)  =  o; 

pour  chacutic  de  ces  douze  façons,  la  surface  S  est  en- 
veloppe de  qundriijues  ayant  pour  équation  générale 

À  -  (  .r'-=  -^^  ipxy  -\-  qy^  ) 

+  2  l{fxz  -i-s-xf-^  hyz  ^kyt)-^^z^^  ip'z  t  +  q-f^ )  =  o  ; 

on.  aurait  l'équation  tangeutielle  des  quadriques  d'un 
autre  système  en  remplaçant  x  et  y  par  v  et  —  u,  z  et  t 
pai"  /•  et  —  w.  Les  quadriques  d'un  syslème  coupent  AB 
et  CD  en  des  points  iixes,  points  pinces  de;  Ja  surface, 
qui  seront,  par  exemple,  iM| ,  .Mo,  IN',,  ]N!,,  et  sont  tan- 
gentes à  quatre  plans  [u'ncés  qui  sont,  dans  l'Iiypotlièse 
que  l'on  vient  de  faire,  m^,  irij^,  n'^,  n\-^  cela  constitue 
d'ailleurs  sept  conditions,  et  non  huit,  en  raison  de  l'éga- 
lité des  rapports  anharmoniques  (iM,,M2,  ÎM3,  JM4)  et 
(IN', ,  N',,  JN'y,  N';  ).  Les  quatre  générati'ices  1M,A,,  iM2N2, 
N',  INI,,  N^M!,  de  la  surlace  S  sont  à  la  quadiique 

fxz  -\-  ff  X  t  -^  hyz  -i-  ky  t  =  o, 
et  Ton  a 

(m,,m,,m;,m;)==(n.,No,  n;,n;,). 

Les  quadriques  considérées  ont  d'ailleurs  huit  points 
communs;  en  les  rapportant  au  tétraèdre  IMj  MoiN,  N'^, 
ce  qui  donne  hnir  équation  sous  la  forme  simple 

À2.r>'  -+-  Kfxz  -+-  ,srxt  M-  hyz  -f-  kyt)-\-  zt  —  o. 


(  4o7  ) 
et  en  coupant  par  la  droite  j^  =  ^if^  ~f~  â^^  =  ^i  on  voit 
qu'elles  sont  tangentes  en  iM,  à  cette  droite  qui  est  la 
génératrice  M(  IN,  ;  elles  sont  de  même  tangentes  en  Ma 
à  la  génératrice  MoIVo,  en  N',  à  la  généialrice  IN',  M',,  ...  ; 
ce  fait  iésult(î  directenaent  de  ce  que  les  quadriques  sont 
tangentes  à  toutes  les  droites  MN.  Corrélativement,  ces 
quadriques  sont  tang(Miles  au  plan  ///;,  en  un  point  de  la 
droite  lixe  (a/Zu,//.,),  — 

5.  Aux  conicjnes  (c')  du§  l  correspondraient  des  qua- 
driques passant  par  Aiî  et  CD  et  se  raccoidant  avec  la 
surface  $  le  long  de  deux  génératrices;  on  aurait  quatre 
systèmes  de  telles  quadriques.  Le  rattachement  de  ces 
quadriques  à  celles  déjà  obtenues  est  une  conséquence 
du  fail  suivant  :  Une  surface  du  quatrième  ordre  dont 
l'équation  peut  prendre  la  forme 

S- —  _i  a^Y^  =  o. 

où  a,  [j,  V,  0  sont  linéaires  en  x,  y,  z-,  t,  est,  de  trois 
manières  dillerentes,  enveloppe  de  quadriques. 


IIJ. 


Ce  qui  suit  est  emprunté  à  la  Aote  de  M.  LJricard  rap- 
pelée plus  haut,  et  à  une  Communication  orale  par  la- 
quelle ce  géouiètre  a  conqîlété  cette  jNole  (  piin  1899). 

G.  Les  quartiques  binodales  qui  ont  pour  points 
doubles  deux  points  dounés  A  et  B,  et  qui  passent  par 
sept  points  donnas, ont  un  huilièiue  point  commun:  elU's 
dépendent  en  (îllèt  d'un  seul  paramètre  (i  j  —  ()  —  y  =  i), 
de  sorte  que  leur  équation  générale  est  S  +  XS'=  o.  On 
oeut  dire  : 


(  4o8  ) 

1°  Une  relation  doublejnenl.  (iiuuirai'ique  est  déler- 
ininée  pn/'  Jniit  solutions  ; 

a°  Les  relations  doublement  (juad/atir/ues ,  en 
nombre  infini,  qui  admettent  sept  solutions  données, 
ont  une  huitième  solution  commune. 

7.  Si  l'on  considère  les  droites  G  qui  rencontrent 
deux  droites  données  AR,  CD,  et  sont  tangentes  à  une 
c[uadrique  donnée  Qo?  ^^^  points  d'appui  INI  et  N  sont 
liés  par  une  correspondance  doubhînient  quadratique. 
On  a  d'abord  ceci  : 

i  "  Les  quadriques  Q  ijui  sont  tangentes  à  huit  droites 
rencontrant  deux  droites  données  sont  aussi  tangentes 
à  une  infinité  d'autres  droites  rencontrant  les  deux 
droites  données  ; 

9.°  Les  quadriques  Q  qui  sont  tangentes  à  sept  droites 
rencontrant  deux  droites  données  sont  tangentes  à  une 
huitième  droite  rencontrant  les  deux  droites  données. 

Ces  théoièuies  de  M.  Brieard  sont  analogues  à  des 
théorèmes  bien   connus  qui  ont  été  donnés  par  Lamé. 

8.  L'auteur  obtient  ainsi ,  en  partant  de  la  qua- 
drique  Qo-  It^s  droites  obtenues  an  n"  2  comme  généra- 
trices du  ne  surface  du  quatrième  orcb'e  avant  deux 
droites  doubles,  et  les  quadriques  Q  tangentes  à  ces 
tb'oites;  il  montre  d'ailleurs,  au  moyen  des  lonctions 
elliptiques,  que  la  surface  S,  lieu  des  droites  G  et  enve- 
loppe des  quadriques  Q,  est  du  cpiatrième  ordre.  11  ne 
signale  pas  l'existence  des  douze  systèmes  de  qua- 
driques Q,  mais  les  considérations  par  lesquelles  il  éta- 
blit le  théorème  concernant  une  qnadrique,  cpxi  termine 
la  Note,  donnent  immédiatement  ces  douze  systèmes  5  les 
points  d'appui  M,  qui  sont  critiques  sur  AB,  sont  d'une 


(  1o|,  ) 
[)ail  \vs  deux  poiiils  (.riiilcrseclion  de  AB  cl  d(;  Qo. 
d'autre  pari,  les  deux  points  où  AB  est  rencontrée  par 
les  plans  tangents  à  Qo  iiiencs  par  CD  ;  ou  obtient  de 
même  les  points  d'appui  critiques  sur  CD-,  dès  lors,  les 
quadriqucs  Q  d'un  système  passent  par  exemple  par  les 
points  critiques  lM,,  Mo,  jN',  ,  N!,,  et  sont  tangentes  aux 
quatre  plans  critiques  in^,  m,,  //'.,,  n  .^  ;  il  v  aurait  seule- 
ment à  montrer  que  le  groupement  des  éltmenls  cri- 
tiques est  réglé  par  une  égalité  de  rapports  anharmo- 
niqui's,  ce  qui  est  d'ailleurs  facile.  Le  fait  que  les 
qiiadriques  du  système  considéré  sont  tangentes  en  M|, 
Mo,  ^',,  No  aux  droites  M,  iV,,  MjNo,  IN',  M',,  N'^MJ,,  et 
Je  fait  corrélatif,  sont  ici  en  évidence. 


[K13a] 

SUR  \A  SIMPLIFICATIOX  DES  FOUMILES  D'WfiLES 
ET  DE  DISTWCES  M  GÉOMÉTUJE  DE  L'ESIMCE; 


Pau  m.  L.  RIPERT. 


Nous  supposons  connues  les  formules  métriques  rela- 
tives aux  éléments  du  premier  ordre  en  coordonnées 
obliques;  nous  nous  proposons  d'indiquer  un  moyen 
de  simplifier  leurs  formes  et,  par  suite,  d'en  faciliter 
l'application.  Nous  nous  abstiendrons  en  général  de  dé- 
monstrations, la  [)lupart  d'entre  elles  ne  diiîérant  pas, 
une  fois  les  notations  ado[)tées,  de  celles  tpii  sont  clas- 
sicpies. 

nKFI.M  riO.NS     KT     .\OT\TIO.\S. 

1.    Par  lapport  au  trièdrc;  coordonné 

OxyziyO  z  —  À,  zOx  —  ;z,  xOy  —  v). 


(  4-0  ) 

les  équations 


y-^  _^-'i 


a  b  c 

d'une  droilc  D  peuvcnl  s'écrire  sous  la  l'orme  dclriplée 

i  X{y,z)  =  cy~bz  —  (c'i-b'()  =  o, 

(D)  l  B(z,  x)  =  az  —  ex  —  («Y  —  ex)  =  o, 

\   C{x,y)  =bx  —  ay  —  {bn  —  a'^)  =  o. 

Ce  sont  les  équations  des  plans  projetant  D  sur  les 
trois  plans  coordonnés.  Deux  de  ces  équations  saut  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  délerniiner  D-,  mais  on  peut 
dire  aussi  que  D  est  représentée  par  les  trois  éf/nafions 
A=o,  B  =  o,  C  =  o,  étant  entendu  que  deux  (piel- 
conques  entraînent  la  troisième,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  qu'elles  sont  liées  par  la  relation 

Xa-\~Bb  +  Cc  =  a. 


Une  seconde  droite 


J-H 


a  b 


sera  représentée  de  même  par  les   trois  équations 
A'=  o,         B'=o,         G'=  o. 
Nous  prendrons  l'écjnatioii  d'un  plan  P  sons  la  forme 

P(x,y,  z)  —  ux  -h  vy  -{-  w  z  —  r  =  o, 

la    même  équation    accentuée  représentant  un    second 
plan  F,  .... 

2.  ]Nou5  désignons  la  fonction  sphéricpiepar  tl>(.r',j-,  s), 
son  discriminant  par  A  et  la  fonction  adjointe  par 
W{x,y^  z).  En  d'autres  ternu\s,  nons  posons 

'I>(a7.jK,  z)  =  x--{-y^-+-  z-  -[-7.yz  cosX-!-  'izx  cos  ;ji  -f-  ar/cosv, 

A  =  i  +  2  cos  À  cos[x  cosv  —  cos- À  —  COS-JJl  —  cos-v, 

W(x,y,  z)=  Z  X-  sin^X  -f^  22:j':;(cos  a  cosv  —  fr.<  )  v 


(  1"  ) 

On  sait  (jue,  Ojryz  élarii  un  vri  ilablo  liièJre,  A  est 
loii jouis  compris  entre  o  eL  i  ;  ou  peut  donc  poser 
A  =  siu-0;  siii0  est  dit  le  .sinus  du  Irii'dre  des  cour- 
données. 

A.NGLES    ET    PERPEA'niCUL\RITI%. 

3.  r.es  angles  de  deux  droilf's  (J),  1)'),  ou  de  deux 
plans  (P,  P'),  ou  d'une  di'oite  (D)etd'un  plan  (P),  sont 
respecliveinenl  donnés  par  les  formules 


(.)        cos(D,Fr)  =  ±     «'*;.-+- ^'' *^  4- c'*:, 


{i)         cos(r,  p'j  =  ± 

(3)  siii(D,  P)  =± 


1  v/<ï>(a,  6,  c)  *(a',  b',  c' ) 

'i.  \J^'{lL^  V,  W)^\U\  V' ,  W   ) 

(  au  -^  bv  -\-  cw  )  sin  0 
y/* (a,  6,  c)  ^ {Ui  V,  w) 


La  condition  de  perpendieulai  ilé  de;  (D,D')  ou  de 
(P,  P')  résulle  immédiatement  des  formules  (i)  et  (2). 
Les  conditions  de  perpcndicularilé  de  D  et  de  P,  beau- 
coup plus  faciles  à  déduire  des  formules  (1)  et  (2)(') 
que  de  la  fornuile  (3)  peuvent  s'écrire  indifTéremment 
sous  les  deux  formes 

^  '        u       v       w  T„      t;,      t,; 

Les  é(|iiations  de  direction  des  plans  P  per[)endicu- 
laires  à  D  et  des  droites  D  [)er[)endiculaires  à  P  sont  res- 
peclivenu,Mit 

(  3 )      '\>[, X  +  ^y,,y  ~<bl.z  =  o         et  :^-  =  ^-  =   ~- . 


(')  Ou  trouve  très  aiscinent  les  (leu\  formes  en  exprimant  que  : 
1°  une  droite  arbitraire  paralli'lc  à  P  est  perpendiculaire  à  D;  2°  un 
plan  arbitraire  \y,iVii\U\c  à  D  csl  pcrpriidirulairc  à  I*  {roir  au  n"0)' 


abc 


(  4.2  ) 

L'équation  du  plan  mené  par  D  perpendiculairement 
à  P  est 

(  6  )  A  ^r'„  +  B  ^r;,  -h  c  u\;,  =  o . 

4.  La  projection  orthogonale  (x^,  j'd,  Zd)  du  point 
(xi,  ji,  Zi)  sur  D  et  la  projection  orthogonale 
{xpiyp^  Zp)  du  même  point  sur  P  ont  respectivement 
leurs  coordonnées  données  par 

-y.)-v 

■2«ï>(a,  6,  c) 

/«\    ^p—^i  ^  j>— .ri  ^  -/^  — ^1  ^     P(-Ti,  Ki..^i\ 

La  projection  orthogonale  de  D  sur  P  résulte  de  la 
formule  (6). 

niSTAKCES. 

o.  La  distance  du  point  (.r, ,  r, ,  :;|)  au  plan  P  est 
(en  valeur  absolue) 

d'où  il  résulte  que  :  i"  le  volume  d'un  parallélépipède 
dont  a^  /?,  c  sont  trois  arêtes  contiguës  faisant  deux  à 
deux  les  angles  A,  a,  v,  est 

(lo)  V  —  abc  sin6; 

2"  la  distance  des  plans  parallèles 

/  W"  —  "  \ 

est 

{ /•  —  /•')sin  0 
(n)  App'  =  —=  1  ; 


(4i3) 

3"  la  plus  courte  dislance  de  deux  droites  D,  D'  est 

( , .,  )     A,„.  =  [L(a-^')  +  M(p-P')+N(7-^Y:)lline 

v/^r(L,  iVl,N) 
où 

L  —  bc' —  cb' ,  M  =  ca  —  ac',  N  =  ab' —  ba' . 

6.  Les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  D'  sont  [Ibrniule  ((i)] 

(13;    A Tl+  b  ^"m  -^  c  ^'\^  =  o,       A'  ir'i -^  H'  n-;,  ~  C  W^  =  o. 

7.  La  dislance  du  point  (x,,  n,  z^)  à  la  droite  D 
est  donnée  par  la  formule 


Déuiontrons  directement  cette  Ibrmule  de  forme  nou- 
velle : 

On  reconnaît  aisément  (')  cjue  les  coordonnées  [for- 
mule (7)]  de  la  projection  de  (X(,j  1,  ^,)  sur  D  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 

.T,/  —  x^      _     yu—yi  -,/  —  -!  I 


B <ï>;.  —  C'P'i,       C *;,  —  A  *';.       A  'i»;  -  B *;,       ■x<P{a,b,c) 
où  A,    B,   C    représentent    respectivement   A(v,,z,), 

La  distance  cherchée  de  (Xi,y,,  z,)  à  D  est 
c'est-à-dire 


^       a<l>(a,  6,c;\/       -^'zV(C'ï>:,-A«b;)(A<I>;  — B*;, 


)  cos  X , 


C)  A  cause  des  identilcs 

JC,  —  X 


«i:«l>;,(j7,— a)— (B'P^.  — C«I»J,)  *       ■2>P(a,0,c) 


(  4-4  ) 

on,  ou  développant,  ordomiaul  par  rapport  à  A,  B,  C,  et 
simplifiant 
I 

X 


/Zl<i>{a,  b,  c)  sin X  —  a^ A ]  A^ 

Y        -f- •2Z['ï'(a,  6,  c)  cos;jLCOsv- 


cosX)  — ^c-^]  BG 


/*(«,  b,  c)W{A,  B,  G)  -  l(\a~Bb-^  Ccf^, 


'Pi  a,  b,  c) 
ou,  finalement,  à  eausc  de  \a  -\-  BZ>  +  Ce  ^  o, 


c.  Q.   F.    I). 


8.  Application.  —  Pour  monlier  la  laeilité  d'appli- 
cation des  formules  qui  piécèdeni,  démontions  le  tliéo- 
lème  suivant  : 

Le  volume  d' un  télraèdie,  donné  par  les  coordon- 
jiées  de  ses  sommets,  est.  égal,  en  valeur  absolue.,  au 
produit  du  premier  membre  de  la  coitdition  qui  expri- 
merait que  les  quatre  sommets  sont  dans  un  même  plan 
par  le  sixième  du  sinus  du  tétraèdre  des  coordonnées. 

En  effet,  soit  le  tétraèdre  i -2-3-4-  L'arèle  3-4  dont  la 
longueur  est 


a  [)onr  équations  délriplées  (i,  D) 


B(;;,^)  := 


c(^,r) 


y 

Z          I 

73 

-^3        I 

j'i 

-i        I 

- 

X         1 

-•■5 

sr-i      I 

-^i 

.r;      I 

X 

y    • 

'^3 

J'3        1 

^4 

X:     • 

(  4io  ) 

La  dislaiicc  du  poiiiL   •>.  à   ci:lU;   droik;    .j-4   <-'Sl   [lor- 
mule  (i4)] 

L'aire  {      //m  de  la  I)ase  a-3-4  cî^I-  donc 


l>  = 


A,  =  -  v/'JlA(72,  s,),  B(C2,  a:.,),  G(jr2,JK2}J. 
J.e  |)laii  de  celte  bas(!  a  \)o\\v  é(|uali(»ii 

a's  :>'3   -3    I 

=  A  (  j'2, -2  ) ar -f- B  (  ^2,  ^2  )j' -f- C  (a:.,  J-o  )  -  —  (  J^2.  ^3. -4 )  =  o 

el  la  liaiiteur  li|,  dislaiice  du  soiumct    i  à  ce  plan,  est 
[  lui  mule  {[))] 

II   =±  P(.ri;j-i,  ^i)sine 

v^^^'[A(r2,  -2),  B(Z2, 0:2),  C(x2,j>'2)]' 

Le  voluiue  (V=  -A,  H|  j  du  létiaèdre  est  doue 


(i5) 


V  = 


xi    ji     ^1     I 


j  sin6.       C.  Q.  F.  D. 


a-i    Ji     -V     1 


COMPARAISON     AVKC    LES    FOllMULES    DE    GEOMKTUIE    PLANE. 

9.  Pliieker,  dans  sa  A'eue  Geo/nelrie  des  Raunies 
(Teubner,  Leipzig,  1866),  divise  les  droites  du  plan  en 
deuK   espèces   :   celles  dont  l'équalioii  est  de    la   forme 


j   (ju'il    aj)p('lle   rayons,    vX  celles   dont 

récpiatioti  est  de  la  forme  («x  +  vj  -H  /•  =  o)  cpi'il  aj)- 
pelle  axes.  Géoinétricpienieut,  le  rajon  est  la  droite;  di- 
iii;éc,   menée  d'un    |)oinl  fini  (a,  ,j)  au  point  de  l'infini 


(  4i6  ) 
(a,  b,  0)5  Vaxe  est  la  trace  sur  le  plan  fonJaineutal  trun 
plan  quelconque;    c'est  aussi   la  dioite  de  jonction  de 
deux  points  pi^is  sur  les  axes   coordonnés   ( >  o  )  et 


o,  — 


Si,  d'après  celt(^  conception  de  Plûcker,  nous  prenons 
l'équation  d'une  droite  du  plan  sous  les  deux  lorines 

d{xy)  =  b.r  —  ay  —  (6a  —  a3)  =  o, 
P{^,y)  =  ux-^i^y  +  r  =  0, 

et  si  nous  posons  (avec  xOy  =^  ^) 

tt  (,r,  y)  =  j:--\-y-^  2  cos  0  .ry,     <li  {x, y)  =  x-  H-  y^  —  a  cos  6  xy, 

il  n'est  pas  sans  intérêt  de  comparer  les  formules  cjui 
viennent  d'être  établies  avec  les  suivantes  (les  nuniéi'os 
se  correspondant) 


('^) 
(3) 

(4) 

(5) 

(7) 

(8) 

(9.) 
(10) 

(i5) 


cos(c/,  d')  —  ± 
cos{p,p'  )  =  =h 
s'in(d,  p)  =± 


?/> 


2v/cp(«,  è)ç(a',  6') 

{au  -\-  bv)  sin6 
v/cp(a,  b)<h (a,  v) 

a  b 

ou  -—-  =  —, 


a  o  ■zo{a.  b) 

x,,~xi  ^  y,,—y\  ^       p(xi,yx) 

-]/;,     "     if'^      ^      ■±'^{ii-,v)  ' 

S/j   =  .  : ' 

^\a  =  <?&  sinO, 

■^i   yi    I 

x=,    y  2      I      sin6. 
x-i    y-i     I 


A, 


(  41-  ) 

Il  nous  paraît  évident  que  si  ces  formules,  eousé- 
queiice  de  la  conception  de  Plûcker,  étaient  établies 
sous  celle  forme  en  Géométrie  plane,  elles  faciliteraient 
considérablement  le  passage  des  deux  aux  trois  dimen- 
sions, surtout  si  l'on  a  soin  de  les  démontrer  d'une 
jnnaière  correspondante.  Par  exemple,  les  formules  (4) 
peuvent  se  déduiie  de  la  formule  (3)  ;  mais  il  est  préfé- 
rable [et  même  plus  simple  (  '  )]  de  les  démontrer,  comme 
leurs  analogues  de  l'espace  par  les  formules  (i)  et  (2). 
On  peut  dire,  dans  les  deux  cas  : 


i"  Un  rayon  arbitraire 
{a',  b' )  sera  porpemliculairc  à 
d  et  parallèle  à  p  si  l'on  a 

a'  u   -r-  b' V    =  o, 


Une  droite  arbitraire 
{a',  b' ,  c')sera  perpendiculaire 
à  D  et  parallèle  à  P  si  l'on  a 

a'*^j-l-  b'^'i,-ir-  c'*^  =  o, 
au    -\- b' V     -\- c  w    =0, 


conditions  qui    doivent   subsister  quels  que  soient   a'., 
h\  (c-').  Donc 


V 


1°  Un  axe  arbitraire  (?<',  v' ) 
sera  parallèle  à  f/ et  perpendi- 
culaire à  /?  si  l'on  a 


Donc 


b 


a 


^\ 


«ï»;. 


Un  plan  arbitraire  (u,v^  w) 
sera  parallèle  à  D  et  perpendi- 
culaire à  P  si  l'on  a 

N^if'rt  =  o,  \?i'^;,  =  0. 


Donc 

b           c 

C)  «  C'est  une  remarque  que  Ion  i)eut  faire  souvent  dans  l'étude 
de  la  Géométrie,  que  les  solutions  de  la  Géométrie  plane,  qui  ont 
leurs  analof,'ucs  dans  l'espace,  sont  toujours  les  plus  générales  et  les 
plus  simples.  »  (Ciiasles,  Aperçu  historique,  3°  édition,  p.  45.)  Le 
fait  est  peut-être  plus  frappant  encore  quand  on  se  place  au  point 
de  vue  analytique  :  l'analogie  des  solutions  est  souvent  alors  voisine 
de  l'identité. 

Ann.  de  Mathénuit.,  3'  série,  t.  Xl\.  (  Si'plondirc  i()(iu.)     'i~ 


(  4.«  ) 


UTILITÉ    DE    LA    FORME    DÉTRIPLÉE    (D). 

10.  La  forme  (D)  du  n°  1  et  sa  forme  corrélative 
(où  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o  sont  les  équations  des  points 
communs  à  D  et  aux  plans  coordonnés)  ont  de  très  nom- 
breuses applications.  Nous  nous  bornerons  aux  exemples 
suivants  : 

1°  L'équation  de  l'iiyperboloïde  déterminé  par  les 
trois  droites  D,,  Do,  D3  et  celle  du  paraboloïde  déter- 
miné par  D,,  Do  et  le  plan  directeur  P,  sont  respective- 
ment 

(a)  (A,,B,,  C3)  =  o 

et 

(b)  (Al,  13,,  a^)  =  o, 

riiyperboloïde  (a)  devenant  paraboloïde  si  l'on  a 
(«1,  62,  ^3)=  o. 

Si  l'on  change  de  nom  les  coordonnées,  l'écpia- 
tion  (a)  conserve  la  même  signification,  l'iiyperboloïde 
passant  par  l'origine  avec  [af^b.,,  03)=  o.  L'équa- 
tion (b)  représente  la  quadrique  réglée  ayant  pour  di- 
rectrices D,  et  Do  est  telle  que  les  plans  de  jonction  des 
génératrices  à  l'origine  passent  par  le  point  de  l'infini 
P(m,  i^,  w,  o). 

2"  L'éc/ nation  ponctuelle  du  système  des  ni  plans  tan- 
gents, menés  par  la  droite  D  à  la  surface  de  m^^'"^ 
classe  F(U,  V,  W,  R)  =  o,  est 

(c)  F(A,  B,  C,  Po)  =  o, 

où  Po  =  —  (  Aa  -h  B  [i  -+-  Cy)  est  le  premier  membre  de 
l'équaiion  du  plan  de  jonction  de  D  à  l'origine. 


(  4'9  ) 
Eu  cfl'ct,  un  plan  j)assant  par  J)  a  pour  équaliou 

A  -h).B  =  —  lcx  —  cy^{\a  —  h)  z 

-+-  X  (c a  —  ct'i)  -r-  b-;  —  c  3  =  o, 

et  sera  langent  à  la  surface  si  l'on  a 

F  [ —  le,  c,  la  —  b,   À  (  c  a  —  a'(  )  ~  b-;  —  c  ^  ]  =  o. 

En  éliîninant  A  entre  celte  condllion  et  A  -f- aJ3  =  o, 
on  trouve  refjuation  (c). 

Jin  clidUi^eant.  de  nom  les  coordonnées,  P„  devient  1(î 
point  à  l'infini  de  I),  et  l'équation  (c)  représente  le  sys- 
tème des  ni  points  d'intersection  de  D  avec  la  surface  de 
ni^"'"^  ordre  dont  l'équation  ponctuelle  est  F  =:  o. 

3"  En  introduisant  la  notation  pluckérienne 

c  fi  —  b'i  =  l,         a-[  —  coc  =  m,         b  t.  —  a'à  =:  n, 

on  voit  que  :  i°  si  (a?,  j  ,  2,  i)  représente  un  point  donné, 
l'équation  ponctuelle  (c)  devient  c<dle  du  complexe  des 
tangentes  au  cône  circonscrit  ayant  ce  point  pour  som- 
met; 2°  si  (^x,y,  z^  i)  sont  les  coordonnées  d'un  plan 
donné,  l'équation  tangenlielle  (c)  devient  celle  du  com- 
plexe des  droites  coupant  la  section  de  la  surface  par  ce 
plan. 

[B7b] 
SIR  LES  iWARIWTS  DE  LA  FORME  BIQIADRATIOLE  BIXAIRE; 

Pau  m.  V.  JAMET. 


1.  Je  me  propose  de  montrer  comment  la  méliiode  de 
Ferrari,  pour  la  résolution  de  ré{|ualion  du  quatrième; 
degré,  fait  connaître  les  invariants  proprenuMit  dits  de 
la  forme  bitpiadralicpie  binaire,  et  aussi  les  coellicients 


(  4^-o  ) 

de  l'équaliou  aux  rapports  anliarmoniques  des  racines 
de  l'équation  biquadratique. 

M.  Niewenglowski,  dans  son  Cours  fVjtlgèhre, 
tome  II,  page  4^3,  fait  observer  que  l'équation  résol- 
vante de  Ferrari  admet  pour  racines  les  valeurs  que  prend 
l'expression 

X\  X.2  -T-  CV^X'^, 

lorsqu'on  y  remplace,  de  toutes  les  manières  possibles, 
:r,,  X2,  ^3,  ^',  par  les  racines  de  l'équation  biquadra- 
tique proposée.  On  peut  adapter  comme  il  suit,  aux 
formes  biquadratiques  binaires,  la  remarque  que  nous 
venons  d'énoncer. 

2.  Soit 

y  =  ax'*-+-  ^\bx^y  -f-  Q>cx'-y-  -h  ^dxy^-^  ey'* 

une  forme  biquadratique  donnée.  On  aura  identi- 
quement 

(  af  ={ax''--^'i.hxy -\-hy''-y- 
^^'     \  —[■2.{—Zac^2b'--hah)x^--^i{bh  —  ad)xy-i-(h^  —  ae)y^]y^ 

et  la  forme  proposée  sera  décomposée  en  une  différence 
de  carrés  ou  en  un  produit  de  deux  formes  quadratiques 
binaires,  si  l'on  a 

(2)     2(6A  —  ad)-  —  (—  ^yac  -h  2b^-r-  ah)  (h-  —  ae)  =  o. 

Soit  7i  une  racine  de  celte  équation,  telle  qu'on  ait 

A^ —  ae  ^  o. 

On  pourra  transformer  l'identité  (î)  comme  il    suit  : 

af  —  (ax--h  ib xy  -\-  hy-)- 

—  -j-^ \-}Abh  —  ad)x  -^(/ri  —  ae)  v)]"- 


(  4^^i  ) 


ou  bien 


a^în-  ■>.  10  —  jI^^-^) xy  -h  {h  —  \/hi—ae)y^    , 

cl  l'on  voit  que  si  l'équation 

/(^,  i)  =  o, 
admet  pour  racines  j:, ,  x*2,  -C3,  x.-,,  on  aura,  par  exemple, 


=  ^-1^3, =  X-iX^, 


d'où  l'on  déduit 

(  i  )  a^i  072  +  J73  a7i  =    • 


3.  Celle  relation  subsiste  si  l'on  suppose  Ji-  —  ae  =  o. 
Car  alors  on  trouve  aussi,  en  vertu  de  (2), 

bd  —  ait  =  o 

et  l'identité  (i)  devient 

af  =  Yax- -+-  ■). \b  -T-  </'bac  —  ib-  —  aJi)xy  -+-  /ly-] 
[rt X'  -h  i  [b  —  \J^ac  —  •ib'^  —  ail) xy  -\-  // j'- j . 

On  eu  déduit  encore  la  relation  (3)^  et  celle-ci  en- 
traine, comme  conséquence,  la  remarque  énoncée  plus 
liaut,  à  condition  que  dans  l'équation  (2)  on  fasse  la 
substitution  h  =  'lat. 

■ï.  Supposons  maintenant  ([u'on  ait  décomposé  la 
forme  y  en  un  produit  de  deux  fadeurs  quadratiques, 
savoir  : 
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on  sait  que  les  expressions 

pî— a-/,     p'2— a'Y' 

sont  des  invariants  du  second  ordre,  de  telle  sorl(i  que 
leur  produit  est  un  invariant  de  quatrième  ordre.  Mais 
si  les  équations 

ont  pour  racines,  respeeiivenient  a:,,  Xo,  et  ^Ta,  x,,^  on 
aura 

4 


p'2_a'Y'=  ^(^3  —  ^4)'' 


et 


=  —r,\X\OC%-\-XiX'^  —  ^03^3  —  X\X'^y-. 

Soient  A,,  Ao,  Ag  les  racines  de  l'équation  (2).  On  en 
déduira 

(p2_a.^)(P'2_a'-/)=i-(A,_/,,)-2 

et  (Jl^  —  Ao)-  sera  un  invariant  du  quatrième   ordre, 
ainsi  que  (Aj  —  /<;>)'-  et  (Ao —  /'a)"-  Donc  la  somme 

( h,  -  /(, )2  +  (  /,,  -  A3  y-  ^^h^-h,  r- 

sera  elle-même  un  invariant  du  quatiième   ordre.  Or 
cette  somme  est  égale  à 

9.(/(f  +  /t|+  h\—  hilic,—  hihs—  h^hi) 
OU  bien  à 

(4)  i\Uh^h.+  hsy—  3(hi/l^-^  /(2/i3-+-  Al  /'3)]. 

Mais  l'équation  (2)  se  développe  comme  il  suit  : 

A 2  —  j  ch--\-  ( .\  bd  —  ac)]i  —  lad--^-  3 ace  —  2eb-  -f-  c^  =  o. 
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Donc  l'expression  (4)  est  égale,  à  un  fadeur  nuuié- 

lique  près,  à 

3  c"- —  !\bcl  -i-  ae, 

et  celle-ci  est  un  invariant  du  quatrième  ordre. 
O.    Le  produit 

(jn-  h.f  {h.-  h,y-  (h^-  h,y- 

est  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  un  invariant  du  dou- 
zième ordre.  Mais,  pour  calculer  ce  produit,  il  est  à 
propos  de  transformer  l'équation  (2)  comme  il  suit  : 

(A  —  cy-^{.\bd—ae—'ic-)h—  'i.ad--\-  3ace—-?.€b^+  c^  —  o 

ou  bien 

(/f  —  c)3-+-(46rf— ae  — 3c2)(/t  — c) 

—  i  ad-  -\-  lace  —  2  eô*  —  2  c^  -1-  4  bdc  =  o  ; 

puis,  en  posant 

h  —  c  =  ).,         !\bd  —  ae  —  3c2  =  — S, 
ace  -\-  'y.bcd  —  ad''-  —  e6^  —  c^  =  T, 

on  trouvera  lînaiement 

À3_SA-f-v'.T  =  o. 

Si  les  racines  de  cette  dernière  équation  sont  A| ,  ).2,  A», 
on  trouvera 

=  ()>,->.,)- (><2- A3)- (>^3->^i)2=  4  (S^-?-7T0- 

Donc  T-  est  un  invariant  du  douzième  ordre,  et  T  est 
un  invariant  de  Tordre  6. 

G.    Il  s'ensuit  aussi  que  le  rapport  tï^  est  un  invariant 
absolu  de  la  forme  biquadraticjuo.  La  mélliode  ci-dessus 
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permet  de  montrer  aisément  comment  ce  rapport  inter- 
vient clans  la  formation  de  l'équation  aux  rapports 
anliarmoniques  des  racines  de  l'équation  /{j^,  i)  =  o. 
En  effet,  si  l'on  désigne  ces  racines,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  par  ^,5X0,^3,  x^,  l'un  des  rapports  anliarmo- 
niques qu'elles  déterminent  est  égal  à 


ou  bi 


(ccs  —  a7i)(a-4  — a-j) 

X3  X^  -t-  371  X%  3-1  3"4  —  a-2  T3 

X^  Xf^  -î—  X^  X<^  —  X^  X:^  —  X  \  X-^ 


et,  par  conséquent,  chacun  des  six  rapports  anliarmo- 
niques considérés  est  égal  à  la  valeur  que  prend  l'ex- 
pression 

X/  —  X/t 
X/-X/, 

lorsque  f,  A,  A"  désignent  une  quelconque  des  permuta- 
tions des  indices  i,  2,  3.  Soit  donc  p  un  tel  rapport 
anliarmonique,  et  soit 

X,->^^ 
"X3  ' 

(X)  — X0^-f-(X,-X3)^ 
(X,-X2)(X,  — X3) 

X3_SX+  iT  =  œ(X), 
l'égalité  précédente  donnera 

o^_  i  ^  (Xf  +  X|  +  x|) - 2Xi(Xi  +  X,  +  X,) ^  n\ 

'        p  <?'(Xi) 

2  s  -I-  3  X  j 


On  en  conclut 

X,— 

I        Xi— X2 

^          ?          Al  —  A3 

-4- 

Xi  — Xa 

Xi-x^- 

Soit  encore 

3Xf  —  S 
On  en  conclut 


S  (  p  +  n--^ 

Al 


3(p2  — ?-t-U 


(  i-^-^  ) 

D'ailleurs,  on  déiluil  de  l'équation  'f  (a)  =  o, 
cl,  par  conséquent, 

S'U?  -h-  iy  r—  9.o2^  5?  —  o.]2 

rh; ' . 1  1  -  =  O) 

ou  encore 

Sa(p  -+-l)2(2p  —  I)2(?  —  2)-—  t08T2(p2—  p  -h  1)2=  O. 

Telle  est  l'équation   cberchée;    elle   montre    que   le 
lapport  îp-  est  la  \aleur  que  prend  la  fraction 

io8(p- —  p  -^  i)- 


(P^-i)H-^?  — •)-(?  +  ■•*)■■' 


quand  on  y  remplace  p  par  l'un  ([uelconque  des  six  rap- 
ports anharnioniques  des  racines  de  l'équation 

/{x,  i)  =  o. 

7.  Nous  terminerons  ce  travail  en  indiquant  un  pro- 
cédé de  calcul  très  simple  pour  ramener  une  l'orme  qua- 
drique  binaire  à  la  forme  canonique 

Ax'*-\-  i\ix^ y--^  ^y'*- 
Soit  encore 

y  =  ax'»-^  '\bx^ y  -^  Q)cx-  y^-T-  !\  dxy^  -+-  ey'* 

la  forme  donnée.  Faisons  la  substitution 

X  =  %x'  -T-  '^^y' , 
y  =  x'-r-y', 

et,  dans  l'expression  de  la  forme  transformée,  calculons 
les  coefficients  de  x'-^y'  et  x'y'^.  Ces  coefficients  sont 
égaux  à 
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cL  a 

4  [«ap3_,_  ^,(^3.^  3  a|32)  +  3c(p2-t- a^)  +  o?(  P -+- 3a) -i- c]. 

Eli  égalant  ces  coefficients  à  zéro,  ou  trouve  deux 
équations  qui,  rctrancliécîs  luembrc  à  membre,  donuenl 
lieu  à  l'équatiou  suivante  : 

(5)    «a!3(a-i-p)-t-^>[(a4-P)2-i-2a;3]  +  3c(a4-p)H-2f/  =  o. 

Eu  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 

\  aap[(a+ J3)2-2a[3]-+7^*(a-+-p)3 


(0) 


I       -l-3c(a-i-P)2-i-4fZ(a  +  p)-f-2e  =  c>. 


Puis,  en  multipliant  les  deux  membres  de  (5)  par 
a  ■+■  p,  et  retrancbant  (5)  et  (G)  membre  à  membre,  ou 
tiouve  encore 

(7)  aa2!i2  +  Z,ap(a+[i)  — rf(a  +  §)  — e  =  o. 

Soit 

(8)  ax^-h  b{cc-^{-i)  =  l. 

Les  équations  (5)  et  (7)  se  transforment  comme 
il  suit  : 

(9)  (X +  3c)(a^-P)^-2^>ap-h2f/  =  o, 

(10)  <:/(a  +  p)  — Xa3-v-e  =  o. 

Eliminant  a  +  [^  et  a^  entre  (8),  (9)  et  (10),  on 
trouve,  pour  déterminer  ).,  l'équation  suivante  : 


(•0 


a  b  —  X 

26      X-4-3c       aof 
—  X  cl  e 


o, 


que  l'on    ramène  à   une  forme  plus   symétrique  par  la 

substitution 

X  =  —  c  -h  2  ;ji. 
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Eli  efFel,  on  trouve  ainsi 

a  h         c  —  }.  \J. 

h  c  -\-  \x  cl 

c  2  iJL  d  c 

et  celte  équation  se  ramène  à  la  Ibrme 

>,'3_SÀ'-)-2T  =  0 


par  la  substitution  p.  =  — 


8.  Mais,  en  faisant  la  substitution  x  =z  a.x' ~\-  fjy\ 
y  =  x'-\-y',  nous  supposons  essentiellement  cjuc  son 
déterminant  a — j3  n'est  pas  nul.  Si  la  résolution  du 
système  des  é(juations  (9),  (lo)  et  (11)  donnait  a=  ^3, 
la  constante  a  qui  figure  dans  cette  dernière  égalité 
devrait  vérifier  les  équations  (5)  et  (6),  et  l'on  au- 
raity(a,  i)  =  o,  /'{y-,  i)  =  o.  L'équation  _/=  o  aurait 
alors  au  moins  une  racine  multiple,  et  la  réduction  de  la 
forme  y,  réduction  possible  cliaque  fois  que  l'équation 
n'a  pas  de  racine  tiiple,  n'offrirait  qu'un  intérêt  secon- 
daire; c'est  pourquoi  nous  nous  abstiendrons  de  déve- 
lopper la  discussion  dans  ces  cas  particuliers. 


AGRÉGATIO\  DES  SCIE\CES  MATHÉMATIQUES 
(C0\C01IRS  DE  1900). 


Mathématiques  élémentaires. 

O  et  O'  étant  les  points  d'intersection  des  côtes  opposés  d'un 
quadrilatère  Q,  on  considère  le  quadrilatère  Q'  formé  par  les 
bissectrices  des  angles  du  quadrilatère  Q,  de  telle  sorte  que 
deux  côtés  opposés  de  Q'  soient  les  bissectrices  de  deux  angles 
opposés  de  Q. 
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1°  Soit  I  le  point  d'intersection  des  diagonales  du  quadri- 
latère Q';  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  I  lorsque  le 
quadrilatère  Q  se  déforme  de  façon  que,  O  et  O'  restant  fixes, 
deux  sommets  opposés  de  ce  quadrilatère  décrivent,  respec- 
tivement, deux  cercles  fixes  passant  chacun  par  les  deux 
points  O  et  O'? 

2°  Les  trois  points  O,  O'  et  I  restant  fixes,  et  l'un  des 
sommets  du  quadrilatère  Q  décrivant  une  droite  A,  quels  sont 
les  lieux  géométriques  décrits  par  les  trois  autres  sommets  de 
ce  quadrilatère? 

Discuter  la  nature  de  chacun  de  ces  lieux  suivant  la  position 
de  la  droite  A  dans  le  plan. 

3"  Calculer  les  angles  et  les  côtés  du  quadrilatère  Q',  con- 
naissant les  angles  et  les  côtés  du  quadrilatère  Q. 

Montrer  que,  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  D  les  angles  du 
quadrilatère  Q,  et  par  «',  b',  c',  d'  les  longueurs  des  côtés 
de  Q'  qui  sont,  respectivement,  les  bissectrices  de  ces  angles, 
on  a  la  relation 

,    .    A         ,    .    C        ,,    .    B         „    .    D 

a  sin \-  c  sin  —  =i  h  sin \-  a  sin  —  • 

•X  2  1  2 

Matliématiques  spéciales. 

Etant  donnés  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz,  on  considère  un  cône 
du  second  ordre  G  tangent  aux  deux  plans  xOy  et  xOz,  res- 
pectivement, suivant  Oy  et  Oz,  et  une  droite  D  rencon- 
trant Ox. 

i"  Pour  quelles  positions  de  la  droite  D  existe-t-il  au  moins 
une  surface  du  second  ordre  S,  indécomposable,  passant  par 
cette  droite  et  tangente  au  cône  C  en  tous  les  points  d'une 
courbe  plane? 

2°  La  droite  D  étant  située  dans  le  plan  xOy  et  restant  fixe, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S. 

Ce  lieu  est  un  plan  P. 

3"  La  droite  D  se  déplaçant  dans  le  plan  xOy  de  façon  que 
le  plan  P  passe  par  un  point  donné  A  de  l'espace,  trouver 
l'enveloppe  du  plan  P,  et  montrer  que  la  droite  D  enveloppe 
une  parabole  Q. 

4"  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  positions  du  point  A 
|)()ur  lesquelles  la  i)arabole  Q  correspondante  est  égale  à  une 
parabole  donnée? 
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5*"  La  droite  D  élaiil  toujours  siluée  dans  le  plan  xOy  cl 
restant  fixe,  on  donne  un  pian  quelconque  H.  ÏNIontrer  que  le 
lieu  géométrique  des  points  de  contact  avec  le  plan  II  des 
surfaces  S  qui  sont  tangentes  est  une  droite  A. 

Ktudier  la  distribution  des  droites  A  dans  l'espace  quand  II 
se  déplace  arbitrairement. 

Combien  y  a-l-il  de  droites  A  passant  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace? 

Quelle  est  l'enveloppe  du  plan  II  lorsque  la  droite  A  se  dé- 
place dans  un  plan  passant  par  D? 

Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  donne  deux  sphères  fixes  S  etZ,la  première  de  centre  O 
et  de  rayon  /•,  la  deuxième  de  contre  oj  et  de  rayon  p.  Soit  M 
un  point  de  la  sphère  S  :  on  désigne  par  6  l'angle  coOM,  paro 
l'angle  du  plan  coOM  avec  un  pian  fixe  mené  par  Oco,  et  par  a 
la  distance  des  centres  Ow. 

i"  Former  la  relation  diiïérentielle  entre  0  et  o  qui  exprime 
que  le  point  M  décrit  une  courbe  G  dont  les  tangentes  touchent 
la  sphère  S. 

2°  Exprimer,  dans  ce  cas,  6  et  '^  ou  leurs  lignes  trigonomé- 
triques  en  fonction  d'un  paramètre,  en  introduisant  seulement 
les  transcendantes  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

3"  Discuter,  dans  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
la  forme  des  courbes  C  et  celle  de  leurs  projections  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  Oco. 

4"  Quand  le  jjoint  M  décrit  la  courbe  C,  le  point  \l  où  la 
tangente  en  M  à  C  touche  la  sphère  Z  décrit  une  courbe  F  : 
rectifier  la  courbe  C  et  établir  qu'elle  est  une  développée  de  F  : 
déterminer  le  plan  osculateur,  le  rayon  de  courbure  elle  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  C  on  chacun  de  ses  points. 

3"  Rectifier  la  courbe  V. 

Mécanique  rationnelle. 

Trouver  le  mouvement  d'une  poulie  circulaire  homogène 
posante  de  masse  M,  de   rayon    H   ot  fl'épaisseur   négligeable. 
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posée  sur  un  axe  rigide  fixe  Ox,  sur  lequel  elle  est  assujettie 
à  rouler  sans  glisser,  de  telle  façon  que  son  plan  passe  con- 
stamment par  l'axe. 

En  prenant  comme  sens  positif  sur  Ox  le  sens  descendant 
et  appelant  a  l'angle  de  Ox  avec  l'horizon,  on  adjoindra  à  Ox 
un  axe  horizontal  fixe  Oy  et  un  axe  Oz  dirigé  vers  le  haut 
perpendiculairement  au  plan  xOy. 

On  appellera  x  l'abscisse  OH  du  point  de  contact  H  de  la 
poulie  avec  l'axe  Oa7,  6  l'angle  du  plan  de  la  poulie  avec  le 
jilan  vertical  xOz.  On  supposera  qu'à  l'instant  initial,  ^  =  o, 
la  poulie  est  placée  sans  vitesse  dans  le  plan  vertical  xOz, 
au-dessus  de  O^,  le  point  de  contact  en  O  (6  ==  o,  a;  =  o),  et 
que  l'on  applique  au  centre  de  la  poulie  une  percussion  donnée 
ayant  pour  projections  respectives  Ma,  Mb,  Me  sur  les  axes 
6x,  Oj',  O^. 

On  calculera  les  réactions  de  l'axe  sur  la  poulie,  et  l'on  dé- 
terminera l'instant  où  la  poulie  se  détache  de  l'axe  Ox. 

Nota.  —  On  suppose  qu'il  n'existe  aucune  résistance  au 
roulement  de  la  poulie  sur  l'axe. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  (CONCOURS  DE  1900)- 


Ma  thé  m  atiq  ues. 

Dans  un  plan,  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, on  donne  la  cubique  dont  l'équation  est 

(x-  -^ y'^)  X  =  «3. 

INIontrer  que  par  les  quatre  points  d'intersection  (à  distance 
finie)  de  cette  cubique  et  d'un  cercle  on  peut  faire  passer  une 
conique.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  cette  conique  soit  bitangente  au  cercle. 

Montrer  que  les  cercles  bitangents  à  la  cubique  se  distri- 
buent en  quatre  familles  distinctes  (deux  réelles  et  deux  ima- 
ginaires) et  que  les  cordes  de  contact  sont,  soit  parallèles  à 
une  asymptote,  soit  concourantes  en  un  des  trois  points  de  la 
courbe  situés  sur  l'axe  des  x. 

Étudier  le  lieu  des  centres  et  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
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(le  contact  des  cercles  (jui  louchent  la  culiiiiue  en  deiiv  points 
réels. 

Montrer  que  les  points  de  contact  avec  la  cubique  de  deux 
cercles  bitangents  de  la  nicnie  famille  sont  sur  un  incnie 
cercle. 

Par  un  point  arbitraire  IMq  de  la  cubique  passent  deux 
cercles  bitangents  réels  qui  touclient  respectivement  la  cubique 
en  deux  autres  points  Mj,  IM2;  calculer,  en  fonction  des  coor- 
données a^oj  JKo  du  |)oint  Mo,  les  coordonnées  des  points  (autres 
que  les  points  de  contact)  où  les  tangentes  en  Mj.  iNlo  ren- 
contrent la  cubique;  en  conclure  que  ces  tangentes  concourent 
en  un  point  de  la  courbe.  Comment  le  calcul  doit-il  être 
modifié  pour  les  cercles  imaginaires  bitangents  qui  passent 
par  le  point  Mo? 

jV.  B.  —  Il  est  inutile  de  reproduire  l'énonce. 


QUESTIOi\S. 

^  jjSoîJ.  /  étant  une  longueur  quelconque  donnée,  on  prend,  sur 
les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle,  BA'=  GB'=  AG'=:  /,  puis 
les  points  A",  B",  G",  isotomiques  de  A',  B',  G',  cl  l'on  joint  de 
toutes  les  manières  possibles  les  neufs  points 

(A,...,  A',..., A",...). 

Etudier  la   figure   formée.    IMontrer   qu'elle   comporte   deux 
groupes  de  trois   triangles   triplement   bomologiques  de  pre-       Vo^  l^L^^ 


^SUt<wVî 


niiè/e  e5/?èce  (c'est-à-dire  a^ant  deux  à  deux  même  centre 
d'iiomologie),  deux  groupes  de  trois  triangles  triplement  bo- 
mologiques de  deuxième  espèce  (c'est-à-dire  ayant  deux  à 
deux  même  axe  d'homologie),  un  groupe  de  quatre  triangles 
quadruplement  bomologiques  de  deuxième  espèce,  et  beau- 
coup d'autres  propriétés.  Déterminer,  quand  l  varie,  les  lieux 
de  points  et  enveloppes  de  droites  résultant  de  la  figure. 

(L.   RiPERT.) 

/  ■.  _  . 

tSîîG.  Lieu  des  centres  des  coniques  dont  on  connaît  le  centre 
de  courbure  en  un  point  donné,  ainsi  que  la  somme  des  carrés 
des  axes.  (lî.  Dii'OurQ.) 


lec^  (  43-^  ) 

18o7.  Etant  données  quatre  divisions  proportionnelles  por- 
tées par  quatre  droites  quelconques  de  l'espace,  on  considère 
les  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  homologues  de 
ces  divisions.  Si  deux  de  ces  tétraèdres  sont  semblables,  tous 
les  autres  sont  semblables  deux,  à  deux. 

(E.   DUPORCQ.) 

iSSÉ.  On  considère  la  figure  plane  qui  est  la  projection  de 
la  figure  de  l'espace  formée  par  cinq  plans  a,  b,  c,  d,  e;  on  dé- 
signe par  {a,  b)  la  droite  qui  est  la  projection  de  l'intersection 
des  plans  a  et  6,  et  par  (A,  B)  le  point  qui  est  la  projection  de 
l'intersection  des  plans  autres  que  «et  6.  Montrer  qu'il  existe 
une  conique  telle  que  chacune  des  dix  droites  de  la  figure  est 
la  polaire  du  point  correspondant. 

(G.   FONTENÉ.) 

1839.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  C^  ayant  le 
centre  O  et  un  cercle-point  non  situé  sur  C^,  prenons  sur  le 
rayon  qui  unit  O  avec  le  point  \ariable  P  de  C^,  le  conjugué 
harmonique  de  P  par  rapport  au  cercle-point;  le  lieu  de  P'  est 
une  courbe  de  Jerabek;  construire  la  tangente  en  le  point  P', 
les  tangentes  en  le  point  double,  les  tangentes  doubles,  l'inter- 
section de  la  courbe  avec  une  droite. 

(V.  Retali.) 

1860.  Par  l'inversion  quadrique  définie  avec  le  pôle  O  et  le 
cercle-point  y  (conique  des  points  unis),  un  cercle  ayant  le 
centre  V,  et  qui  ne  passe  par  O,  est  transformé  en  une  quar- 
tique  rationnelle  circulaire  à  point  tacnodal,  qui  est  ligne 
d'ombre  d'un  hélicoïde  gauche.  Construire  les  intersections 
de  la  courbe  avec  une  droite;  les  tangentes  en  le  point  double 
(qui  est  aussi  un  foyer  quadruple  de  la  courbe),  la  tangente  en 
un  point  quelconque,  et  les  deux  tangentes  doubles. 

(V.  Retali.) 

J86Î.  On  considère  une  ellipse  E  et  un  cercle  C  concentrique 

à  E.  Si  cette  ellipse,  entraînant  avec  elle  le  cercle  G,  se  déplace 

de  façon  à  être  constamment  tangente  à  une  droite  fixe  en  un 

point  donné,  les  courbes  engendrées   par  les  divers  points  du 

cercle  G  ont  toutes  même  aire. 

(E.-N.  Barisien.) 
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[02b] 

PROBLÈIIES  SUR  LES  XORIIALES  AUX  COIRBES  PL4ÎVES. 
COURBES  DANS  LESQUELLES  LA  SOMME  N  +  N'  EST 
CO\STA\TE; 

Pau  m.  Edouard  COLLIGNON. 


En  un  poiul  ÎNl  d'une  courbe  A13  ou  mène  la  normale 
iMN)  qui  coupe  eu  N  l'axe  Ox,  et  en  N'  l'axe  Oy,  per- 
pendiculaire à  Ox.  Nous  appellerons  N  et  N'  les  lon- 
gueurs MN,  Mrs',  que  l'on  peut  regaider  comme  les 
deux  normales  finies  de  la  courbe  rapportée  aux  axes 
rectangulaiies  Ox,  Oy. 

On  propose  de  déterminer  la  courbe  A13  de  telle  sorte 

(pi'il  y  ait  une  relation  donnée  entre  les  deux  normales 

N  et  iN', 

cp(N,N')  =  o. 

Soit  a  l'angle  que  fait  la  tangente  MR  à  la  courbe 
avec  l'axe  Ox\  a  sera  aussi  l'angle  M]VO  que  fait  la 
normale  avec  l'axe  Oj^  pris  dans  le  sens  YO;  et  si  xel  j' 
représentent  les  coordonnées  0P=:  MP',  MP  du  point  M, 
on  aura 

N  =  -i^,  N'=  ^. 

cosa  sinoi 


Soit  f)  =  -~  z=  tanga.   On  en  déduit 


P 


et  l'équation  différentielle  de  la  courbe  sera 

o\ys/x-^p'-,  T — — ^  1  =o; 
Ann.  de  Mdtkéinat.,  V  série,  l.  \I\.  {  Oi-lobre   içjod.)  'i8 
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p  lient  la  place  de  -j--  L'iiilégralion  de  celle  équaliou 

ne  pourra  se  faire  que  lorsque  la  fonclion  cp  sera  déler- 
mînée.  Nous  exaniinei-ons  ici  le  cas  où  elle  se  réduit 
à  la  somme  ou  à  la  difrérence  des  deux  quantités  N  elJN', 
ce  qui  revient  à  poser 

N  ±  N'—  const. 

Soit  donc  N  +  ]N'=  «,  en  appelant  a  la  somme  algé- 
brique des  deux  quantités  N  et  N'. 

La  droite  ]NN',  formée  de  deux  normales  placées  bout 
à  bout,  sera  une  droite  de  longueur  constante  «,  dont 
les  extrémités  glissent  respectivement  sur  les  axes  Ox 
et  Oy.  Les  courbes  cherchées  sont  les  trajectoires  or- 
thogonales de  ces  droites,  c'est-à-dire  les  développantes 
de  la  courbe  que  la  droite  mobile  enveloppe  dans  son 
mouvement. 

On  obtient  facilement  l'équation  de  ces  courbes  en 
employant  les  coordomiées  podaires.  De  l'origine  O 
abaissons  OR  perpendiculaire  sur  la  tangente  MR  à  la 
courbe  cherchée,  normale  à  NN'.  Nous  poserons  0R=  /•, 
et  angle  j- OR  =  a. 

Pour  obtenir  toutes  les  positions  de  la  droite  NN'dans 

l'angle jkOx  il  suflit  de  faire  varier  a  de  o  à  -•  A  la  va- 
leur a  .=  o  correspond  la  position  de  la  droite  mobile 
relevée  le  long  de  l'axe  Oy,  à  a  =  ;^j  la  position  de  la 

droite  couchée  sur  l'axe  Ox. 

Dans  ce  système  de  coordonnées  la  longueur  RIM  de 
la  tangente  comprise  entre  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire on  et  le  point  de   contact  M  est  égale  en  valeur 

absolue  à  la  dérivée  -y--  L'inspection  de  la  figure  montre 
que,   lorscpi'on   fait  vaiier  a  de   o  .î  -  .   /■  dimiiuie,   de 
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(Il 


sorte  que  -y-  est  négalif.  On  doit  donc  posi-f 


L'angle  a  se  retrouve  d'ailleurs  en  OiN'N  et  en  IIOJN, 

Fier.  i. 


^ 

G 

N' 

l ,  S 

\                    ; 

K 

V' 

1  YN^ 

\ 

^---...^G 

0 

p              N 

a> 

si  l'on    mène  OH   parallèle  à  RM  par  l'origine.   On  a 

donc 

RM  =  OH  =  ON  cosa  =  «  sina  cosa, 

et  l'équation  podaire  difFérentielle  de  la  courbe  est 
dr 


(loi 


—  —  a  sin  a  cosa. 


Il  vient  en  intégrant,  et  en  appelant  C  une  constante 
arbitraire, 

/■  =  C  —  i  a  sin^a. 

Si  dans  cette  é(|uation  on  fait  a  =  o,  c<i  qui  suppose  la 
droite  mobile  relevée  en  OG  le  long  de  O^,  on  a  /•=  C. 
La  constante  C  est  donc  l'ordonnée  du  point  K  qui  forme 
sur  l'axe  Oy  le  point  de  dé[)ait  de  la  combe.  On  a,   en 
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elFet,  pour  ce  point  7'=C,  a  =  o,  ^  =0^  la  courbe 
est  normale  en  K  à  l'axe  Oy. 

La  constante  C  peut  recevoir,  d'ailleurs,  toutes  les 
valeurs  positives  ou  négatives.  Mais  nous  nous  occupe- 
rons principalement  ici  des  valeurs  de  C  qui  correspon- 
dent à  l'addition  effective  des  deux  segments  KM,  MIN' 
pour  former  la  somme  a.  Il  en  sera  ainsi  si  le  point  K 
tombe  entre  l'origine  O  et  le  point  G,  extrémité  de  la 
droite  NN'  relevée  sur  Oy:,  il  faut  et  il  suffit,  par  con- 
séquent, que  la  constante  C  soit  positive  et  moindre 
que  a. 

On  aura,  en  projetant  le  contour  ORM  sur  les  axes, 
les  coordonnées  x  et  y  rapportées  aux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy.  Il  vient 

iP  =  OP  =  a  sin  acos-a  —  /'sinx=(a  —  G)sina  —  iasin''a, 
y  =  PM  =  a  s\n-oi  cosa  -f-  /■  cosa  =  l  -  -h  Cj  cosa —  ^a  cos^a. 

L'élimination  de  l'angle  a  entre  ces  deux  équations 
conduirait  à  l'écjuation  cartésienne  de  la  courbe. 

Sans  former  cette  équation,  nous  pouvons  voir  entre 
quelles  limites  la  courbe  reste  comprise. 

1°   Considérons  d'abord  le  rayon  vecteur  r. 

r      1  .   .    .    dr    ,  , 

La  dérivée  —  s  annule  pour  sm  a  =  o  et  pour  cosa  =  o, 

c'est-à-dii'e  pour  a  =  o  et  pour  a  =  -  ;  7"  varie  entre  les 

limites  G  et  C  —  ^,  fi\   elles  sont  toutes   deux  positives, 

si  G  est  positif  et  supérieur  à  -•  Lor^(|ue,  au  contraire, 

C,  supposé  compris  entre  o  et  «,  est  moindre  que  ~a, 
;■  cliange  de  signe,  et  prend  la  valeur  o  lorsqu'on  a 


i/"' 
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2°  Les  luinUîs  de  x  coiresponuenl  de  nienie  a  -j-  =  o, 
c'est-à-dire  à  la  valeur  de  a  foiiiiiie  par  rétiiiatioii 
(a  —  C)  cosa  —  I  rt  sin^a  cosa  =  o, 

ce  qui  enlraine  les  lelalioiis 

^    A(a-C) 

cos  a  =  o         ou         sina  =  4/- 

y  Sa 

La  preuiière  donne 

La  seconde  fournit  une  valeur  réelle  de  Tangle  a,  si  C 
est  positif  et  moindre  que  a.  Nous  verrons  tout  à  l'heure 
que  cette  valeur  de  l'angle  a  coiiespond  au  point  de  re- 
broussenient  de  la  courbe.  On  a  alors 


^  '\  3a  ia        y         3a 


;-G) 


2  (a  —  C)        4C  —  <7 


.7  a 


y 


y         i-a 


3a 
G^ 


L'abscisse  x  devient  nulle  pour  a  =  o,  y  =  C,  /'=  C, 
et  elle  devient  nulle  aussi  lorsqu'on  a 

.    ,  -j-fa  — C) 

sin-x=  » 

a 

relation  qui  définitune  valeur  réelle  de  l'angle  a  lorscpic 
C  est  >>  —  et  <  a.   La  valeur  correspondante  de  y  est 


égale  à  r,  y/a (2  G  —  a).  Ce  sont  les  coordonnées  du  |M)int 
double  de  la  courbe  sur  l'axe  O)'. 
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3"  Les  limites  de  r  sont  fournies  par  l'équalion 

dy  f a       ^\    .  ,  „      . 

~j-  = —  f  — *"*-*)  sina-hfa  cos^a  sina  =  o, 

c'est-à-dire  par 

sin3;  =  o,         a  =  o,         x=o,        ^^=0; 

et  par  la  valeur  de  ces  a  fournie  par  l'équation 


/a  -h  2 


Pour  que  l'angle  a  soit  réel,   il  faut  et  il  suffit  que 

l'on  ait 

«-l-2G<3a         ou         G  <  a, 

condition  que  nous  supposons   remplie.  On  en   déduit 
pour  le  point  correspondant 

(«■4-2G)^ 

3  y/Za 


y  = 


Cherchons  les  points  pour  lesquels  )==  o.  Ils  seront 
donnés  par  les  équations 

cos  a=o  et  [ i-G)  =  l«  cos-  a, 

ou  bien 


/  «  -i-   2  L. 


Si  l'on  prend  C  entre  o  et  «,  cette  dernière  équation  ne 
définit  qu'un  angle  iniaginaire.il  faudrait,  pour  tiouver 

un  angle  réel,  qu'on  eût  C  négatif  et  inférieur  à  —  -• 

Le  rayon  de  courbure  p  en  un  point  M  quelconque  est 
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donné,  en  coordonnées  podaires,  par  l'écpialioii 

d'-  r 

Si  on  l'appli(pi(.'  à  l'équalion  de  la  courbe, 

/•  =  C  —  Ja  sin-a, 
il  vient  d'abord 

-f—  =  —  a  cosaa, 

puis 

p  =  G  —  2  a  s\u-7.  —  a  cos  i  a 
=  C  —  a-f-  2  asin-a 
=  —  [{a  —  G)  —  frtsin^a]. 

L'analyse  attribue  ici  un  certain  signe  au  rayoti  de 
courbure  et  c'est  le  signe  — ,  lorsque  la  somme 
C  +  ^a  sin-a  est  inférieure  à  a. 

Si  l'on  adopte  ce  signe  et  qu'on  prenne  aussi  /•  avec  le 
signe  que  lui  assigne  l'étjualion  /' =  C  —  ^rt  sin-a,  on 
obtient  l'équation  suivante 

p-r-3/'  =  4C  —  a, 

de  sorte  que  la  somme  algébrique  du  raj^on  de  courbure 
et  du  triple  du  rajon  podaire  est  constante  tout  le  long 
de  la  courbe. 

La  valeur  absolue  du  rayon  de  courbure  au  point  M 
est  donnée  sur  la  figure.  Achevons  le  rectangle  ONSN'. 
Le  point  S,  sommet  de  ce  rectangle,  est  le  centre  instan- 
tané de  la  droite  INN'quand  ses  extrémités  glissent  simul- 
tanément sur  les  deux  axes;  et  si  l'on  abaisse  de  ce  point 
la  perpendiculaire  SF  sur  la  droite,  on  aura  en  F  le 
point  où  la  droite  mobile  touche  son  enveloppe.  La  lon- 
gueur FM,  comprise  entre  le  point  de  contact  Fet  la  déve- 
loppante jNIR  de  l'enveloppe,  est  le  rayon  de  courbure  de 
la  développante,  ou  de  la  courbe  cherchée.  Or  on  a 

FM  =  Fil  -  II. M  =  l' Il  -  Oli  =  (/  -  r,  _  ;  ,,  sin-  a. 
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Le  rayon  de  courbure  p   change  de  signe  en  passant 
par  zéro  lorsqu'on  a 

4«  sin-a  ^  a  —  C 


^  A(«  — C) 


Soit  ao  cet  angle  particulier,  qui  correspond  au  cas 
où  les  points  F  et  M  coïncident.  Si  l'on  n'attribue  à  C 
que  des  valeurs  comprises  entre  o  et  «,  la  valeur  de  a^ 
sera  toujours  réelle.  Elle  correspond  aux  points  de  re- 
brousseinent  de  la  courbe. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  détermine  les  coordonnées 


on   aura  en 


de  la  courbe  qui  correspondent  à  a=:at^ 

même  temps  les  coordonnées  de  l'enveloppe  GG'  et  l'éli- 


mÎHation  de  C  entre  les  deux  équations  qui  les  font  con- 
naître conduira  à  l'équation  de  l'enveloppe  elle-même. 
En  coordonnées  podaires,   la  courbe-enveloppe  GG' 
de  la  droite  INN'  a  pour  équation 

/•'  =  a  sina  cosa, 
/■'  étant  le  rayon  vecteur  OH  et  a  l'angle  HOX. 
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Les  courbes  cherchées  afTecteut  les  formes  Km/, 
K'm'l',  ...,  ¥J"ni"'l"'.  Deux  d'eutre  elles  passent  par 
l'origine^  l'une  de  ses  courbes  correspond  à  C=  la,  vc. 

qui  donne,  avec  a  =^  -  , 


L'autre  courbe  correspond  à  C  =  o  avec  a  =  o,  ce  (|ui 
donne  à  la  fois 

dr 


o, 


y  =  o. 


Elle  louche  en  O  l'axe  Ox. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  l'arc  de  la  couii)e,  il  faudrait 
intégrer  la  fonction  p  f/a,  en  ayant  soin  do  prendre  p  en 
valeur  absolue. 

Les  courbes  obtenues  sont  symétriques,  non  seule- 
ment par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  mais  encore  par 
rapport  à  leurs  bissectrices.  Si  l'on  donne  à  C  des  va- 
leurs réelles  rpielconquos   en  deliors  des  litniles  o  et  a 
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où  nous  l'avons  considérée,  on  obtient  d'autres  courbes 
qui  sont  représentées  par  les  mêmes  écpiations;  elles  ne 
rencontrciit  plus  la  courbe-enveloppe,  et  pour  elles  c'est 
la  différence,  et  non  la  somme  des  normales,  cpii  reste 
constante. 

Pour  une  très  grande  valeur  de  G,  la  courbe  cherchée 

Fig.  4. 


se  rapproche  indéfiniment  d'une  circonférence  décrite 
du  point  O  comme  centre  avec  C  pour  rayon.  Les  é(jua- 
tions  qui  font  connaître  x  et  y  se  réduisent,  en  effet, 
à  la  forme  approximative 

a?  =  —  C  sin  a, 

y  ^      C  cosa, 

ce  qui  conduit  à  l'équation  du  cercle  x-  +J)  '  =  G-. 

L'hypothèse  revient,  en  effet,  à  réduire  la  longueur  a 
aune  valeur  infiniment  petite  ;  les  normales  de  la  courbe 
cherchée  passent  alors  sensiblement  par  le  point  fixe  O, 
et  elles  sont  sensiblement  égales,  puisque  leur  diffé- 
rence est  constante  et  égale  à  a.  quantité  supposée  né- 
gligeable. On  retrouve  donc  le  cercle  comme  limite  des 
couibes  pour  a  infiniment  petit,  ou  C  infiniment  grand. 
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[F4] 

SIR  L'IXTÉGRALE  D'EILER  ET  L  ADDITIO\ 
DES  FO\CriOXS  ELLIPTIOIIES  M  IM{E1IIÈUE  ESPÈCE; 

Par  ai.  E.  lAGGl. 


Il  s'agit,  dans  cette  Note,  de  I  iniégralioii  de  l'érjuatiuii 
dx        dy 

OÙ 

Di'puis  qu'Eulcr  eu  a  donné,  sans  déinonsiralion,  l'in- 
tégrale générale,  il  en  a  élé  fait  de  nombreuses  déiuon- 
stralions;  ou  connaît  noLamnieut  celle  de  Clebseli  (  '  ), 
où  entrent  des  considérations  géoinétricjnes,  et  la  démon- 
stration plus  analyti(jue  de  M.  Darboux  (-).  La  méthode 
analytique  suivante  emploie  des  calculs  analogues  à  ceux 
de  la  méthode  de  M.  Darboux,  mais  procède  d'un  lai- 
sonnement  plus  direct  et  [)his  intuitif",  par  conséquent 
préférable  au  poiiit  de  vue  de  l'enseignement. 

L'équation  (i)  s'écrit 

(  2  )  Ij^  dx  -h  \x  dy  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  écjuation  est  l'ensemble 
de  deux  termes  de  la  difiérentielle  de  la  fonction 

X  \y  -\-  y  Ix, 


(')  Clebsch,  Traité  de  Géométrie. 

(')  Darboux,  Sur  une  classe  de  courbes  du  quatrième  ordre  et 
l'addition  des  fonctions  elUptifjues  (Annales  de  l'Ecole  Normale 
supérieure.  \"  srrie.  l.  IV:  i>>'J7). 
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et  l'on  a  donc,  en  tenant  compte  de  l'équation  (2), 
(3)  d{x  \y -\-y  !^x)  =  X  rl::^y-^y  d\x. 

Or,  on  peut  calculer  celle  expression  5  on  a 

(  \x'^  =  i~{\  ^  k^)x'^  -\-  k'^x^-, 

et  par  conséquent 

—  (  I  -i-  A-  )  -H  2  A  -  X-       , 

a\x  = X  dx. 

\x 

d\Y  =  — y  dy, 

d'où 

d{x  \y  -\-  y  A,r)  =  x  d!^y  -\-  y  dix 

et,  en  tenant  conipte  de  l'équation  (i), 

(5)  d{x\y^y\y)  =  2k-^xyi^-^~^—^j- 

Le  second  membre  de  celte  équation  différentielle 
n'est  pas  sous  forme  intégrable;  on  ne  pourrait  l'j 
mettre  qu'avec  l'aide  de  la  relation  entre  x  et  y  que 
justement  nous  clierclions;  mais  observons  que  l'on  peut 
obtenir  une  expression  de  la  fonction  dont  le  premier 
membre  est  la  différentielle  :  les  formules  (4)  donnent 

en  effet 

x'i  Aj'2  — jK-  A.r2=  (x^  —  y^){i  —  k^x-^y-), 
d'où 

(6)  X  \y  +  r  \x  =  ^ ^^-j^ ^^— ^ 

Eu  divisant  membre  à  membie  (5)  et  (6),  on  a  aiois 

-,       (  x-dx       y'^dy\,     ^  ,    , 

...  ,    ,        ik^-xy[-- ^      ,        ]ix  t^y  —  y  ii.x) 

dix  b^y-^-y  \x)  _  -^  \    ^x         .  b^y    J^      -^       "^ 

X  ^y  -\-y  A.r      ~  {x-  — y-  ) ( i  —  k^x-y-  ) 
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En  eirecluanl  le  produit  des  deux  derniers  facteurs  du 
numérateur  de  cède  expression,  on  voit  cpie  ce  produit 
se  met,  grâce  à  l'équation  (i),  sous  la  forme 

et  l'on  a 

d(x  \r  -h-  y  Ix)  _  — 1  k'^ xy  {x  dy -{- y  dx) 
X  \y  -!-  y  \x  I  —  k-x'^y^ 

Les  deux  membres  sont  maintenant,  d'une  manière 
explicite,  sous  forme  de  dillérentielle  exacte,  et  l'on 
obtient  sans  difficulté  l'intégrale  générale  avec  une  con- 
stante arbitiaiie  c 

X  \y  -^-  y  \x  _ 


(7) 


I  —  k'-x'-y- 


De  lei  on  lire,  comme  on  sait,  la  formule  d'addition 
de  sn  z. 

Si  l'on  considère  les  deux  fonctions 

H(.r)                         cn.r  ^,,  ^  Hi(.r) 

u  =  sn^  =  -~- >  V  = =  sn(K  +  x)  — 


/ke(x)  ^"^  \/k&i{x) 

qui   sont  détermitiées  par  l'inversion  des  intégrales  (') 

r"  du  r"    dv 

(8)  x=  -      ,         x=         — -, 

on  voit  (|ne 

du  _       di> 

\u  At» 

La  relation  diirérentielle 

du       dv 
\u        Ae 

permet  de   trouver-  direcleminit  la   relation   en    termes 


(')  Sur  les  fonctions  eUiptiques  de  première  espèce  {.\oii\e//cs 
An  notes .  1898). 
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finis  qui  lie  u  et  v.  L'intégrale  générale  de  Téqualidn 
précédente  est  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 

u  \v  -^  V  \u  _ 
1  —  A-2  «2  p2   —  ^' 

or,  en  supposant  x  :=  o,  ou  a 

«0  =  O,  t'o  =  I  . 

Tl  s'ensuit 

c  =  I 

et  par  conséquent 

(9)  u  A^■  -t-  r  A?<  =  1  —  k-  u-  v-. 

Telle  est  la  relation  qui  lie  u(.r)  et  v(^x).  Mais  on 
peut  l'avoir  sous  forme  rationnelle  d'une  manière  plus 
simple  qu'en  rendant  rationnelle  la  précédente  :  l'équa- 
tion (6)  s'écrit  maintenant 

11'^  Ai'2  —  v^  Xii"-  =  (u-—  ç^)(i  —  k-  u-  ç-  ) 

et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  (9), 

(10)  u  \v  —  i' \u  =  u- —  V-, 

(9)  et  (10)  donnent  alors 

2  «  Ap  =  u-  —  ç-  -\-  i  —  k-  u-  r2, 

•2  V  \u  =  V-  —  U'-h  i  —  /i-  u-  l'- 
on 


I  t'2  2  ,^  ^/j  _   ,(2  ,y  I  /^l  çl  -4-  J<2  (  I  /,:;  l<2  )  ==  o, 

I  U'^  —  2  ('   y/» H-   ^i  —  k-  U-  4-  f-  (  I  —  /.-  U'  )   =  O, 

c'est-à-dire 

(/j  —  t'-  —  u  ^i  —  /:''  v^  )'  =  o, 

(/i  —  u- —  ('  /i  —  k-  a-  )'  =  o, 
d'où  les  deux  formules 

^    '  y/    1  —  ^-2(^2  y    1 k^  H- 
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(jui  se  résunu'iil  dans  l.i  rclalioii 
(la)  u- -T- v- =^  i -i- />:'- u- V- . 

Dans  les  deux  fonmiles  précédentes,  il  n'y  a  aucune 
aiuLiguïlé  sur  les  lignes  des  radicaux.  La  manière  dont 
nous  les  avons  trouvées  montre  que  //  et  u  sont  de  mêmes 
signes  que  At^  et  A/<,  tant  (ju'il  s'agit  de  variables  réelles 

(u-,i^=<i). 

Les  calculs  précédents  donnent  d'ailleurs  sans  aiul)i- 
guïlé  de  signes 

'i.iK'j.  =  11'  \l(  —  I  —  It--^   ('"-{I  — /{-U-)  =  '2(1  —  U-), 

—  ■.)  m'j.  =  -2  II  Ac  =  I  —  v-  -+-  a-  (  i  —  /.-  c-  )  =  -li  i  —  c-  ), 
d'où 


formules  identiques  à  celles  (ju'on  pourrait  écrire  pour 
les  (onctions  circulaires 


a  =  sinx, 
v  =  cosx. 


Au  moyen  de  la  relation  (i  2),  ces  formules  se  mettent 
encore  sons  d'autr(;s  formes  rationnelles 


//2  c; 


-A2«-2 


Les  dernières  expressions  de  //'  et  de  v  montrent 
que,  comme  pour  les  fonctions  circulaiies,  ;/'  s'exprime 
rationnellement  eu  v  seule,  v'' s'exprime  rationnellement 
en  u  seule. 

Formons  encore  au  moyen  de  linlégrale  d'Euler  les 
expressions  de  u[x-\-y)  et  de  ^'{x-\-y)  (|ue  nous 
avons  indi(juées  dans  une  Note  précédente  {loc.  cit.^. 
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Changeant  a.'  en  u{x),  y  en  u{y)  dans  la  foiinule  (7), 
cette  formule  donne,  comme  on  sait, 

if.r  n'y  +  lly  U'x 


(i4)  u{x-^y) 


[  —  k^  m|  u'j 


Si  dans  cette  formule   on  remplace  u'j.  et  11'   par  les 
valeurs  données  par  la  formule 

puis  par  les  valeurs  donné<'s  par  la  formule 


on  a 

U^Vy-i-  llyV,r — k^  U,r  Uy(UxV,r-^  UyVy) 

■^  I    A-    MJ.   Uy 

".rf.r+  f^'y^y  —  It.rUyiu.r^y-^  Uy^'.v) 

Ces  formules  peuvent  être  simplifiées  de  deux  nja- 
nières  : 

1°  En  multipliant  les  deux  termes  de  la  deuxième 
formule  par  k-u^Uf  et  les  ajoutant  aux  termes  corres- 
pondants de  la  première  5 

2°  En  multipliant  les  deux  termes  de  la  première 
formule  par  iixUy  et  les  ajoutant  aux  termes  correspon- 
dants de  la  deuxième. 

Dans  les  deux  cas,  le  facteur  (i  — k'-iij.u'y)  disparait, 
et  Ton  a  les  formules  rationnelles 

U.KVy-+-    UyV^  U.^V.r-^   llyVy 

(id)       u{x-^y)= r% =  ^* 

l  -^  k-U^c^xli'yVy  Uxll'y-^  VxVy 

On  peut  passer  de  ces  formules  à  celles  de  v{x  -\- y)-, 
en  changeant  x  en  x  +  K.  Mais  l'intégrale  d'Euler  peut 
donner  également  ces  formules.  On  a  enell'et 

dv-c  ,         diiy 

dx  =  - — i —  ,  dy  =  — -i  > 
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et  en  supposant  x  -\- y  constant 

dvx       (liiy 


o. 


Cette  équation  ne  difTèrede  (i)  que  par  le  changement 
de  X  en  Vx-,  y  en  — Uy.  L'intégrale  d'Euler  (7)  donne 
donc,  par  les  mêmes  changements, 


=  C. 


ty  av  .r   _ 


I  —  A-2  V%  Up 

Si  l'on  fait  y  =  o,  le  premier  membre  se  réduit  à  Wx- 
c,  qui  est  fonction  de  x  -\-j  ou  de  u(x  -|- j),  n'est  donc 
autre  que  i^-^x  -h y)-  Nous  servant  alors  des  formules 

\uy=      n'y  =  Vy  (1  —  /i  2  «j.  ), 

puis  des  formules 

A»,-—        «,.  =  — > 


At'.r  =  —()'    = 


I  - 1^1 


nous  obtenons,  en  opérant  comme  précédemment,  les 
formules  rationnelles 

(iG)        (j(a7-J-y)=  T-, — ^ —  =  ^—^' 

1  —  /'■^U.cUyVxi'y  llxVy  —  Vxl'y 

On  peut  remarquer  l'analogie  des  formules  (i5) 
et  (16)  avec  les  formules  relatives  aux  fonctions  circu- 
laires. 

Les  numérateurs  des  premières  des  formules  (i5) 
et  (16)  sont  les  formules  d'addilion 

U(X  -i-y)  =   UxVy+  UyVx^ 

v{x-^y)=  i'x  Vy  —  Ux  Uy, 
Ami.  de  Mallicniat.,  3'  série,  l.  XI\.  (Octobre  1900.)  29 
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des  fonctions  circulaires 


u^.  =  siii.r, 

Vy.  =  cos.r. 


Quant  aux  secondes  formules  (i5)  ct(i6),  elles  sont 
identû/ues  aux  formules  d'addition  des  fonctions  circu- 
laires que  l'on  peut  écrire  ainsi 


it-x^'x-^Uy-Vy  _  sina?  cosa7-i-sin^  cosy 
UxUy-^v,x:Vy       sina7  siuj'  +  cosa"  cosj)' 

_      liëin-ix  -h  siniy) 
cos(a7  — y  ) 

".r*'.r —  "yi'y       siiio?  cos.r  —  sin>'  COSJ' 


w.iPj —  i'.vf'y       è\nx  cosy  —  sinj^  cos.r 

_      "2  (si  112 37  —  sin2_;K) 
sin.(^  — y) 


=  Sin{a7-i-y)=u{x-i-y), 


=  cos(.'r -+-_/)—  ^(^-^y)- 


Ceci  est  d'ailleurs  une  loi  générale  pour  les  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques /ï  et  i^  :  toute  formule 
qui  Jie  contient  pas  k  explicitement,  ou  dont  on  a  éli- 
fniné  k  soit  au  mojen  de  V équation  (12),  soit  de  toute 
autre  manière,  est  identique  à  la  formule  correspon- 
dante des  fonctions  circulaires.  En  effet,  les  fonctions 
elliptiques  u  et  p-  se  réduisant,  lorsque  l'on  fait  k  =  o, 
aux  fonctions  circulaires  sin:c  et  cos.r,  les  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques  u  et  v  doivent  donc 
se  réduire,  lorsqu'on  annule  A",  aux  formules  relatives 
aux  fonctions  circulaires;  si  donc  ces  formules  ne  con- 
tiennent pas  explicitement  A,  elles  sont  identiques  aux 
formules  correspondantes  des  fonctions  circulaires.  Ceci 
montre  combien  serait  méthodique  et  simple  une  théorie 
des  fonctions  elliptiques  faite  en  prenant  pour  éléments 
les  fonctions  //  et  v". 
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[M'3e][M-2e] 

SIR  L\  SYMÉTRIE  DE  DEIX  FIGIRES  ALGERRIOIES 
FAR  RAIM'ORT  A  U  l»OI\T; 

Pau   m.  s.  MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences. 


La  mulliplicalion  et  la  division  sont  les  seules  opéra- 
tions d'Algèbre  qu'il  y  ait  à  effectuer  pour  résoudre  le 
problème  de  la  recherche  des  centres  dans  les  ligures  ou 
systèmes  des  deux  ligures  algébriques  tlélînis  analyti- 
quement. 

J'ai  déjà  traité  ici  (')  une  partie  de  ce  problème, 
celle  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  centres  des 
courbes  planes  ou  des  surfaces.  Je  ne  reviendrai  pas  sur 
cette  question,  renvoyant  le  lecteur  à  la  solution  que 
j'en  ai  donnée.  Cette  solution,  que  j'ai  pu  formuler  par 
des  règles,  n'exige  pas  d'autres  calculs  d'Algèbre  que 
des  multiplications  de  polynômes  entiers  (-).  Les  autres 
cas  du  pi-oblème,  qui  font  l'objet  de  la  présente  Note, 
se  ramèneront  à  celui-ci  et  pourront  être  complètement 
résolus  par  des  multiplications  et  des  divisions  algé- 
bricpies  (3). 

]ja  question  à  tiaiter  est  la  suivante  : 

Elaiil  (loniices,  paf  des  équations  cartésiennes  en- 


(')   Mai  iK.,8. 

(-')  Les  prixluils  à  calculer  ne  sont  niènic  tous  que  des  puissances 
(le  fondions  linéaires  ilc  trois  variables  au  plus. 

(■')  Les  éliminations  sont  évitées  flans  tous  les  cas.  On  n'a  pas  non 
plus  d'équations  à  résoudre  (sauf  peut-être  un  système  de  trois 
équations  dn    picniier  dri;rc  à  trois  inconnues). 
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tières,  deux  courbes  planes,  ou  deux  suj- faces,  ou  deux 
combes  gauches  (/ui  peuuenl  être  confondues,  trouver 
s'il  existe  un  point  co  par  rapport  cuujuel  les  deux 
Jîgures  soient  sj  métriques  l'une  de  l  autre,  et  déter- 
miner la  position  de  ce  point. 

Les  coordonnées  courantes  étant  .r,  )',  z,  je  dési- 
gnerai celles  du  point  oj  par  Xq,  JKoi  ^o  •  l*?s  axes  de  coor- 
données sont  rectangulaires  ou  obliques. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  j'emploierai  deux  notations 
dont  je  donne  dès  à  présent  la  définition.  Si  une  lettre 
affectée  d'indice,  telle  que  /",-,  désigne  un  polynôme 
entier  en  .x",  j  ,  ^,  la  notation  f_,-  représentera  l'expres- 
sion obtenue  en  remplaçant  dans  ce  polynôme  x^  j',  :: 
par  2X0  — X,  yj'o  — fi  2^0  ^-  "•  Toute  notation  de  la 
forme  (P),  si  P  est  un  symbole  désignant  un  polynôme 
entier  en  x^  y,  z,  sera  censée  représenter  la  somme  des 
termes  de  ce  polynôme  dont  le  degré  est  le  plus  élevé. 

Cas  de  deux  courbes  places  ou  de  deux  surfaces. 

Soient  /,  {x,y,  s)=:o,  o^(^x,y,  z)  =:  o  deux  équa- 
tions entières  entre  x,  >',  z,  de  même  degré  m.  Pour 
que  les  deux  surfaces  S,  S'  qu'elles  représentent  soient 
symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point 
(0  (xo,  J'o;  ^o)?  il  ^aut  et  il  suffit  que  l'on  ait  identi- 
quement 

On  déduit  de  là  cette  relation 

et  si  l'on  remarque  que  l'une  des  deux  déterminations 
de  son  premier  membre  a  un  degré  de  parité  contraire  à 
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celle  de  m    la  forme  cjue  présente  ce  prenuer  mfcml)ie 
donne  ce  lliéorèine  : 

Pour  que  les  deux  surfaces  S,  S'  soient  symétriques 
l'une  (fe  l'autre  par  rapjyoït  à  un  point  co,  il  est  néces- 
saire, et  il  suffit  aussi,  que  les  termes  du  m"^'""'  degré 
de  j\  soient  égaux  à  ceux  du  m^^""^  degré  r/e  cp,  à  un 
facteur  près  A;  que  le  polynôme  Acp) — f^  ait  son 
degré  de  parité  contraire  à  celle  de  m  ;  et  que  les  deux 
surfaces  représentées  par  les  équations 

(i)  Açi  -+-/i  =  o,         koi—fi  =  o 

aient  un  centre  commun  (xq,  J'o,  -o)-  Ce  point  coïncide 
avec  le  point  o)  (  '  ). 

La  condition  est  suffisante,  parce  qu'en  posant 

A"  -f  1  M-  /,  =  2  f/  1 ,  /.■  o  1 /',  =  2  t'i , 

on  a 

et,  par  suite,  m,  et  r,  ayant  leurs  degrés  de  parités  dif- 
férentes, 

Le  théorème  précédent  s'applique  à  deux  courbes 
planes  du  //i"''"'"  ordre,  C,  C,  ayant  pour  équations  en- 
tières /,  (x,j)=:o,  a,  (jc,  j')  =  o,  si  l'on  remplace 
dans  sou  énoncé  le  mot  surfaces  par  le  mot  courbes; 
ici,  le  point  (o  a  pour  coordonnées  a'o,  }'o- 

En  définitive,  on  voit  que  les  points  (o  relatifs  aux 
deux  surfaces  S,  S',  ou  aux  deux  courbes  C,  Cy,  ne  sont 
pas  autre  chose  que  les  centres  couimuns  que  peuvent 


(')  Les  deux  équations  (i)  sont,  la  première  de  degré  m,  la  se- 
conde de  degré  inférieur  à  m.  On  regarde  une  surface  (ou  une  courbe 
plane)  rcjcléc  à  l'infini  ou  indéterminée,  comme  ayant  pour  centre 
nii  (iiiiiil  (|iii'li(ini]ue  i\<-  l'espaee  (on  liii  plan  de  la  courbe). 
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avoir  les   deux   surfaces   ou   les  deiix   courbes   plaues, 
représentées   par   les   équations    (i),    dont   les   degrés 
doivent   toutefois  avoir  des  parités  différentes. 

Cas    de    deux    couubes   gauches    défîmes 

PAR   QUATRE   ÉQUATIOÏVS  DE  MIÎME  DEGRÉ. 

Soient  F  riutersection  de  deux  surfaces  ayant  pour 
équations 

et  $  l'intersection  de  deux  surfaces  représentées  par  les 

équations 

cp,(a",  r,  ^)  =  o,  ci,(ar,jK, -)  =  o, 

les  quatre  équations  étant  supposées  entières  et  de  môaie 
degré  m. 

Pour  que  les  deux  courbes  F  et  <ï>  soient  symétriques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  w(a:o,J^oi  "o)î  '1 
faut  et  il  suffit  que  les  polynômes /_,,  y_2  soient  des 
fondions  linéaires  homogènes  des  polynômes  cpi,  o.. 
telles  que 

Les  identités  (2)  donnent 

\    (— 0"'(/l)  =  «(ç>l)-i-^(?o), 
I    (- l)'»(/2  )  =  «'(?!)-  ^'^?2)- 

Il  Y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  que  je  vais  exa- 
miner séparément  : 

i"  Les  deux  fondions  homogènes  {/{)•,  {fi)  ne  sont 
pas  proportionnelles .  —  Il  devra  en  être  de  même  des 
deux  fonctions  (cp,),  ( 'fo),  d'après  les  relations  (3),  et  il 

(')  Les  éqiiations/_,  =  <»,  /,;=o  sonl  celles  de  la  courbe  symé- 
tri(|ue  de  F  par  rapport  à  <•>. 
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ne  pourra  pas  y  avoir  alors  plus  d'un  syslènu;  de  valeurs 
des  constanles  «,  b,  a\  //,  pour  lesquelles  ces  relations 
soient  vérifiées  identiquement. 

Prenons  à  volonté,  clans  le  polynôme  'j,,  deux  termes 
du  m'^""=  degré,  kxPyfz'\  hlxP'yi'z'''  tels  que, 
si  ]àxPyiz''  et  M' xP' yi' z''  sont  les  termes  semblables 
de  cp.j,  la  constante  AB' — BA'  soit  différente  de  zéro; 
et,  GxP  yf  z'\  C'xP'yf'  z'^'  désignant  les  termes  corres- 
pondants de  /, ,  et  DxPyiz''^  })' xP'yf' z'''  ceux  de  /,, 
posons 

CB'  —  ne 

^'  =  ÀB'-b.v'         ^'  - 

OB'— BD' 
''  -  AB'-B.V'  ^''- 

Ce  seront  là  les  valeurs  que  doivent  avoir  les  con- 
stantes rt,  b,  rt',  6',  multipliées  par  ( — i)"'.  L'addition 
de  dry*,  ou  de  rh/o  aux  deux  membres  des  identités  (2) 
conduit  alors  à  ce  théorème  : 

Quand  les  deux  polynômes  {J\)  et  {fi)  ''^  sont  pas 
proportionnels ,  pour  que  les  deux  courbes  F  ef  4> 
soient  symétriques  Vune  de  V autre  par  rapport  à  un 
point  w,  il  est  nécessaire,  et  il  suffit  également,  que 
chacun  des  deux  polynômes 

ait  son  degré  inférieur  à  m  et  de  parité  contraire  à 
celle  de  m,  ou  soit  nul  identiquement,  et  que  les 
quatre  surfaces  représentées  par  les  équations 

(4)  Xo,-f-  /iCp2±/l  =  O,  //'f,-t-  /r02±/2=  O 

aient  un  centre  commun  (xcj'o,  -o)«  Ce  point  coïncide 
avec  le  point  (o. 

La  condition  est  suffisante,  parce  que  si  l'on  pose 

/.  il  —  lf^.,-\-  fi  =  ».  «1,        /.  'v|  -t-  /(  0., —  fi  =  'it'i, 


(  456  ) 
on  a  ,     • 

et  l'on  aura  de  même 

Les  points  co  relatifs  aux  deux  courbes  F  et  <ï>  sont 
donc  ici  les  centres  communs  que  peuvent  avoir  les 
quatre  surfaces  définies  par  les  équations  (4),  les  deux 
polynômes  /r'^i-h/iOo — ft  et  /r'cp,  +  A'oo — /o  étant 
supposés  remplir  les  conditions  dont  il  vient  d'être 
parlé. 

2°  Les  deujc  polynômes  [f^),  (f 2)  sont  proportion- 
nels. —  D'après  les  relations  (3),  les  quatre  poly- 
nômes (/i),  {f-i)-)  (^))t  ('-^2)  doivent  être  les  mêmes  à  un 
facteur  près.  Multiplions  les  quatre  équations  données 
par  des  nombres  rendant  égaux  ces  quatre  polynômes, 
et  posons  alors 

(5)  /i— /2=F,,       çi  — ©2=*i; 

on  aura,  en  vertu  des  identités  (3), 

(—  \)m  —  a-\-h  =  a!  ^b' 

et  les  deux  conditions  (2)  pourront  s'écrire 

En  les  retranchant,  on  obtient  celle-ci  : 
F_i  =  (6'— /;>)«ï>i, 

qui  peut  remplacer  l'une  d'elles.  Elle  montre  que,  si 
l'on  considère  les  deux  surfaces  représentées  par  les 
deux  équations  connues 

F,  =  o,         «ï'i^o     (1), 


(')  Ces  deux  équations,  de  degré  inférieur  à  m,  contiendront  cer- 
tainement les  varialiles. 


(  15;  ) 
CCS  deux  surfaces  devront  être  de  même  ordre  et  symé- 
triques l'une  de  l'autre  par  rapport  au  point  o)  lui-même. 
Je  suis  donc  conduit  à  cherclier  un  point  (o'  par  rapport 
auquel  ces  deux  surfaces  particulières  seraient  symé- 
triques l'une  de  l'autre  :  c'est  le  problème  traité  plus 
haut.  Si  le  point  m'  n'existe  pas,  j'en  conclurai  qu'il  n'y 
a  pas  de  point  lo  ;  si  je  trouve  un  seul  point  to  ayant 
pour  coordonnées  x'yv',  z\  ce  point  sera  un  point  (o  à 
la  condition  que  l'expression 

fx{ix'  —  x,  if— y,  -iz—z)  ^  (  — iV"+'  oi(j",jK,-) 

soit  nulle  ou  proportionnelle  à  <1>,  (');  et  il  n'y  aura 
pas  d'autre  point  oj  que  celui-ci.  Je  vais  examiner  main- 
tenant l'hypothèse  où  il  y  aurait  une  infinité  de  points  w'  : 
le  lieu  de  ces  points  est  une  droite  connue  D,  ou  un  plan, 
connu  P.  Si  le  point  w  existe,  il  doit  appartenir  à  ce 
lieu.  Faisons  une  transformation  de  coordonnées  en 
prenant  I)  pour  axe  des  :;  dans  le  premier-  cas,  et  P  pour 
plan  des  xv  dans  le  second  cas-,  cl,  dans  les  deux  cas, 
conservons  les  notations  x^  y^  z^  fi^ /■>•.  'ft,  '^i  pour 
désigner  les  nouvelles  coordonnées  courantes  et  les 
transformées  des  quatre  fonctions  données.  L'un  au 
moins,  /", ,  des  deux  polynômes  y,,  f-^  n'étant  pas  sup- 
posé indépendant  des  vaiiables  x,y^  comme  aussi  l'un 
au  moins,  cS),  des  polynômes  cp,,  cp^,  soient 

/,  =  \5^{x,y)z"'^\Ji{x,y)z"-^^..., 
0,=  \\{x,y)z"'^  \\{x,y)z"^-^  +  ..., 

ces  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  z. 

Actuellement,    les    deux    polynômes    F,  =  ^  —  f.>. 


(')  Pour  r-alculer  cette  expression,  on   peut   prendre  indillércni- 
ment,  pour /,,  l'un  ou  l'autre  des  deux  polynômes /,,/,.  et  pour  f ,, 

l'un  un  l':nitre  des  p(jlyni'riic'^  f,.  ïo. 


(  4^)8  ) 
<î>)  =  '^1  —  'Jo  soiil,  dans  le  premier  cas,  des  fonclions 
dexetj)'  seulement,  et,  dans  le  second  cas,  des  fonc- 
lions de  la  seule  variable  z. 

Supposons-nous  d'abord  placé  dans  le  premier  de  ces 
deux  cas,  et  écartons  pour  le  moment  l'hypothèse  où  f^ 
ne  contiendrait  pas  la  variable  z.  La  seule  condition  à 
remplir  est  ici 

fx{—x,  —y,izo—z)^{—\)"t+'o^{x,y,z)  =  —  6*,. 

Ua(x,y)  désignant  le  premier  des  polynômes  Uo, 
U) ,  . . . ,  qui  n'est  pas  nul  de  lui-même,  écrivons  que  le 
terme  en  ^'«-a-'  du  premier  membre  a  son  coefficient 
nul,  nous  avons  la  relation 

i{m  —  a)^oUa(— -r,  —  j)  +  Ua+i(— ^,  — JK)     ' 

-t-(— i)--*  Va+i(^,j)  =  o. 

Donc,  pour  que  le  point  (o  existe  ici,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  fraction  finie 

(— ■)^^'Va+i(-y,y)— Ua4-i(-.r, -J) 
%{m—  a)Ua(— -3^,  —y) 

ait  une  valeur  constante  c,  et  que  le  polynôme 

/i (— ^,  —  j-,  2c  —  ,G) -h  (— i)'«+i  oi  (a-,  jr,  ^) 

soit  nul  ou  proportionnel  à  4>|.  Le  point  oj,  unique,  est 
le  point  du  nouvel  axe  des  5,  D,  dont  la  cote  est 
égale  à  c. 

Si  fi  était  indépendant  de  ^,  il  devrait  en  être  de 
même  de  chacune  des  fonctions  y^i  'fn  'f2  d'après  les 
relations  (5)  et  (6)  :  les  deux  figures  F,  <I>  seraient 
composées  de  droites  parallèles  au  nouvel  axe  des  ;;, 
et  tous  les  points  de  cet  axe  seraient  des  points  w  à  la 
condition  que  le  polynôme 

f,{-  X,  -  y)  ^  {-i)>"+^  oy{x.  y) 

fût  nul  ou  proportionne]  ;'i  -Jiil'.r,  r)  —  ■^■.(^.r,y). 


(  4^<j  ) 

Supposons-nous  maintenant  placé  dans  It;  second  des 
deux  cas  considérés. 

La  condition  d'existence  du  point  (o  ayant  ici  la  forme 

=  — 6  (IMo^'"-^. >!,-'«-' -^...)         (.Mo=o), 
pour  qu'elle  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suHit  (jue  l'on  ait 

(  n  =  o,  I ,  .  .  . ,  /«). 

Les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  sont  (ju'il  existe  un  nombre  b  tel  que,  si  U„ 
est  une  constante,  U„  4- ( — i)"'^'V„  soit  une  constante 
égale  à  ( — i)'"~"+'6M„,  et  que,  dans  le  cas  contraire 
(qui  se  présentera  pour  une  valeur  de  Ji  au  moins),  les 
deux  fonctions  (U,i),  ( — i)"~^(V„),  où  o  désigne  le 
degré  de  U„,  soient  identiques  entre  elles,  et  les  deux 
courbes  du  nouveau  plan  des  .rj', 

IJni^.y)  +  (— i)'"-«6M„  =  o,         V„(:r,  j)  =  o 

symétriques  l'une  de  l'autre,  quel  que  soit  «,  par  rapport 
à  un  même  point  ('  ).  Ce  point,  unique  ou  non,  est  un 
point  10,  et  il  n'y  a  pas  d'autres  points  w  que  celui-ci. 

Cas  de  deux  courbes  gauches  définies  par 

(QUATRE  ÉQUATI0>S  n'ayA-VT  PAS  TOUTES  LE  MEME  DEGRÉ  ("). 

J'emploie  les  mêmes  notations  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent. Soient  m  le  degré  de  J\  et  ni'  celui  de  f-^ 
(m>m'>.)  (3). 

(')  La  constante  b  n'interviendra  pas  dans  le  calcul  des  coordon- 
nées de  ce  point.  Cette  constante  se  trouvera  connue  par  le  lait  des 
conditions  indiquées  :  elle  pourra  être  nulle. 

(')  Il  n'y  a  eu  aucune  division  algébrique  à  efTectuer  dans  les  Ciis 
précédenament  traités. 

(•*)  Si  l'on  avait  m' =  m,  il  faudrait,  pour  l'existence  du  point  w, 
que  les  quatre  «'qnalions  des  deux  rourhes  eussent  le  nuMiic  dcurc. 


(   46o  ) 
Pour  qu'ici   les  deux  courbes  F  et   $   soient  symé- 
triques l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point 

il  faut  et  il  suffit  que  le  degré  de  'f,  soit  égal  à  m,  celui 
de  0-2  égal  à  m',  que  y_2  soit  proportionnel  à  Oo»  et 
qu'enfin  le  polynôme /*_,+  azu  soit  divisible  par  cpo  (  '  ), 
pour  une  certaine  valeur  non  nulle  de  la  constante  a. 
On  voit  qu'eu  désignant  par  S(,  So,  T,,  T^  les  quatre 
surfaces  représentées  respectivement  par  les  écjua- 
tions  y,  =  o,  /2=o,  C3,  =  o,  Oo  =  o,  les  d(Hix  sur- 
faces Sj,  To,  d'ordre  m',  doivent  être  symétriques  l'une 
de  l'autre  par  rapport  au  point  w  lui-même.  La  recherche 
du  point  (o  est  donc  ramenée  à  celle  d'un  point  to'  par 
rapport  auquel  ces  deux  surfaces  S-,-,  To  seraient  symé- 
triques l'une  de  l'autre  :  c'est  une  des  questions  traitées 
plus  haut.  Si  le  point  to' existe  et  est  unique,  il  ne  restera 
plus,  après  avoir  calculé  ses  coordonnées,  c[u'à  vérifier 
l'existence  de  la  constante  «,  ce  qui  pourra  se  faire  au 
moyen  d'une  division  (-). 

Examinons  le  cas  où  l'on  trouverait  toute  une  droite  D 
de  points  to'.  Le  point  to,  s'il  existe,  doit  être  situé  sur 
cette  droite.  Les  deux  surfaces  So,  To  sont  ici  deux  cy- 
lindres parallèles  à  D,  et  l'on  peut  admettre  qu'aucune 
des  deux  surfaces  S,,  T|  n'est  à  son  tour  un  cylindre 
parallèle  à  D,  puisque  autrement  il  suffirait  de  vérifier  si 
un  point  choisi  arbitrairement  sur  D  est  un  point  to  pour 
avoir  terminé  la  question.  Rapportons  toutes  les  surfaces 


(')  An  lieu  de  dire,  en  parlant  d'un  polynôme  :  nul  ou  divisible 
par...,  je  dirai  simplement  :  divisible  par...,  faisant  ainsi  rentrer 
dans  le  cas  de  la  divisibilité  d'un  polynôme  par  un  autre  le  cas  par- 
ticulier où  ce  polynôme  serait  identiquement  nul. 

(-)  La  question  serait  terminée  si,  pour  ce  point  w',  /_,  était  pro- 
portionnel à  Y,. 


(  16i  ) 
Il  la  droite  D  prise  coiiiine  axe  des  c,  et  conservons  les  no- 
talions  eniplo\ées,  en  remarquant  que  y,  et  -z^t  contien- 
dront la  variable  z,  et  qucy^  et  0-2  seront  deux  fonctions 
indépendantes  de  z^  dont  l'une  devra  devenir  propor- 
tionnelle à  l'autre  si  l'on  y  change  :r  et  j'  en  —  x  et  — y. 
La  (condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  du 
point  (0  est  alors  que  le  poljnonie 

(7)  /i(--^.  —y,  'izo—  z)-^  aOi(x,j^,z) 

soit  divisible  par  '-So-  Admettons  que  ce  point  existe. 
Posons 

/i(^.J,-)  =  Uo(a:-,r)-"'-^U,(^,7)5"'-'4-..., 

et  soit  U^(x^y)  le  premier  des  polynômes  Uo(^,jk), 
U|  (x,y)^  . .. ,  qui  n'est  pas  divisible  par^o  (  '  ).  La  pre- 
mière des  fonctions  Uo( — x, — y),  U,( — x,  — 1'),  ... 
qui  ne  contient  pas  Oj  en  facteur  sera  Up( — x,  — y). 
Le  polynôme  ('j)  étant  divisible  par  Oo,  la  partie  de  ce 
polynôme  qui  a  pour  expression 

«?i  {^,  r  >  2)  -V  Up  (—  a-,  —y)  (  •>.  ;;o  —  -  )"'->'^ 

-H  Up+,  (- a;,  -  r)  (-^^ -0  -  ^)"'-?-' ^.  •  . 

devra  jouir  de  la  même  propriété.  Prenons,  dans  cette 
expression,  les  termes  en  ^'"~?  et  ^'"~P~'.  Leurs  coelîi- 
cients,  qui  sont  les  deux  polynômes 

(-i)"'-P+»['^.(/u  -  ^)z^\5^{-x,  —y)+\},^+^{-x,  —y)\ 
-r-  a\^+i{x,  y), 

(  '  )  /,  n'est  pas  supposé  divisible  par  /j,  ni  f,  par  f;. 
Je  puis  admettre  que  |j  est  plus  petit  que  m  ;  car,  dans  lliypo- 
thésc  p  =  m,  la  fonction  (7),  et  celle-ci, 

u„.(— j:^,  —y)  +  «  ^iC-^-.r.  -)» 

sont  divisibles  par  Oj  en  même  tctnps  lune  que  l'aulrr,  quelle  que 
soit  du  reste  la  valeur  de  z,,. 


(■^4()2  ) 
devront  être  divisibles  par  o.,.  La  première  di.'  ces  deux 
conditions  exige  que  Vp(x,j^)  ne  soit  pas  divisible 
par  cp2  :  elle  fera  connaître  la  valeur  de  la  constante  a. 
La  seconde  condition  donnera  ensuite  la  valeur  de  z-^  {'  ). 
Pour  achever  le  problème,  il  faudra  voir  si,  avec  les 
valeurs  de  a  et  Zq  ainsi  calculées,  valeurs  qui  seront 
uniques,  le  polynôme  (y)  est  bien  divisible  par  cso. 

Il  nous  reste  encore  à  examiner  le  cas  où  il  y  aurait 
tout  un  plan  P  de  points  to'.  Le  point  w,  s'il  existe,  doit 
appartenir  à  ce  plan.  Prenons  le  plan  P  pour  plan 
des  JKZ,  et  conservons  les  notations  adoptées,  en  obser- 
vant que  /"o  et  cso  seront  maintenant  des  fonctions  de  la 
seule  variable  x  (dont  l'une  devient  proportionnelle  à 
l'autre  quand  on  y  change  x  en  —  x),  et  que  ni  /",  ni  cp, 
ne  pourront  être  des  fonctions  de  x  seulement.  La  con- 
dition nécessaire  et  sufiîsanti;  pour  l'existence  du  point  tu 
est  ici  que  le  polynôme 

(8)  /i(— ^;  2Jo-r,  2.-0  —  ^)  -^açi(x,y,.z) 

soit  divisible  parcca-  Ordonnons  le  polynôme y"i(.r,  y,  z) 
par  groupes  homogènes  de  degrés  décroissants  relative- 
ment aux  deux  variabhïs  j',  2,  et  soient 

Ao(x)z"'-P-r-  Ai{x)  z"'-i>-^  y -i-  A.î{x)  z"'-/>'^-y^--^.  .  . 

le  premier  de  ces  groupes  dont  tous  les  coefficients  ne 
sont  pas  divisibles  par  fo,  et  Ar{x)  le  premier  des  coet- 
licients  Ao(x),  A|(x),  A.2{x)^  ...,  qui  n'est  pas  lui- 
même  divisible  par  /"o.  Je  puis  toujours  supposer,  sauf  à 


(  '  )  On  pourra  généralement  abréger  ces  calculs  de  a  et  z^  en  (ixant 
à  volonté  l'une  des  deux  variables  x  ou  y,  soit  y,  dans  les  fonc- 
tions U,  V,  f„,  z>.,,  si,  pour  cette  valeur  donnée  à  y,  les  polynômes 
en  a:,  U„,  U,, . . .,  U,„_,  ne  sont  pas  tous  divisibles  par/j.  Ici,  l]^{x,y) 
désignerait  le  premier  de  ces  polynômes  qui  ne  remplit  pas  cette 
condition  de  divisibilité. 


(  W''  ) 

échanger  les  lettres  j^,  z,  que  la  variable  y  figure  dans 
le  terme  correspondant  Ar{x)  z'"~P~'\y'',  en  sorte  que  /■ 
n'est  pas  nul. 

Je  désigne  le  groupe  suivant  par 

Soient  aussi 

Co(x)z'"-i>-^  Ci(x)  z'^-P-^j  -+-  GiC^)  z"'-''-^- y"^  -\- . .  . 
et 

Do(^)^"'-/'-'-i-  Di(x)z"'-i'--y  -f-  D.  (j- )«'"-/'-' j'2_^. . . 

les  deux  groupes  de  termes  de  'j,  (j;,  j^',  c)  qui  sont  de 
degrés  m  —  p  et  m  — p  —  i  relativement  aux  deux  va- 
riables y,  z.  Dans  l'iiypotlièse  où  le  point  lo  existe,  la 
partie  du  polynôme  (8)  qui  a  pour  expression 

a  cp, {x,y,  z )  +  A;.(- x)  (-iz,— z)'"-/'  -'•( 2 jo -r)** 
-I-  Bo{—x){-iZo  —  zy"-P-^ 

-^  Bi(-  .X j  (-izo-  zy-i'-Hiyo- y)  -^ .  ■  ■ 


doit  être  divisible  par  Oo.  Donc  les  coefficients  qui 
atlectent  les  termes  en  ^'«-/'-'■j'"  i;t  ;"'-/'"'■  v'"^' ,  dans 
celle  expression,  à  savoir 

(—  r)"'-/'A,.(—  .r)  +  aC,.(a?). 

(—  i)"'-/'^i  [.Az-j^o  A,.  (;—./•)  H-  B,._,(— .r  )|  -^aDr-i(j^), 

devront  être  divisibles  par  es.;.  Si  l'on  remarque  que  Cr{J^) 
ne  peut  pas,  d'après  la  première  de  ces  deux  conditions, 
être  divisible  par  '^.,,  on  voit  que  ces  deux  conditions 
feront  connaître,  la  première,  la  valeur  de  la  consianlc  a, 
puis  la  secoud(!  celle  de  j'„.  11  n'y  a  que  deux  valeurs 
de  a  et  -) „  (pii  [)uissenl  satisfaire  à  ces  deux  coiulilions  de 


(  464  ) 
divisibilité.  Ces  deux  nombres  étant  calculés  de  la  sorte, 
si  y,  (x,y,  z)  est  indépendant  de  z,  la  question  se  trou- 
vera ramenée  à  voir  si  le  poljnome  (8),  alors  complè- 
tement connu,  est  divisible  par  csj,  et  tous  les  points  de 
la  droite  y=zy^  du  nouveau  plan  des  yz  seraient  des 
points  oj.  Dans  l'iijpotlièse  contraire,  pour  avoir  la  va- 
leur de  ^01  o'i  ^-'st  ramené  au  cas  qui  vient  d'être  traité. 
Cette  valeur  se  calculera  donc  par  la  condition  que  le 
polynôme 

(_i)/«-p+i[2(,n-p)^,Up(— j:-,2Jo— j)  +  U[3+,(— :r-,  2jo— r)] 

soit  divisible  par  la  fonction  Oo  de  x^  Up(a:,  y), 
Up_|.i(^,  j')  et  ^' ^+\{x^y)  étant  définis  comme  dans  ce 
cas.  11  restera  à  s'assurer  si,  avec  les  valeurs  uniques 
ainsi  tiouvées  pour  «,  j'y,  Zq,  le  polynôme  (8)  est  bien 
divisible  par  cso. 

Centre   d'une  courbe  gauche. 

Pour  reconnaitre  si  l'intersection  F  de  deux  sur- 
faces Si,  So,  d'ordres  m  et  Jti'  {ni''i  /«),  ayant  pour  équa- 
tions entières 

possède  un  centre,  et  pour  déterminer  ce  point,  il  suffira 
d'appliquer  les  méthodes  que  je  viens  d'exposer  en  se 
plaçant  dans  le  cas  où  les  polynômes  C3|,  Oo  sont  les 
mêmes  que  les  polynômes  /", ,  /"o.  Il  est  facile  de  voir  ce 
que  deviennent,  dans  ce  cas,  les  résultats  fournis  par 
l'analyse  précédente.  Je  me  bornerai  à  énoncer  ces 
deux-ci  : 

Quand  m'  est  inférieur  à  /«.  si  la  courbe  F  a  un 
centre,  ce  point  doit  être  aussi  centre  de  la  surface  So  ; 
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Quand  /7i' égale  ///,  si  le  rapport  de  (/i)  '■*  {f-i)  n'est 
pas  constant,  la  courbe  F  n'admet,  eu  fait  de  ccutres,  que 
les  centres  qu(;  peuvent  avoir  eu  commun  les  deux  sur- 
faces S,,  So. 

L'intersection  de  deux  surfaces  qui  n'ont  pas  le  même 
cône  asjmptotique  n'a  pas  d(;  centre  si  aucune  des  deux 
surfaces  ne  possède  de  cejilre. 

Remarque.  —  En  supposant  cpie  les  équations  par 
lesquelles  sont  définies  les  deux  ligures  F,  <I>,  distinctes 
ou  confondues,  ne  dépendent  que  de  deux  mêmes 
variables,  on  a,  par  ce  qui  précède,  sans  le  secours  de 
l'élimination,  une  solution  de  ces  deux  problèmes  de 
Géométrie  plane  : 

1°  Reconnailre  si  le  système  fies  points  communs  à 
deux  courbes  algébriques  admet  un  centre,  et  trouver 
ce  centre; 

2°  Reconnaître  si  deux  systèmes  analogues  au  pré- 
cédent sont  symétriques  V un  de  l'autre  j^ar  rapport  à 
un  point,  et  déterminer  ce  point. 

Dans  les  deux  cas,  le  point  en  question  doit  être  un 
centre  de  courbes  planes  algébiiques  dont  on  connaît  les 
équations. 

Nota.  —  Connaissant  les  équations  de  deux  figures 
algébri(jues,  on  sait,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  Note  que 
j'ai  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  ('),  former 
des  équations  de  surlaces  du  second  ordre  jouissant  de 
cette  propriété  que,  si  les  deux  figures  sont  svmétri(jues 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  (o,  ces  (piadricpies 
doivent  avoir  pour  centre  le  point  m.  On  pourrait  iairc 
usage  de  ces  (juadricpies  pour  reconnaître  l'existence  et 


(')   Comptes  rendus,  ii  septembre  1899. 

Ann.  de  Mal livniat.,  3'  série,  t.  XIX.  (Octobre  1900.)  3o 
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ia  position  du  point  C05  mais  leur  emploi  serait  insulli- 
sant  à  résoudre  la  question  si  elles  possédaient  une 
infinité  de  centres  communs. 


[L^4c] 
SlIU  LE  MIMMIIM  DE  L'ANGLE  OIE  FAIT  M  RIAIIÈTHE 
DT.\  ELLIPSOÏDE  AVEC  SON  PLAN  DIAMÉTIML  COX- 
JIGIÉ; 

Par  m.  BrAiTEL, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciale* 
au  lycée  Saint-Louis. 


Si  l'on  appelle  x,  y,  -  les  paramètres  directeurs  d'une 
corde,  l'angle  V  que  fait  celte  corde  avec  le  plan  dia- 
métral conjugué  est  fourni  par  la  formule 


7 


(•>  ^-^^U-^iv-^H-^-7^+-)- 


Cette  équation,  où  V  est  donné,  définit  un  cône  du 
(Miatrième  degré,  lieu  des  cordes  répondant  à  latjuestion. 
L'angle  V  sera  maximum  ou  minimum  quand  ce  cône 
présentera  une  génératrice  double  isolée. 

L'application  des  méthodes  usuelles  pour  la  recherclie 
des  génératrices  doubles  montre  que  ces  génératii(es 
sont  nécessairenunit  dans  un  des  plans  de  coordonnées. 

i"  Une  pareille  génératrice  est  confondue  avec  l'un 
des  axes,  cela  exige  sin- V  =  i . 

2"  Une  pareille  génératrice  n'est  pas  confondue  avec 
l'un  des  axes. 

Si  elle  est  dans  le  plan  z  =  o,  on  démontre  de  suite 
fnTelle  est  confondue  avec  l'un  des  diamètres  conpigués 
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('gaux  de  l'ellipse  priiieipale 


et  alors 


sin- V  —  — , —  ,    -„ 

(«2 -H   A2  ,2 


En   j)orlanl.  <;eLte  valeur  dans  Tequalion    (i).  on  est 
amené  à  élndier  le  cône 


^  fi    (--^--^-J-^  -■-) 


(  a-  -h  o-  )-  {  —^  -f-  ",  -  -+-   — 
\  a-         o-         c- 


dans  le  voisinage  de  la  droite 


on  l)ien,  ce  (|iii  ii'vient  an  inènu',  en  prenant,  la  ti-aei; 
du  eône  sur  le  |)lan  (j)' ^^  h),  ei-la  revient  à  étudier  la 
couibe 

,      ,,  ,  /^'        --         \- 

—  (  a-  -r-  «■- 1-     —  -; h  I      =  o 

'     \rt-         c-  / 

dans  le  voisinage  du  point  (jf  =i  <•«,  r:  ==  o  ). 

En  y  Iransporlant  l'origine,  on  vérifie  que  c'est  bien 
iiii  point  douMe  et  cpie  les  tangentes  y.  sont  fournies 
par  l'équation 

'—^{ii-  —  h- y-—  (  ti"-    -  h-)  ^(c- —  a- )  (c- —  Ij-  )  —  o. 

(les  tangentes  seront  imaginaires  si  l'on  a 
(  c'  —  a-  )  (  r-  —  h'^  )  <  n, 

«  T  qui  <'xiL;<'  (pii'  c  ^i)il    I  i/.r<-  nio)  en. 
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On  ii'oblient  donc  un  miuiinum  non  seulement  ab- 
solu, mais  relatif,  que  si  la  corde  en  f|ueslion  est 
confondue  avec  un  des  diamètres  conjugués  égaux  de 
J'ellipse  principale  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
Taxe  mojen  (  '  ). 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  HIÉCAMQUE  PROPOSÉ 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1899; 

Par  m.  a.  de  SAINT- GERMAIN. 


Je  vais,  comme  j'ai  fait  plusieurs  fois  dans  les  Nou- 
velles Annales,  iudicpier  une  solution,  bien  simple,  du 
problème  de  IMécanique  proposé  au  Concours  d'agré- 
gation de  1899.  Je  résume  l'énoncé  : 

Une  sphère  S,  pesante,  homogène,  no??  élastique,  rie 
rayo??  p,  de  niasse  7?î,  d'abord  en  repos  sur  u?i  plaît 
horizontal  H  pa?'/uiteme?it  poli,  est  choquée,  e?i  un 
point  P  de  sa  su?'/ace,  par  u?i  point  M,  de  poids  ???§•, 
a?ïi??ié  d'une  vitesse  ho?izo??tale  co?i?iue  et  ?ion  tan- 
ge?ite  à  S;  ap?ès  le  choc,  M  s'i?icrusle  en  P  sur  la 
sphè?e.  Déte???iiner  le  niouueme?it  du  système  aussitôt 
après  le  choc;  dire  dans  quelles  régions  doit  se 
trouver  P  pour  que  la  sphère  soit  soulevée,  ou  ne  le 
soit  pas,  au-dessus  du  pla?i  H.  Calculer,  dans  les  deux 
cas,  la  perte  de  force  rnue.  Chercher,  da?is  le  second 
cas,  le  niouue??ient  ultérieur  du  systè??ie. 


(')  Celle  Note  a  été  rédigée  à  la  demande  de  M.  Appell,  qui  s'est 
servi  de  ce  théorème  de  Géométrie  dans  un  article  relalif  aux  expé- 
riences du  commandant  Harlmnnn  {BuUclin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France.  1900). 


(469) 
Prenons  des  axes  rectangulaires  fixes  dont  l'origine  O 
coïncide  avec  le  centre  de  S  avant  le  choc,  OX  dirigé 
dans  le  sens  de  la  vitesse  initiale  du  point  M,  vitesse 
égale  à  V,  OZ  suivant  la  verticale  ascendante.  Soient  x, 
y,  z  les  coordonnées  initiales  de  P  :  x  est  nécessaire- 
ment négatif.  Je  fais  vi  =  \    et  le  moment  d'inertie  [x 

de  S  autour  d'un  de  ses  diamètres  est-  o'-.  Je  définirai 

5  ' 

le  mouvement  du  système  immédiatement  après  le  clioc 

par  les  composantes  ii,  i>,  w  de  la  vitesse  acquise  par  le 

centre  de  la  sphère  et  par  les  composantes/?,  //,  /•  de  la 

rotation  instantanée  co.  La  vitesse  du  point  M,  égale  à 

celle  de  P,  aura  pour  composantes 

u  +  qz  —  ry,  V -\- rx — pz,  *»' -i- /JJ'  —  qx. 

Supposons  d'abord  que  S  doive  être  soulevée  au- 
dessus  du  plan  H  et,  par  suite,  que  ti>  soit  positif.  La 
somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement 
étant  la  même  avant  et  après  le  choc,  nous  avons  trois 
équations  : 

1    ^'  =  2  «  -r-qz  —  ry, 

(1)  <    o   =9,4'    -1- /'.r — pz^ 
[  o  ='nv  -h  py  —  qx; 

la  conservation  de  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  (rois  axes  donne  encore 

1  o     =ixp-\-y(w-i-py  —  qx}  —  z{v-i-rx  —  pz), 

(2)  /  \z=  ixq-~  z{u  -t-qz  —ry)  —  x{w-hpy  —  q.r), 
f  —  \y  =  [xr  -i-  x{v  -\-  rx  —  p  z)  —  y{u  -r-qz  —  ry  ) . 

Ajoutant  ces  équations  respectivement  muliipliées 
par  X,  y^  z,  on  a  : 

(3)  px  -r-  qy  -\-  rz  =  o, 

cette  é(jiJation  exprime  (|ue  i<)  est  perpendiculaire  à  OP-, 
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on  pouvait  1  écrire  à  l'avance  parce  que  to  doit  èlre  di- 
rigé suivant  le  diamètre  conjugué  du  plan  du  couple  de 
percussion  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  de  S,  qui 
est  lui-même  une  sphère.  Les  équatious  (i)  donnent 

\  -^  r  y  —  (j  z  p  :.  —  r.r  '/ ■>^  ~  PY 

'X  JL  î 

Je  substitue  ces  valtiurs  dans  les  équations  (2),  puis, 
en  vertu  de  la  relation   (3),  je  leniplace,  dans  la  pre- 

niiere  des  équations  oJjtenues,   les  termes   —  — x 

par  — ^;  dans  la  seconde,  les  termes  en  j>'  deviennent  de 

même  -^^;  dans  la  troisième,  les  termes  en  ,:  deviennent 

2 

;.-2 

Je  forme  ainsi  trois  équations  reufeiinant  chacune 

une   seule    inconnue,    et,    en    remplaçant    u.   par  -^  0-, 

X- +  y- -\-  z^  par  p-,  j'en  tire 

3\z                        5\V 
p  =  o,  q  =  -,  1= ^-; 

y?'  9?' 

puis  les  équations  (4)  donnent,  après  de  simples  réduc- 
tions, 

()x--^\y-^  \Z'-^,  'iXY^  5xz\ 

u  =  ^ V ,  r  =  — - —  y  ir  =  • 

ibp-  Jbp-  ibO-î 

Pour  être  d'accord  avec  notre  hypothèse,  il  faut  ([ue 
la  valeur  trouvée  pour  w  soit  positive;  x  étant  négatif, 
z  doit  l'être  aussi  et  le  point  P  situé  sur  la  moitié  infé- 
rieure de  la  surface  S,  ce  qui  semble  assez  évident 
Il  priori. 

Calculons  directement  la  perle  Q  de  force  vive  due  au 
choc, 

l    O  =  \- —  «^ —  (•"- —  tr"^ —  'Jico- —  (u~r-nz  —  /')')- 

(■>»  , 

/  —  [  i-  -r-  r  X  —  p  z  )-  -^  (  a-  -^  py  —  <J  ■i')-'- 
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remplaçant   ii,  v',  w  par   liurs    valeurs   (i),  on   trouve, 
après  réduelioa  des  tenues  seuiblables, 

(;>=  -^y-—  ;aw2—  -  [<  fj  z  —  rj'y--^{rr  —  p  z)-^-^  (  py  —  q  r }'-]. 

Eu  vertu  de  l'ideiilllé  do  Lagrange  et  de  la  relation  (3), 
la  quantité  entre  eioeliets  se  réduit  à 

< /»2 -1- 7 - -+- /-ï  )  (  ^2  ^- j'î -(- 52  ) 
et  l'on  a 


■t  \   3 


'   '  -  (Ji-  :^ — V  -  —    \  II. 


■tj'  l%f' 


Un  caltiil  analogue  permettrait  de  vériliei-  le  théo- 
rème de  Carnot.  Mais  si  l'on  admet  a  priori  1  appliea- 
lion  de  ce  théorème,  ou  arrivera  presque  immédiate- 
ment à  la  valeur  précédente  de  Q.  Ecrivons,  en  effet, 
que  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  due 
aux  vitesses  perdues;  on  a 

iO  =   ft-  -i-  V'  -î-  IP2  -Ir-   -JLCO-  -f-  (  V  —  »  —  <7  ^  -h  /•_/  )- 
-^  (p-!-  rx  —  pz)--~  (w  -h py  —  qx)'. 

Ajoutons  membre  à  ntembre  avec  l'équation  (5)i  il 
se  produit  d'énormes  réductions  grâce  à  ce  fait  que  S 
<Uait  d'abojd  en  repos  et  la  vitesse  initiale  de  M  paral- 
lèle à  OX  ;  il  reste 

■^ Q  =  2  V-  —  i \( a  -^  q 3  -i-  ry)  =  2 \( \—  a  —  q z  -i-  ry}\ 

or,  en  vertu  de   la  première  équation  (1),    la   dernière 
parenthèse  est  égale  à  u,  et  Q  à  \  //. 

Passons  au  cas  où  S  doit  rester  sur  le  plan  H,  tv  étant 
mil.  La  sphère  reçoit  du  plan  une  percussion  N,  mais 
«uiihim;  <(llc-(i  est  dirigée  suivant  OZ,  nous  aurons 
«•ticcn'c  les  deux  premières  é(jualions  (j)  et  (  i)^  les 
«'•ijualions  (  i  )  avec  ir  nul  cl  la  relalion  (3).  Si,  dans  les 
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équations  (2),  je  remplace  u  et  v  par  leurs  valeurs  (4), 
j'obtiens  des  équations  un  peu  moins  symétriques  que 
dans  le  premier  cas  : 

(7)  -^'       -'       -''"-^^ 

(8) 


0=  \^p^y{py  —  qx) 

1  ,.  q z  —  rv 

-\z    =  iiq  -Jn  z ~ 

2  '     ''  2 


—  x{py—qx), 


(9) 


pz 


—y 


ry 


L'équation  (9)  est  la  même  que  l'équation  corres- 
pondante dans  le  premier  cas  et  nous  en  tirerons  encore 
pour  r, 

-_  ^Zz 

''~         9?^' 


donc,  eu  égard  à  l'équation  (3), 


(lO) 


px  -f-  qy 


\yz 


9?' 


Ajoutons  les  équations  (^)  et  (8)  multipliées  par  j'  et 
par  —  X  : 

—  i  Yxz=^  Lj,^a;^.^y2  +  ~  zA  (py  —  rjx); 

d'où,  en  posant  x-  -i-  y-  =  a-, 
(11)  py  —  qx 


^Yxz 


Des  équations  (10)  et  (1  i)  on  tire, 

5V^(9p2+5^2) 


P  =  — r, — r^^-'^v.  ' 


9  = 


9p2(9p2+5aî) 

et  les  valeurs  (4)  de  11^  \^  deviennent 

_  ( 63 :r2 _,_  28^^24.  j 3,32) V  _        ZbVxy 


9(9p2+5a2) 


9(9p2-i-5a2) 
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La  percussion  N  est  égale  à  l'accroisscinent  de  la 
somme  des  quanti  lés  de  mouvement  projetées  sur  OZ, 
ou  à  yoj'  —  (jx,  dont  nous  avons  la  valeur  (i  i)  :  or  N 
doit  être  [)Osilive  ;  il  faut  donequexc  soiL  négatif  et,  par 
suite,  z  positif":  le  [)oint  P  sera  sur  la  moitié  supérieure 
de  la  surface  de  S. 

On  peut  calculer  directement,  comme  dans  le  premier 
cas,  la  [)erte  de  force  vive  due  au  choc  :  ce  calcul  t!xige 
(|uel([ue  attention.  iMais  on  peut  aussi  eniployer  la  nxé- 
tliode  ([ui  nous  a  conduit  si  rapid(;ment  au  résultat  :  la 
perte  de  force  vive  est  encore  exprimée  par  la  for- 
mule (5)  où  sv  serait  nul  :  le  théorème  de  Carnot  con- 
duit encore  à  l'équation  (6)  uialgré  l'intervention  de  la 
percussion  IN,  parce  que  son  travail  est  nul  :  en  combi- 
nant les  deux  expressions,  on  trouve,  comuie  dans  le 
premier  cas,  (jue  la  force  vive  perdue  est  égale  à  \ u. 

Le  mouvement  ultérieur  du  système  est  celui  d'uu 
solide  de  révolution  qui  glisse  sans  frotienieut  sur  un 
plau  horizontal.  Le  solide  a  son  centre  de  gravité  G  au 
milieu  du  rayon  de  S  qui  aboutit  en  P  :  sa  masse  est 
égale  à  2;  ses  moments  d'inertie  autour  de  l'axe  de 
figure  GP  et  d'une  perpendiculaire  ([uelcoïKjue  menée 
par  le  point  G  sont 

G  =  -7  p-,  A  =  -  p2  -+-  -  p-  =  —  p^. 

Conservons  les  axes  fixes  du  début  et  définissons  la 
position  du  solide  à  l'instant  L  par  les  coordonnées  ^,  r,, 
J^  du  point  G  et  par  les  angles  d'Euler  0,  <l,  cp;  0  étant 
l'angle  de  GP  avec  OZ,  ^  est  égal  à  ^pcosO  et  la  force 
vive 

-f- A(0'2-f-'y2sinîO)-4-  C(o'-4-.;/'coi>0)2. 
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Pour  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liai- 
sons, le  travail  des  forces  agissant  sur  le  système  est 
—  'ig'^jt  ou  gz  sinf)  oO  ;  les  équalious  de  Lagrange  rela- 
tives à  ;,  'A, ,  '-5,  '!/  sont 


dt 


=  o, 


dt 


=  o, 


d{o'-\-  i{;'cos6) 
dt 


o, 


dt 


[A'V  siii2  0  +  C(o'-4-'ycosO)co.sOJ  ==  o. 


Les  deux  premières  expriment  cpie  ;',  r/  ont  des  va- 
leurs constantes,  (|ui  sont  évidemment  .7V  et  zéro.  La 
valeur  de  o'  -\- -V  co?,^  est  aussi  constante  et  égale  à  la 
])roj('ction  de  la  rotation  initiale  to  sur  CîP,  c'est-à-dire 

-  ou,  (3),  à  7,éi'0.  On  a  donc  toujours 

o'-t-  <h'  COsO  =   O. 


à  p^JlSJI. 


IMais  ce  résultat  simplifie  beaucoup  la  quati'ième  équa- 
tion de  Lagrange,  qui  exprime  alors  l'invariabilité  de 
'Vsin-Q;  ce  produit,  qui  représente  dans  le  cas  actuel 
la  projection  de  la  rotation  instantanée  du  système 
sur  OZ,  est  égal  à  sa  valeur  initiale  /•, 


6'  sin-O  =  /• 


Au  lieu  de  la  cinquième  équation  de  Lagrange,  pre- 
nons l'intégrale  des  forces  vives  :  eu  égaid  aux  résultais 
précédents,  elle  peut  s  écrire 


-  0'-  siii-0 
2  ' 


\    0'2-T-A 


.in  2  0 


■f.sT'ij  cosO  =  h. 


La  constante  Ii  est  la  valeur  initiale  du  premier 
membre.  Or  ocosQ(,  est  égal  à  z,  psinOy  à  a;  0|,  est  la 
projection    de   (o    sur    une   horizontale    perpendiculaire 

à  (iP  cl  dont   les  cosinus  dirci  leuis    sont >   —  ■>    o; 
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sa  valeur ^  esl  donnée  par  la  Connule  (i  •).  Reni- 

plarantles  quanti  lés  connues  par  leurs  valeurs  et  faisant 
les  réduelioiis,  je  Lrouve 


18     yp2 


•■iA'-, 


valeur  essenlielleinenL  positive.  Si,  enfin,  dans  l'inté- 
grale des  lorees  vives  )e  prends  poin-  inconnue  0  cosO  =  A, 
au  lieu  de  9,  l'écpiation  peut  se  niettre  sous  la  forme 


•  I?' 


iv>.)  < 


—  5X2  cO^ 
10  dt- 

V2    iyyi-^ç)Z^- 


o.,ir(z-l) 


]- 


l-')  — 


■îV^j^ 


I  L  18     9p"--f-5a'-     •      '^    "  /j  M-  /  ^^ 

Les  variables  se  séparent  et  t  s'exprime  par  une  inté- 
grale abélienne  eu  À;  A  lui-niènie  oseille  entre  deux 
limites  comprises  entre  —  p  et  p  et  toujours  différentes. 
Le  cas  de  x=  o  est  exclu;  si  y  est  nul,  -V  et  '^'  le  sont 
aussi;  t  est  encore  donné  par  une  intégrale  abélienne, 
mais  on  voit  que  le  second  meinbie  de  Téqualion  (i'-») 
s  annule  ([uand  ),  est  égal  à  ziz  p  ou  à 


l,  =  z 


5V2^2 


4(9?--^  j-^-^ 


À  varie  entre  —  p  et  la  plus  petite  des  deux  quantités  )>i,  0; 
si  c'est  p,  le  solide  tourjie  toujours  dans  le  même  sens 
autour  d'une  parallèle  à  OY  menée  par  le  point  G-,  si 
c'est  }v,,  le  sens  de  la  rotation  sera  variable;  si  ),,  =  p, 
GP  deviendra  vertical  au  bout  d'un  temps  infini.  Quand 
z  est  nul,  )>  varie  eutre  zéro  et  la  racine  négative  de 
l'é(|uation 

5  V^^-^ 


/2  — 


36, 


X-p'-=o. 


(  476  ) 
BIltLIOGRAPlIIE. 


Éléments  de  la  Théorie  des  nombres  5  par  M.  È. 
Calien.  viii+4o3  pages  grand  iii-S".  Paris,  Gaulliier- 
\  illars,  1900.  Prix  :  12*^*^. 

Le  Livre  que  Aient  de  publier  M.  Caheii  était  vivement  dé- 
siré et  son  Auteur  a  tous  les  titres  à  notre  reconnaissance. 

Depuis  le  célèbre  Traité  de  Legendre,  il  n'avait  pas  paru  en 
France  d'Ouvrage  où  fussent  réunies  et  exposées  d'une  façon 
complète  les  doctrines  fondamentales  de  la  théorie  des 
nombres.  Or,  le  Traité  de  Legendre,  quoique  riche  en  résul- 
tats, a  vieilli  sur  beaucoup  de  points  et  ne  répond  plus  aux 
exigences  actuelles. 

D'autres  auteurs,  en  des  Ouvrages  qui  n'étaient  pas  consa- 
crés à  la  théorie  des  nombres,  ont  été  amenés  à  exposer  assez 
complètement  certaines  parties  de  cette  Science;  mais,  natu- 
rellement, ils  ont  laissé  de  côté  tout  ce  qui  n'était  pas  indis- 
pensable à  leur  sujet.  Aussi,  V Algèbre  supérieure,  de  Serret, 
qui  renferme  des  développements  étendus  sur  les  fractions 
continues  et  sur  les  congruences,  est  muette  sur  les  formes 
quadratiques. 

Il  y  avait  ainsi,  dans  la  littérature  mathématique  française 
de  notre  époque,  une  lacune  bien  regrettable  à  un  double 
point  de  vue. 

En  premier  lieu,  la  théorie  des  nombres  se  relie  étroitement 
aux  autres  parties  des  Mathématiques,  et  l'on  sait  que,  prin- 
cipalement dans  les  recherches  élevées  de  l'Analyse,  beaucoup 
de  vérités  revêtent  un  caractère  nettement  arithmétique.  Par 
exemple,  on  ne  peut  guère  arriver  à  l'intelligence  complète 
des  théories  concernant  les  fonctions  autoniorphes,  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  et  celle  des  fonctions  abé- 
liennes  sans  connaître  au  moins  dans  leurs  parties  essentielles 
les  propriétés  des  formes  quadratiques  à  coefficients  entiers  et 
des  irrationnelles  qui  s'y  rattachent. 

On  sait  aussi  combien,  dans  ces  dernières  années,  les  ques- 
tions relatives  à  la  distribution  des  nombres  premiers  ont  con- 
tribué à  attirer  l'attentidn  des  analystes  sur  les  propriétés  des 
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fondions  entières,  et  comment  les  rcchcrclics  ainsi  provoquées 
ont  amené  de  mémorables  découvertes. 

Les  personnes  désireuses  de  pousser  un  peu  loin  leurs  études 
mathématiques  étaient  donc  obligées,  pour  acquérir  des  con- 
naissances véritablement  indis|)ensables,  de  s'adresser  à  des 
Ouvrages  étrangers,  allemands  pour  la  plupart,  fort  bienfaits 
sans  doute,  mais  dont  la  lecture  n'est  pas  accessible  à  tous. 

Le  Livre  de  M.  Cahen,  appelé  à  rendre  de  grands  services  à 
ceux  qui  veulent  étudier  l'Arithmétique  en  vue  de  ses  appli- 
cations à  d'autres  parties  de  la  Science,  ne  sera  pas  moins  bien 
accueilli  de  ceux  qui  chérissent  la  théorie  des  nombres  pour 
elle-même.  Et  ces  derniers  ne  seront  pas  les  moins  nombreux  : 
Sur  beaucoup  d'esprits,  les  propriétés  des  nombres  entiers 
exercent  un  charme  d'une  singulière  puissance,  dont  on  peut 
discerner  diverses  raisons  :  d'abord,  de  toutes  les  vérités  ma- 
thématiques, celles  de  l'ordre  arithmétique  empruntent  le 
moins  à  l'expérience,  et  les  postulats  dont  elles  dérivent  sont 
ceux  que  l'on  ne  pourrait  rejeter  sans  s'interdire  de  penser.  II 
suffit  de  dire  :  J'ai  la  faculté  de  distinguer,  d'associer  et  de 
compter  des  concepts,  pour  en  conclure  avec  une  rigueur  ab- 
solue :  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  carrés. 
Gela  est  indépendant  de  tout  renseignement  que  nos  sens 
peuvent  nous  donner  sur  le  monde,  et  ce  caractère  d'abstrac- 
tion et  de  certitude  parfaite  revêt  l'Arithmétique  d'une  incon- 
testable beauté. 

En  second  lieu,  les  propositions  de  la  théorie  des  nombres 
ont  fréquemment  des  énoncés  d'une  simplicité  frappante,  in- 
telligibles presque  sans  initiation  mathématique,  même  quand 
leur  démonstration  a  exigé  les  efforts  de  l'invention  la  plus 
subtile,  même  quand  cette  démonstration  nous  reste  encore 
inaccessible.  Enfin,  cette  étude  qui,  rapidement,  conduit  aux 
problèmes  les  plus  difficiles  peut-être  qui  puissent  se  poser 
aux  Géomètres,  n'exige  point  de  connaissances  préalables.  Le 
premier  venu,  réunissant  les  conditions  de  savoir  lire,  d'avoir 
l'esprit  mathématique  et  de  goûter  les  jouissances  abstraites, 
peut  aborder  la  théorie  des  nombres  et  prendre  part,  après 
quelques  jours,  aux  spéculations  les  plus  élevées  de  l'esprit 
humain. 

Le  Livre  de  M.  Gahcn  remplit  parfaitement  ce  double  pro- 
gramme :  d'une  part,  exposer  les  parties  de  r.\rithmétique  qui 
sont  essentielles  pour  l'intciligcnce  complète  il'autrc*  t  iiéories  ; 
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(le  l'autre,  être  accessible  aux  lecteurs  les  plus  dénués  de  pré- 
paration, en  ne  faisant  a[)pel  à  aucune  notion  antérieurement 
acquise.  Cette  dernière  préoccupation  est  visible  dans  tout 
l'Ouvrage,  qui,  d'un  bout  à  l'autre,  se  suffit  à  lui-même.  La 
rédaction  en  est  fort  claire,  les  résultats  sont  mis  nettement 
en  évidence,  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  sont  acquis.  Enfin,  de 
nombreux,  exemples  numériques  permettent  au  lecteur  de  se 
rendre  compte  de  la  valeur  pratique  des  méthodes  exposées, 
tout  en  le  reposant  des  considérations  abstraites. 

Une  courte  analyse  montrera  le  plan  que  s'est  tracé  l'Au- 
teur: 

Le  Chapitre  I  résume  les  théories  les  plus  élémentaires  con- 
cernant les  opérations  fondamentales,  la  numération,  la  divi- 
sibilité, les  nombres  premiers,  les  nombres  fractionnaires. 

Le  Chapitre  II  contient  un  complément  de  ces  théories  élé- 
mentaires. On  y  étudie  les  diviseurs  des  nombres,  les  indica- 
teurs des  divers  ordres  (dont  des  recherches  récentes  ont 
montré  l'importance),  la  décomposition  en  facteurs  de  nî.Les 
nombres  négatifs  sont  alors  introduits  et  le  Chapitre  se  ter- 
mine par  l'exposé  des  propriétés  les  plus  simples  des  fractions 
continues. 

Au  Chapitre  III,  nous  pénétrons  dans  la  théorie  des 
nombres  proprement  dite,  avec  la  notation  des  congruences, 
l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  les  congruences  bi- 
nômes, les  racines  primitives  et  les  indices,  les  théorèmes  de 
Fermât,  d'Euler  et  de  Wilson.  Ces  derniers  se  trouvent  élé- 
gamment généralisés  par  la  considération  des  fonctions  symé- 
triques des  nombres  inférieurs  à  un  nombre  premier  donné. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  des  résidus  quadra- 
tiques et  aux  congruences  du  second  degré.  L'Auteur  y  étudie 
avec  grand  soin  cette  célèbre  loi  de  réciprocité,  de  Legendre, 
sur  laquelle  tant  d'illustres  géomètres  ont  exercé  leur  saga- 
cité. Il  en  donne  les  deux  démonstrations  les  plus  simples  con- 
nues, et  passe  à  l'extension  faite  par  Jacobi  du  symbole  de  Le- 
gendre, extension  si  importante  au  point  de  vue  des  calculs 
numériques,  indépendamment  de  son  grand  intérêt  théorique. 
Il  applique  ensuite  les  théories  précédentes  à  la  résolution  des 
congruences  du  second  degré.  Dès  maintenant  (et  nous  ne 
sommes  pas  à  la  moitié  du  Livre),  le  lecteur  peut  éprouver  la 
satisfaction  que  donne  la  solution  complète  et  irréprochable 
d'une  question  dinicile. 
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Au  Chapitre  V  sonl  intiodiiils  les  nonihics  incommensu- 
rables, définis  au  moyen  d'ensembles  de  nombres  rationnels  et 
dont  la  notion,  bien  qu'étran-^lère  à  la  théorie  des  nonibrcs 
]iroprement  dite,  est  indispensable  pour  la  suite.  On  étudie  le 
développement  de  ces  nombres  en  fractions  continues,  puis 
vient  l'examen  des  critères,  malheureusement  encore  bien  im- 
parfaits, qui  permettent  de  distinguer  les  nombres  rationnels 
lies  incommensurables  et  les  nombres  algébriques  des  nombres 
transcendants.  Le  tiiéoréme  de  Liouville  sur  les  nombres  algé- 
briques est  établi  et  le  Chapitre  se  termine  par  l'étude  du  dé- 
veloppement en  fractions  continues  des  nombres  algébriques 
tiu  second  degré,  les  seuls  sur  lesquels  nos  connaissances  aient 
acquis,  jusqu'à  ce  jour,  quelque  précision. 

Le  Chapitre  VI,  de  beaucoup  le  plus  important,  est  consacré 
à  l'étude  des  formes  quadratiques  binaires.  On  peut  dire  que 
c'est  le  \éritable  sujet  du  Livre,  semblable,  en  cela,  à  la 
Zahlentheorie,  de  Etirichlet;  mais  i\L  Cahen,  qui  s'est  évi- 
demment guidé  sur  l'illustre  auteur  allemand,  ne  l'a  pas  imité 
servilement. 

Deux  notions  importantes,  celle  des  groupes  de  siibslilu- 
tions  modulaires  et  celle  des  congrueiices  de  substitutions. 
dont  iM.  Cahen  fait  un  emploi  systématique,  permettent  en 
clTet  de  rendre  l'exposition  plus  claire  en  bien  des  points 
et,  en  même  temps,  font  mieux  ressortir  la  philosophie  dos 
méthodes  suivies. 

Après  une  courte  étude  des  substitutions  modulaires,  sont 
énoncés  les  trois  problèmes  fondamentaux  que  pose  la  ques- 
tion de  l'équivalence  des  foimes.  Ils  sont  ensuite  résolus, 
d'abord  pour  les  formes  à  discriminant  positif,  puis  pour  celles 
à  discriminant  négatif.  L'étuile  faite,  dans  un  Chapitre  anté- 
rieur, du  développement  en  fractions  continues  des  irration- 
nelles quadratiques,  rend  la  lecture  de  ces  dernières  pages 
sensiblement  plus  facile  que  celle  de  Dirichlet. 

J'exprimerai  ici  un  regret  (le  seul  d'ailleurs  que  m'ait  laissé 
la  lecture  de  l'Ouvrage  tout  entier):  c'est  que  le  désir  de  se 
restreindre  ait  empêche  iM.  Cahen  de  faire  connaître  les  repré- 
sentations géométriques  si  simples  et  si  ingénieuses  que 
AI.  Klein  a  imaginées  pour  les  formes  réduites,  et  qui  se  rat- 
tachent aux  théories  des  fonctions  modulaires  et  fuchsiennes. 
Le  Livre  est  complété  par  plusieurs  Notes  intéressantes. 
p:ii'iiii  lc*i|iii'IIi's  je  citerai  cnriinii'  p;nt  iciilicrcmcnl   •iiigu:c>;tive< 
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celles  sur  les  nombres  premiers,  sur  le  groupe  modulaire, 
sar  les  fonctions  numériques,  sur  les  nombres  entiers  ima- 
ginaires, et,  enfin,  par  des  Tables  numériques  empruntées  à 
la  Théorie  des  congruences,  de  Tchebyched. 

En  terminant,  je  formerai  l'espoir  que  M.  Galien  ne  tardera 
pas  à  accomplir  une  promesse  faite  par  lui  dans  la  Préface  de 
son  Livre  :  c'est  de  nous  donner  un  second  Volume,  suite  na- 
turelle de  celui-ci,  et  consacré  à  l'Arithmétique  transcendante 
[nombre  des  classes  de  formes  quadratiques,  idéaux,  fonc- 
tion ^(5),  etc.].  Ces  théories  ont  fait  l'objet  de  beaux  travaux 
contemporains,  parmi  lesquels  ceux  de  M.  Cahen  lui-même 
occupent  une  place  distinguée. 

Il  y  a  grand  intérêt  à  les  réunir  dès  maintenant  en  corps  de 
doctrine  et  tous  les  lecteurs  du  présent  Volume  penseront 
comme  moi  que  nul,  mieux  que  son  auteur,  n'est  désigné  pour 
accomplir  cette  tâche.  Raoul  Bricaud. 


ERRATA. 


Page  188,  la  question  573  est  énoncée  d'une  manière  inexacte 
comme  l'a  fait  voir  M.  Mister  (1872,  p.  22)  et  doit  être  retirée. 

Page  871,  cinquième  ligne,  lisez  tangente  au  lieu  de  génératrice. 

Page  382,  les  questions  482  et  539  ont  déjà  été  résolues  et  doivent 
être  retirées. 

Même  page,  la  question  558  doit  être  cliangée  en  598. 

Page  383,  la  question  1856  doit  porter  le  n"  1856'"'. 

Page  383,  question  1858,  au  lieu  àe  prouvez,  \iscz  prouver. 

Page  384,  question  1861,  au  lieu  de  montrez,  lisez  montrer. 


AVIS    IMPORTANT. 


Les  questions  proposées  dans  le  numéro  de  septembre 
portent  un  numérotage  erroné.  Au  lieu  des  n"'  1853  à  18G1, 
elles  doivent  porter  les  «"■'  18G7  à  1873.  J\ous  prions  nos 
lecteurs  de  vouloir  bien  faire  la  rectification  nécessaire. 
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PIIEMIEH  C0\(<01RS  DES  '  \0I1VELIES  AX\'ALES   > 
IM)l!lt    M)OI. 


Sujet. 

On  dit  qu  un  point  M  décrit  une  courbe  C  sui- 
vant la  loi  des  aires,  le  centre  des  aires  étant  un 
point  S,  lorsque  la  portion  de  droite  SM  décrit 
des  aires  qui  varient  proportionnellement  au 
temps  sur  la  surface  du  cône  qui  a  pour  sommet 
le  point  S  et  pour  directrice  la  courbe  G. 

On  demande  d'étudier  les  mouvements  pour 
lesquels  il  existe  deux  ou  trois  centres  des  aires. 

Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  de  Malhémaliijues . 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  dioit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i"   A  un  ciédit  de  loo''"  d'Ouvrages  à  choisir  dans  \v. 
Catalogue  de  AL  Gaulhiei-Villars; 
y,"  A  la  publication  du  ]Mémoire; 
3"  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devioiit  être  parvenus  à  la  Rédaction 
WANT  LE  i5  MAI  I Qo  I ,  tcrmc  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  piovisoirement  l'anonyme 
Ann.  de  Mathémat.,  ii"  sôrio,  I.  \I\.  (  Novembre  1900.)     3i 
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Dans  ce  JeinitM'  cas,  le  Mémoire  poilei-a  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraiie,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  mai  et  après  le  |ugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  JMé- 
moires  ;  niais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
rcsle  que  l'insertion  d'un  Ti'avail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  juin  i()oi,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard,  publié 
dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  jnges  du  Concouis  (pii  se  seiont 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés surxm  Concours  uhérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  réconq^ensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  connaître 
sans  relard  s'il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rkdactelrs. 
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[G2] 

SLR  LES  SLBSTITLTIOXS  IMFORMKS 
ET  LE  PROBLEME  DE  RABRAGE; 

/  l'AK  M.   K.   lAGGI. 


MM.  Leau  ta  Lémerav  si;  sont  occupés  à  plusieurs 
reprises,  dans  ce  .Journal  et  dans  d'autres  Recueils,  des 
Tonctions  itérées 

en  supposant  que  l'itération  de  /',  ne  produise  qu'un 
nombre  fini  m  de  fondions  distinctes,  c'est-à-dire  que 

et  M.  Leali  a  notamment  démontré  que,  lorsque  les  f,i 
sont  uniformes,   elles  sont  algébriques  et  linéaires  (' ). 

Or  on  peut  déinontier  que  ces  fonctions  sont  linéaires 
non  seulement  dans  le  cas  paiticulier  d'un  groupe  d'un 
nombre  fini  de  substitutions  obtenues  avec  une  seule 
substitution  fondamentale  /, ,  mais  môme  dans  le  cas 
général  d'un  groupe  de  substitutions  uniformes,  en 
nombre  quelconque  fini  ou  infini,  obtenues  par  répé- 
titions et  combinaisons  de  substitutions  fondamentales 
en  nondjre  quelconque. 

On  sait  que,  siy«(.r)  est  une  subsl.itulion  d'un  groupe 
quelconque,  la  fonction  J-n{j^)-,  obtenue  par  inversion 
de  /«,  fait  aussi  partie  du  groupe  (^)  (dans  le  cas  par- 


(')  Sur  les  fonctions  itérées.  Note  de  M.  Lcau  parue  en  1898  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique. 

(-)  lîecherc/ips  sur  la  Théorie  des  fonctions,  par  M.  lagfKi.  Be- 
<Mncnn.   1*^97. 
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ticulier  précédent,  f^  et  /,„,  fp  cty„,_y,^,  sont  iiiveises 
denx  à  deux);  il  s'ensuit  que,  si  /'„  alf-n  sont  uniformes, 
elles  sont  linéaires.  On  peut  d'ailleurs  entrer  dans  plus 
de  détails. 

Soit  s  une  substilulioii  d'uu  groupe doiuié  rpielconque, 
et  soit 

(0  '  *=/(^) 

la  formule  de  s,  qui  l'exprime  en  x  au  moyen  d'opéra- 
tions qu'indique/". 

Le  groupe  qui  contient  s  contient  aussi  son  inverse  t 
que  l'on  peut  éciire 

(2j  <y  =  o(x), 

où  'Si  est  obtenue  par  inversion  de  y";  or  de  (i)  on  tire  : 

(3)  .r  =  <o(s). 

Si  donc  5  et  T  sont  des  fonctions  uniformes  de  .r, 
c'est-à-dire  si  f{x)  et  cp(x)  sont  uniformes,  (i)  et  (3) 
font  voir  que  s  et  x  sont  fonctions  uniformes  l'une  de 
l'autre,  c'est-à-dire  sont  liées  par  une  équation  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacune  d'elles,  ou  enfin 
que  s  est  une  fonction  linéaire  de  x,  et  alors  il  en  est 
évidemment  de  même  de  t. 

Il  en  résulte  que,  si  un  groupe  d' un  nombre  quel- 
connue,  fini  ou  infitii,  de  siihstitutions  obtenues  au 
moyen  de  sabslitaiions  fondamentales  en  nombre 
quelconque,  ne  contient  que  des  substitutions  uni- 
formes, ce  groupe  est  exclusii'ement  composé  de  sub- 
stitutions linéaires. 

On  peut  aussi  énoncer  ce  fait  de  la  manière  suivante  : 
Si  un  groupe  formé  dun  nombre  quelconque,  fini  ou 
infini,  de  substitutions  avec  des  substitutions  fonda- 
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iiifiildlcs  en  nombre  ijnc.lconcjue,  n^ est  pas  exclusive- 
/nent  compose  de  subs/itiitions  linéaires,  ce  groupe 
conlienl  des  suhslilulions  non  uniformes . 

Les  considéi'alions  précédentes  inontreiit  encore  que 
si  l'on  veut  constituer  un  nombre  fini  m  de  substitutions 
avec  une  seule  substitution  fondanienlab^  /"i  (\r),  cette 
lonclion  doit  être  algébrique. 

En  ('fret,  si  f\(x)  était  transcendante,  uniforme  ou 
non  uniforme,  son  inverse,  qui  fait  parli(î  du  gnjupe,  le 
serait  aussi;  or  de  deux  foiu^tions  transcendantes  in- 
verses l'une  de  l'autre,  l'une  au  moins  a  une  infinité  de 
Naieurs,  sinon  ces  fonctions  sont  algébriques;  toutes 
ces  déterminations  devant  l'aire  partie  du  groupe,  ou 
voit  que  le  groupe  ne  peut  se  composer  d'un  nombre 
fini  de  substitutions  si  f\{x)  n'est  pas  algébrique,  ainsi 
(jue  toutes  les  autres  fondions  y^,  obtenues  par  lépéti- 
tion  de  f\(x)'.,  il  est  évident  d'ailleurs  que,  si  /^  (x) 
satisfait  a  cette  condition,  toutes  les  auties  y  satisfont. 
Si  maintenant  on  considère  un  groupe  d'ordre  quel- 
conque />,  c'est-à-dire  formi-  au  juoyeu  de  p  substitu- 
tions fondamentales 

/.•  /;.  n ./v^ 

ce  groupe  contient  comme  sous-grou[)e  le  groupe 
d'ordre  un,  formé  au  moyen  d'une  S(îule,yi  par  exemple, 
d(;s  j>  substitutions  fondamentales;  or  nous  venons  de 
(lénu)ntrer  qu'un  tel  groupe  d'ordre  un  ne  peut  être 
composé  d'un  nomhre  fini  de  substitutions  que  siy*|  est 
algébrique:  il  s'ensuit  cpi'rt  yo/7/o// le  groupe  d'ordre^ 
consiib'i*'"  ne  peut,  être  composé  d  un  nombre  fini  de 
subslil ulions  que  si  ses  p  substitutions  fondamentales 
et,  par  suite,  toutes  les  autres  sont  algébriques. 

Cetl(!   conilition    nécessaire   n'est    pas    suffisante;    on 
coiinail    trop    <rc\ruq)lt'h    de   groupi-.s    de    substitutions 


algébriques  en  nombre  infini  pour  qu'il  soit  utile  d'in- 
sister. 

On  peut  cependant  earactéîiser  davantage  les  groupes 
d'un  nombre  fini  de  substitutions  obtenues,  soit  avec 
plusieurs  substitutions  fondamentales,  soit  avec  une 
seule  : 

Si 

j\.     fu       ....     U       ....     f,n 

sont  les///  substitutions  algébriques  d'un  groupe  d'ordre 
quelconque,  le  produit 


F(:r)=]^/„( 


\n  =-o,  \,>.  .  .  .:/o(.r)  =  x] 


reste  invariable  quand  on  sjibstitue  à  x  une  quelconque 

des  fonctions  f,i  : 

F[/«(^)]  =  F(.r). 

Or  cette  fonction  est  algébrique.  Considérons  donc 
une  fonction  algébrique  quelconque,  uniforme  ou  mul- 
tiforme, 

j=F(.r) 

dont  l'inverse,  la  fonction  x  de  r',  ait  m  -\-  i  valeurs;  /es 
fonctions  f  délenninées  par  V équation 

¥if)  =  ¥{x.)     (•) 

sojit  les  fonctions  les  plus  générales  qui  forment  un 
groupe  de  ni  -+-  i  substitutions  (  y  compris  la  substitution 
identique  /„=:a-),  F(j:)  \\v.  restant  assujettie,  bien 
entendu,  qu'à  ces  conditions  :  i"  d'être  algébrique  ^ 
'.i^  d'avoir  pour  inverse  une  fonction  ayant  ni-]-  i  va- 
leurs. 


(')  Le  cas  où  V  {x)  esL  ralionnclle  eL  de  degré  m -\- i  en  x  n'est 
qu'un  cas  particulier  auquel  ne  peuvent  se  ramener  tous  les  cas 
pf^issililes  des  ?;i'oiipcs  i  iiuviflc-n's  (  /oc-,  rit.). 
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Les  groupes  obleims  ainsi  ne  sont  pas  iiecessai renient 
(lu   premier   ordre.   Ceux    (pii    sont   du    [)iernier  ordre 
fornieuL  la   solution  la  plus  généiale  du  problème   de 
Babbage  : 

Déterminer  des  fuiiclions  ili'rêes  en  nombre  m  telles 
que 

I    i  )  //«+1  {X)=  fm  l/l  ('  X  )]  =  X. 

A  ee  sujet  il  y  a  lieu  de  i  eniarcjuer  tpie,  daus  la  solu- 
tion qu'en  a  proposée  Babbage,  solution  reproduite 
dans  quelques  Traités  d'Analyse  (  '  ),  entre  une  fonction 
arhitraire,  ce  qui  serait  en  contradiction  avec  nos  con- 
clusions. 

Si  y",  est  une  solution  particulière  de  l'équation  fonc- 
tionnelle précédente,  par  exemple  une  substitution 
linéaire,  il  forme  la  fonction 

où   'yi    est   une   fonction    arhitraire,   ce  qui  donne,  en 
écrivant  'Ix  au  lieu  de  'y(^), 

Or,  'j,  et  'J/_)  «'tant  inveises  l'une  de  l'autre,  il  suppose 
(|ue 

(7)  •iii'l/_t.r  =  X. 

pour  en  conclure 

Mais  ceci  suppose  (|U(*  -l ^  x  est  uniforme  (iranscen- 
danle  ou  algébri(|ue  ).    I"n  effet,  si  '{'i(.i')  n'est  pas  uni- 


■   l,.\i  iii:Ni.    lfi'it\sc.  1.  \  I. 
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forme,  'li'\i_\X  ne  l'esL  pas  non  plus  et  a  plusieurs 
valeurs;  parmi  ces  valeurs  se  trouve  x,  mais  les  autres 
valeurs  ne  peuvent  être  x,  sinon  'l x  serait  uniforme, 
et  la  formule  (8)  n'est  équivalente  à  la  formule  (6) 
qu'autant  que  <hx  est  uniforme. 

Le  but  de  la  formation  (5)   de  cii  étant  de  pouvoir 
écrire 


on  doit  tout  d'abord  supposer  que  di,  (.r)  est  uniCoi-me. 
Mais  on  peut  remarquer  en  outre  que,  si  'i;_,x  n'est  pas 
uniforme  et  a,  par  exemple,  p  valeurs,  chacune  des 
fonctions  o,iX  a  f?  valeurs.  La  dernière,  par  exemple, 
qui  est  égale  à  d/_)  à^x,  ne  se  réduit  à  x  que  si  J;_i  est 
unilbrme.  Supposons,  par  exemple,  que  -L/i,  qui  est  uni- 
forme, soit  égale  à  sinx.  On  aurait 

(    .r  -}-  2/177, 

cp,„4.i:r  =  J^-idij-x-  =  arc  8111(811137)=  • 

'  '  '  /{  2/1  -^  1)77  —  X. 

(/l  =  O,    ±1.    ±2,    .  .  .  ). 

Si  '-!>)  est  une  fonction  rationnelle  de  degré  p  en  x, 
<J;_  I  dL  p  valeurs. 

Donc,  dans  aucun  cas,  ni  'j»,  ni  '!/_,  ne  peuvent  être 
multiformes,  et,  par  conséquent,  ces  deux  fonctions 
inverses  l'une  de  l'autre  ne  peuvent  être  que  li- 
iiéaires.  Mais  alors  les  fonctions  0,1  sont  elles-mêmes 
linéaires.  Le  procédé  de  formation  des  fonctions  o,,  par 
la  formule  de  Babbage,  qui  n'est  valable  que  pour  des 
fonctions  d/  linéaiics,  ne  donne  donc  rien  si  l'on  se 
sert  do  fonctions  /,  linéaires,  car  on  sait  trouver  direc- 
tement tous  les  groupes  de  vi  substitutions  linéaires, 
(icpendant,  si  l'on  connaît  une  solution  /',   non  linéaire 
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de  l'éc|ualion  (4),  la  formule  (5),  où  -l  est  uiu-  foiiclion 
linéaire,  conduira  à  d'autres  groupes  de  m  suhslilulions. 
Mais  ce  ne  seront  encore  évideinrueiit  que  des  solutions 
paitieulières  du  proljlènn;  de  Babbage. 


[02] 
SliK  l\E  CLASSE  DE  COIHBES  PLWES  UEMAROIABLES; 

l>\R  M.  Ehnest  GlîSÀRO. 


11   V    a   des    liaisons  simples  et  nombreuses  entre  les 
courbes  représentées  par  l'équation  intrinsèque 

À  d? 


/■, 


A  et  a  étant  deux  constantes,  dont  la  première  peut  être 
prise  indiUéremment  avec  le  signe  -}-  ou  — .  Il  faut  re- 
marcjner  C|ue,  pour  ^x  =  —  2,  l'équation  (i)  représente 
une  ligne  cyeloïdale,  à  savoir  la  cycloïde  pour  ±Â=  i, 
une  épic^cloïde  pour  À^  ^  ,  ^  i,,,(.  Jiypocycloïde  pour 
A-<  I.  En  particulier,  pour  zh  A  =  a,  3,  j,  |,  e/c,  on 
trouve  respectivement  Vépicycloïde  à  deux  rebrousse- 
tnenls,  la  cardioïde,  Vastroïde,  Vhypocycloïde  à  trois 
lebroussemfuts,  etc.  Pour  ;j.  :=  —  i  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (i)  Qsl  parallèle  à  la  ligne  cycloï- 
dale^  qui  coriespond  à  la  même  valeur  de  A.  Pour  (x  =  i 
la  même  équation  repiésente  uui:  a/y.wïde ;  et,  en  par- 
ticulier, si  rh  A  ^  .',,  la  clidinelte.  Klb;  représente  aussi, 
pour  UL  ^^  r^  et  ±:  1  =  I ,  la  chaînette  d'égale  résistance; 
pour  {JL  ^  4  <-'t  ±>>=:3,  la  Icnmiscate  de  BernoulU; 
pour   [■«■  =  a   ^'^   — '^^ïï'  '^  parabole;  pour  ;J.  =  f,  et 
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±  A  =  ^,  Vliypeibole  cquilalère.  Enfin,  plus  générale- 
ment, pour  rt  A=  |-'.  —  I  l'équation  (i)  représente  une 
spirale  sinusoïde,  ])our  ±  "a  =  ^  'j.^  i  une  ligne  de  Ri- 
haucour,  et  pour  ±:  A  =  ul  ^  i  une  aulre  importante 
laniille  de  courbes,  caractérisées  par  la  propriété  que 
leuis  circonférences  osciilalrices,  réduites  dans  un  rap- 
port constant  autour  des  points  de  contact  correspon- 
dants, au  lieu  de  pdsser  par  un  jyoint  Jixe,  comme  dans 
les  spirales  sinusoïdes,  ou  d'être  normales  à  une  même 
droite,  comme  dans  les  lignes  de  Ribaucour,  sont  tan- 
gentes à  une  droite  fixe.  Le  cas  excepté  (ii:*A=  i ,  a.=  i) 

est  celui  d'une  alvsoïde  particulière  (  o  =  a  H — r     )  '  l'^-'n 

des  points  milieux  des  rayons  de  courbure  d'une  cliai- 
netle  d'égale  résistance. 

Prenons  comme  axes  (moJ)iles)  la  tangente  et  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  M  d'une  courbe  (i),  et 
partageons  le  ravon  de  couibure  en  M  dans  un  rapport 
constant  par  un  point  M'.  On  sait  (')  que  les  variations 
absolues  des  coordonnées  de  ce  point  [x  =  o,  J  =  A'p) 
sont  données  par  les  formules 

.  d.r         V  dy        x 

as         p  as         z, 

qui  deviennent,  dans  le  cas  actuel,  .r  =  i  —  k^  y  ^^  k-~-  > 
d'où  l'on  déduit,  pour  exprimer  l'arc  de  (M'), 


ds'  /  ,  ,     /  dp  \  2 

17  =  V"-''>'*''{ts)- 


D'autre  part  on  a,  en  vertu  de  (i), 

d 


(^ 


-'■  ■<., 


)   Ceomrtria  inlrinsnrn .   p.    ji 
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Donc,  si  l'on  aUiihiH'  ;"i  /.  ruiic  ou  l'anlic  ilcs  valeurs 
suivantes 


'->T^'        ^- 


on  oblicnt  deux  lignes  (M|)  el  (Mo),  donl  les  arcs  sont 
donnés  par  les  (orniulcs 


ds         À  H-  I  \ a / 


c/si  I        /p  \  2  r/s-. 


de  sorte  cjue 

(3)  (À  M-  I)  .f,  =  (  À  —  1  )a- 


V7^ 


(^onune  on  a,  d'ailleurs. 1-  y-  =  2,  on  \oil  (ine  les 

deux  lignes  parloi^cnt  hainionuiucment  les  jayoïis  de 
coiirhiire  de  (M).  En  outre;  le  coeffieicnt  angulaire  de 
la  tangente  à  (M')  est 


do        .    .  (h        .       /  /  0  ,  H- 


L  ds  ds 


"V/(i/ 


Il  en  résulte  (jne  les  inclinaisons  des  tangentes  à  (M|) 
et  (Mo)  sur  la  tangente  à  (M)  sont  deux  angles  supplé- 
mentaires, '^  et  —  ^ —  'j,  définis  jiar  la  formule 


,.„,.(îy 


p- 


Donc  (Ml)  et  (Mo)  peuvent  être  considérées  comme  les 
deux  branches  de  l'enveloppe  d'une  circonférence  li, 
qui  joue  par  rapport  à  (M)  le  même  lùle  (jue  la  circon- 
ierence  directrice  pour  les  lignes  cycloïdales,  puisque 
le  centre  de  courbure  de  (M),  en  tout,  point  M,  upptir- 
tie/if  (I  lu  polaire  de  M  par  rapport  à  12.  Le  ccnlic  de  12 
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«'Si  un  point  Mo,  Joui  les  coordonnées 

(  4  )  -^  ^ 


À2—  I    f/s  -^    ~    /.2-  1  ' 

sont  proporlioniu'lles  aux  coordonnées  du  eenlre  de 
courbure  de  la  développée  de  (M).  Donc  ce  dernier 
poinl  se  trouve  toujours,  comme  dans  le  cas  (u.=  —  2) 
des  lignes  cvcloïdales,  sur  le  diamètre  de  Q,  rpii  passe 
par  M. 

Ce  qu'il  y  a  de  remarquable  c'est  que  les  courbes  (Mo)i 
(M,),  (Mo)  appartiennent  toutes  à  la  classe  définie 
par  Véquation  (i).  Remaïquons  d'abord  qu'on  a 


\x  ds 


d'où  l'on  déduit  l'angle  de  contingence  de  (M'  ) 


ds'        ds    ,     ,         /     ,     \x  \  ds 
=  —  zb  r/Q  =  (  i  — 


Les   rayons  de  courbure  de  (M,)  et  (Mo)  sont  donc 


[X 

^-       (X  — i)(aA  — ;ji)   \a/ 

On  vérilie  aisément  que  les  ce/itres  de  courbure 
de  (M|)  et  (Mo)  sont  en  ligue  droite  avec  le  centre  de 
courbure  de  (M).  Il  suffit  de  porter  les  derniers  résultats 
dans  les  formules  (3)  pour  trouver  que  (M<)  et  (Moj 
sont  définies,  parmi  les  courbes  (i),  par  les  valeurs  sui- 
vantes des  paramètres  A  et  a  : 

^  X  À  —   ;JL  ,  -i  À  —   'X  2  ]L 

A,  =  ^,  /..,  =  !-, 


.'-"■l  =   \^i  = 


(}uant   à   (^-Mo),   l'applicalion    des   formules  (i)    aux 
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coordonnées  (4)  donne 

I     p  -+-  2    /  p  \  [A 

•X  K^  —  i  \a / 

Comme  on   devait  s'y  allendre,   les  tangentes  à   (M) 
et  (Mo)  en  deux  points  fonespondaiils  sont  pai-allèles. 

Jl  s'ensuit 

dSi)        I    ,u  -t-  '2  /  p  \  V-  cIsq        ds 


(5) 


L'expression  de.v^  peut  être  niis(!  sons  une  forme  très 


ds»   __    I     rjl  -t-  '2    /  p  \  ! 

ds         2  À  -  —  I  \  a  ) 


snnpie  en  remarquant  que 

ds(^  =  —  Jc  ds  =  —  dx 
d'où 


y      \  1        ^        *'* 

—  —  I     as  =  —  dx  -—  X 

0  /  /2 , 


S  ={K-—^)  (Sç^-T-  x). 

Enfin,  par  réliminatîon  de  p  entre  les  égalités  (5),  ou 
arrive  à  voir  que,  dans  la  classe  (i),  la  courbe  (Mo)  est 
caractérisée  par  les  valeurs  suivantes  des  paramèli'es  A 

et  a  : 

À  >x 

Ao  =  .  ;ao  =  — '■ 

;i  -r-  I  !^  -t-  i 

On  suppose,  bien  entendu,  que  (M)  ne  soit  pas  pa- 
rallèle à  une  ligne  cvcloïdale.  Dans  ce  cas  ("J"-  =  —  i)  la 
seconde  formule  (5)  montre  immédiatement  que  (Mo) 
est  une  circonférence.  Il  faut  remarquer  aussi,  dans  le 
cas  général,  que  le  rayon  de  li,  évidemment  égal  à 

R  ^- -^  ^  .-À- -A._  Ji£L./£f  ", 

<in'i     .  A-       I   coso        A- — I  \  n / 
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p(;iil  èlrcî  mis  sous  l'une  ou  l'aiilrc  tics  formes  suivantes 


R  =  .^±£l-,  H 


d'où  l'on  déduit  que  (Mq)  n'est  autre  (jue  la  ligni;  (Mo) 
relative  à  (M|),  en  mênu3  temps  (juclle  est  la  ligne  (A'I|) 
relative  à  (Ma)-  On  reniarquei  a,  en  particulier,  que 
si  (M)  est  une  ligne  de  Ribaueour  (  A  =  ^  iji),  il  en  est 
de  même  de  (Mo)?  et  que  les  deux  lignes  admettent  la 
droite  (Mo)  comme  directrice,  tandis  que  pour  (M,  )  on 
a  A)  =  l-'-i-  Il  t^'i  résulte  que  toute  courbe  (i),  à  jyara- 
iiièlres  égaux,  peut  ètie  considérée  comme  V enveloppe 
des  circonférences  décrites  des  points  d'une  ligne  de 
Rihnuconr  comme  centres,  tan genliellemenl  à  la  di- 
rectrice de  cette  ligne.  On  peut  aussi  la  considérer 
comme  le  lieu  des  conjugués  liarmoniques ,  par  rnjyport 
aux  rayons  de  courbure  d'une  ligne  de  Rihaucour, 
des  points  de  rencontre  des  noiniales  à  cette  courbe 
avec  la  directrice  ;  et  les  centres  de  courbure  des  deux 
lignes,  en  deux  points  correspondants,  se  trouvent  tou- 
jours sur  une  perpendiculaire  à  la  directrice.  Nous  n'in- 
sistons pas  sui'  une  foule  d'autres  propriétés,  qu'il  serait 
aisé  de  déduire  des  foiniules  qui  précèdent. 


[M^Shp] 
FOKMES  UI^:DIITëS  D'IIXE  RELATION  TKIPLEME\i  mUXU 
EMRE  TROIS  VARIARLES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.   Considérons  la  relation  triplement  linéaire 

(  I  )  A  xyz  -{-  J3 ,  j':;  -i- . .  .  -t-  G 1  x  h-  .  .  .  -h  D  =  o. 

Si  l'on  suppose 

V  C.i—  Ry  r,/,  =  n  (  /,,/,  /,  r-  I ,  ■,.,  3), 
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en  posanL  j;  =  x'+  r/,  >  ii=y'-f-  /;,  j;  =:  c'+  c,  on  peut 
faire  que,  clans  la  relation  de  même  forme  qui  lie  x' , 

)',  -',  on  ait 

b;  c,  =  b;  c;  =  b;  c^  =  aiv  -, 

en  supposant  J)'=  o  et  en  suppiiruanl  les  accents,  on  a 

ATr^  +  B,j-+...--AD(^^+...)  +  D-o 
ou 

^.vn(£-....).o  =  „. 

Si  l'on  pose 

X  y  z 

b7        b7        ^ 


X    "~    Y    ~     Z     -  ''' 


on  a  donc 


A-3AB,B,B,XYZ  —  A^B,  B.BsCYZ  +  . . .  ) 

^ÂADfX  -^.  .  .)  — D  =  o. 

Le  rappoit  des  coefticienls  pris  de  deux  en  deux  est 
le  même,  et  l'on  peut  disposer  de  A  pour  que  ce  rapport 
ait  la  valeur  H- i  ou  la  valeur  — i,  selon  le  signe  du 
produit  B,  BoBsD^  il  suffit  de  poser 

/c2B,B,B3  ,  ,     , 

— r-=^      (^  =  =  u; 

en  a  ainsi  les  formes  réduites 

X  +  Y  +  Z  +  ;XYZ     _ 
^'^'  i^s(YZ-^ZX-t-XY) 

D'ailleurs,  z  est  le  signe  du  discriminant  du  premier 
membre  de  la  relation  (i)  rendue  homogène;  on  peut 
le  voir  en  considérant  la  relation  (  •.>.). 
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On  peut  exprimer  X,  1  .  Z  pat-  les  formules 

X  =  tang//,  Y  =  tyngi',         Z  =  tanj^iv, 

Il  -H  (•        ir  =  const.  =  0, 
X=Th«,  Y  =  Tlii',         Z  =  Thn'. 

u  -\-  V  -r-  iï'  =  const.  =  0. 


(3)     z=- 

(3')       E  =  ^ 


les  Tli  élaijldes  tangentes  hyperboliqucîs. 

A  priori,  sauf  des  conditions  d'inégalité  et  des  con- 
ditions de  réalité  qui  se  trouvent  vérifiées  d'après  ce(|ui 
précède,  on  doit  pouvoir  exprimer  les  variables  x^y,  z 
de  la  relation  (i)  par  des  formules  de  la  forme 


(4) 


T{u), 


M 


=  T(r), 


=  T(CP), 


u  -i-  V  -^  (f  =  const.  =  0. 


les  T  étant  des  tangentes  circulaires  ou  hyperboliques*, 
on  aurait  pu  craindre  toutefois  que  les  relations  (i) 
amenées  par  les  formules  (4)  ne  fussent  soumises  à  une 
condition  invariante  :  on  a  vu  qu  il  n'en  est  rien. 

2.  Voici  une  application  :  Soit  S  une  surface  du  troi- 
sième ordre  ayant  trois  points  doubles  A,  B,  C;  nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  ces  points  sont 
les  points  à  l'infini  sur  trois  axes  de  coordonnées  Ox, 
Oy.Oz. 

L'équation  de  la  surface  est  évidennnent  linéaire  par 
rapport  à  chacune  des  variables  x^  j'^  z -^  elle  est  de  la 
forme  (i).  Par  un  transport  d'origine  et  en  rempla- 
çant x^  y^  z  par  des  quantités  proportionnelles  X,  Y,  Y, 
on  arrive  en  général  à  l'équation  (2)  ou  aux  for- 
mules (3)  et  (3')j  on  pourrait  d'ailleurs  employer  les 
formules  (4).  Parmi  les  cas  écartés  se  trouve  le  cas  où 
l'on  auiait 


D': 


C    =  o. 


c;=.n.      c,  =  0: 
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la  surface  aurait  alors  un  qualrièmc  point  (loul)li;  :  ce 
serait  Ja  surface  corrélative  de  la  surface  de  Steiner  ;  le 
discriminant  dont  on  a  parlé  serait  alors  nul. 

Cherchons  les  droites  de  la  surface  représentée  par 
Féquation  (2).  Comme  A,  B,  C  sont  des  points  doubles, 
on  a  d'abord  les  droites  BC,  CA,  AB.  Une  autre  droite 
située  sur  la  surface  perce  le  plan  ABC  en  un  point 
situé  sur  l'une  des  droites  BC,  dA^  AB  :  elle  est  donc 
dans  un  })lan  parallèle  à  l'un  des  plans  de  coordonnées. 
Comme  un  plan  X  =  Xi  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  passant  en  B  et  C,  si  cette  conique  se  compose 
de  deux  droites,  deux  cas  sont  possibles  :  l'une  des 
droites  passera  en  B,  l'autre  passant  en  C,  ou  bien  l'une 
des  deux  droites  sera  confondue  avec  BC,  le  plan  X  =  X, 
étant  alors  tangent  à  la  surface  le  long  de  BC.  On  obtient 
les  droites  en  question  comme  il  suit  : 

1"  Avec  les  formules  (3'),  l'hypothèse  X  =  y/£  =  i, 
ou  Th«  =  I ,  ou  M  =  30,  donne  v  ou  w  égal  à  —  30,  Tlip» 
ou  Th^v  égal  à  — i,   c'est-à-dire  que  la  relation  entre 

Y  et  Z  devient 

(Y-^-I)(Z  +  I)  =  o; 

avec    les     formules    (3),     l'hypothèse    K  =  \/z  =  i   ou 
tang//  =  i  ou  a  =  irc,^  donne  de  même 

(Y  -+-  /)(Z  -^  i)  =  o. 

Si    l'on  considère  alors    l'hexaèdre  dont  les    plans  de 
trois  faces  ont  pour  équations 

X  =  /î,         Y  =  y/e,         Z  =  v/s, 
les  plans  des  trois  autres  faces  ayant  pour  écpialions 

X=-v/i,         Y=-v/I,         Z==-v^Ê, 

les  six  droites  à  distance   linie  obtenues  en  coupant  le 
Ann.  (le  Mctthémat.,  i*  scric,  t.  MX.  (Novembre  ny")     ^'" 
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premier  trièdre  par  le  second  dessinant  sur  la  surface 
un  contour  hexagonal  gauche  A' B" C'A" B' C'A'. 

2°  Avec  les  formules  (3)  ou  (3'),  l'hypothèse  zf  =  9 
donne 

V  -h  w  =  o, 

c'est-à-dire  que  l'hypothèse  X  =  H  donne 
Y-4-Z  =o; 

le  plan  X  =  H  est  donc   tangent  à  la   surface  le  long 

de  BC,  et  il  donne  sur  la  surface  une  droite  située  dans 

le  plan  des  deux  droites  B'C"  et  B"C'.  Chacun  des  deux 

plans  Y  =  H,  Z  =  H  donne  de  même  une  droite  de  la 

surface. 

Un  calcul    direct,    ellectué    en  partant  de   X:=X|, 

montre  que  la  surface  n'a  pas  d'autres  droites.  Si  l'on 

compare  ce  calcul   à  celui  que  doit  donner  la  surface 

générale  du  troisième  ordre   contenant  les  droites  BC, 

CA,  AB,   on  trouve  qu'il   faut  ici   compter  quatre  fois 

chacune  de  ces  trois  droites,  deux  fois  chacune  des  six 

droites  A'B",  .  .  . ,  et  une  fois  chacune  des  trois  autres 

droites 

3x4-l-6x2-f-3xi  =  27. 

Si  l'on  effectue  le  calcul  sur  l'équation  (i),  on  n'aper- 
çoit pas  aussi  facilement  le  contour  hexagonal  dont  il  a 
été  question  (Cf.  Nouvelles  Annales,  p.  \\\\  1894). 

3.  M.  d'Ocagne  a  appliqué  la  méthode  nomogra- 
phique  à  la  relation  (i),  en  traduisant  cette  relation  par 
l'alignement  de  trois  points,  dans  le  cas  où  le  disciiiui- 
nant  est  positif  ou  nul  [Bulletin  de  la  Société  Mathé- 
matique, p.  53;  i8g8).  Pour  le  cas  où  le  discriminant 
est  négatif,  les  formules  (3)  donnent  une  relation  gra- 
phique assez  simple  entre  les  trois  variables  auxi- 
liaires X,  Y,  Z. 
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[04h] 


SlIK  l/liEUCOIDE  GENERAL; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


disait  que  ce  nom  a  élé  donné  au  lieu  géoniétiique 
représenté  par  le  système 

(i)  a7=:/*cos0,         jK  =  ''si!iO,  :;  = 'j(/') -I- aO. 

C'est  une  suiTaee  (|ui  jouit  notamment  de  cette  pro- 
priété que,  à  l'aide  d'une  détermination  convenable  de 
la  fonction  cp,  elle  devient  apte  à  reproduire  toute  une 
série  de  surfaces  uiinima  allant  de  l'iiélicoïde  gauche, 
à  plan  directeur,  à  l'alysséide  de  Bour. 

Il  s'agit  de  délcnuiner  cette  fonction  o  par  une 
méthode  simple  et  directe,  n'empruntant  rien,  ni  à 
l'équation  de  Lagrange  y  relative,  ni  à  l'intégrale  de 
Monge,  ni,  par  conséquent,  à  l'emploi  si  sujet  à  cau- 
tion (selon  nous)  des  lignes  coordonnées  dites  de  lon- 
gueur nulle. 

A  ceteilel,  nous  feions  observer  d'abord  «]ue,  d'après 
notre  article  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  (p.  56; 
1900),  la  condition  caractéristique  de  toute  surface  mi- 
ni ma  peut  s'écrire 

(2)  — r/ -^ p'—^ip  COS'P  =:  o. 

Or  si,  d'autre  part,  on  met  le  carré  de  l'élément 
linéaire  sous  la  forme  appropriée 

dS'^  =  A-  du-  -+-  \'-  du'-  -+-  1 B"  du  du' , 

lariuelle,  remar(|uons-le,  enliaîncî  costp:=  T-r;  •  on  éla- 
^  '  AA 
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blîra   sans   difficulté   les    relations   do    proportionnalité 
suivantes  : 


—  g  ^     P 


P_ 

b 


les  déterminants  bien  connus  D,  D',  D"  correspondant 

(nous  permutons  les  accents  dans  leur  notation  habi- 

,,    .  -.  ,   .     ,  .  d^x     d'X       d'X 

tuelle)  aux  dérivées  respectjves  -— r?  -r— n?  -; — t—,- 
'  '  dii^     au  ^     ou  au 

Il  s'ensuit  que  la  condition  (2)  peut  aussi  s'écrire 
(2')  A'2D  +  A2D'— 2B"D"  =  o. 

Ceci  posé,   revenons    à   notre  hélicoïde.   On  déduit 
immédiatement  de  ses  équations,  dans   l'iiypotlicse  de 


A2=  r^-h  rt2, 
D   =— r^o', 


A'2=  [-ho'2,        B"  =  acp', 
D'  =— /-(p",  D"=  a. 


Portant  ces  valeurs  dans  (2'),  on  arrive  à  ré(juation 
ditîérentielle 


(3) 


/'(7-2+  «2)cp"_)_  (/-a-)-  2a2)ç2'_(_  ,-2  ^'3  _  q, 


équation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Pour  cela  nous  posons 

d'abord 

z  —  a6=Ç  =  cp(7-), 

et,  conséquemment, 

ce  qui  nous  permet  de  donner  à  l'équation  (3)  la  forme, 
tout  autrement  avantageuse, 

;.(,.2+  «2)y"_  (,.2+  2«2)y'2_  ,-2=  o, 

voire  celle-ci 

(3')  '•('■^+«^)^'-(/--+'^a2)^-'--  =  o. 
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Faisons    maintenant     —=:v     et,     par    là     mcnie, 

cl-  r         dv         •  1      •       1 
^  =  -^-w;   il  viendra 

r"-  -4-  •}.  a^        ,  r  dr 

dv  —   — — : —  V  dr 


r{r'^-\-a-)  v {  r"^ -^- cC- ) 

C'est  une  éiiualion  de  Bernoulli.  On  la  iransfonne 

en  une   équation   linéaire  en   y   posant    v-  =  w.  Elle 

devient  ainsi 

.?.(/-2h- 2ct2)  -irdr 

(  3  )  dw V— ; r-^  w  dr :; =  o. 

^     '  r{r--ha-)  r'^-\-a- 

Intégrant  et  désignant  par   m-  la  constante,   on   en 

conclut 

_    ^  _  dr-  _   r-  (  /-^  —  nt^  ) 
~       ~  dz-  ~  m- {  r^ -*- a- )  ' 
d'où 

C  =  /n  /        ,  dr. 

J    r  /r2  —  m2 

Pour  acliever  le  calcul,  multiplions  haut  et  bas  par 

y//--  -h  «■-  ;  nous  aurons 

f.  ^  ^^^'" 

t  =  z  —  au  =  m 


'/VTr 


^-ha'^)ir'^—ni'-) 
dr 


J  r/ÏF^ 


Or  si,  après  avoir  posé  p  =  ;-  dans  la  première  inté- 
grale et  —  =  /•  dans  la  seconde,  on  fait  respectivement 
dans  chacune 

v/(p  +  a2^(p  — m-)  =  (p  -H  a2 ) /, 
\/(i-+-rt\oi)(i  — m-pi)  =  (I—  m^pi)/;, 

on  trouvera  enfin 


c  =  m  log 


«i 


rt  arc  laniç  —     _  -t-  «0  -t-  C 


(  5o2  ) 
C'est  la  fonction  qu'il  s'agissait  de  définir.  Elle  coïn- 
cide (au  signe  près  du  deuxième  terme)  avec  celle 
donnée,  pour  la  première  fois,  par  Sclierk.  On  constate 
d'ailleurs  qu'elle  reproduit  bien,  pour  /// =  o,  Tliéli- 
coïde  gauche  et,  pour  «  =  o,  l'alysséide,  ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé  dès  le  début. 


[L*5b] 

DÉ)I0\STRAT10\'  GÉOMÉTRIQUE  D'UXE  PROPRIÉTÉ 
DES  NORMALES  A  II\E  COMOUE  A  CEXTRE; 

Pau  m.  a.  VâGOUANT. 


I.  Théorème.  —  Si  un  point  décrit  une  normale  en 
to,  à  une  conique  C,  les  pieds  des  trois  autres  normales 
menées  de  ce  point  à  Qsoiit  les  sommets  d'un  triangle 
dont  les  pôles  des  côtés^  par  rapport  à  C,  sont  sur  une 
hyperbole  équilatère  H  passant  par  le  centre  de  C, 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  C  et  son 
centre  au  point  to  de  G  diamétralement  opposé  à  w,. 

Cette  propriété  est  connue;  par  exemple,  elle  est  in- 
diquée, en  partie,  sous  sa  forme  corrélative  dans  l'Ou- 
vrage de  M.  E.  Duporcq  {^Premiers  principes  de  Géo- 
métrie moderne,  p.  70);  on  la  rencontre  aussi  dans  un 
article  de  Neuberg  ( IVoui>elle  Correspondance  mathé- 
matique, t.  VI). 

On  peut  démontrei'  ti'ès  simplement  cette  proposition 
en  se  servant  de  la  relation  qui  existe  entre  les  pôles 
de  deux  cordes  d'une  conique  telles  que  les  normales 
aux  extrémités  de  ces  cordes  concourent,  savoir  :  le  pôle 
de  Vune  des  cordes  est  le  centre  de  l'autre,  en  appe- 
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laiU,  avec  Laguerre,  cent/e  d'une  droite  par  rapport  à 
des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  le  point  dont 
les  pi'ojections  sur  les  axes  sont  symétriques,  relative- 
ment à  l'origine,  des  points  où  les  axes  sont  rencontrés 
par  la  droite;  celle-ci  sera  la  centrale  du  point. 

Soient  P  un  point  de  la  normale  en  w,  à  la  conique  G 
et  <7|,  a.2,  cij  les  pieds  des  trois  autres  normales  à  C  me- 
nées pai'  I*.    La  corde  to,rt,  rencontre  les  axes  Ox,  O^)' 


de  C  en  [ii,  et  y,  ;  le  point  a',  qui  se  projette  en  |3|  et  y, 
sur  Ox  et  Oj^estle  symétrique  par  rapport  à  O  du  pôle  a, 
de  la  corde  aorts-  Dans  le  rectangle  0 ,3,  a',  v,  les  diago- 
nales Oa, ,  [i,y,  se  coupent  en  leur  milieu  a'  et  sont 
également  inclinées  sur  Ox  et  Oj\  Soit  O'  le  sjmé- 
tricjue  de  O  par  rapport  à  to,  ;  la  droite  O'a', ,  paral- 
lèle à  (j)i  a',  et  la  droite  Oa'^  étant  également  inclinées 
sur  Oo:,  Oy,  forment  deux  faisceaux  liomographiques  ; 
les  rayons  homologues  et  parallèles  de  ces  faisceaux 
sont  parallèles  à  Ox  et  Oj  ;  donc  le  lieu  de  a',  est  une 
hyperhole  é(piilatère  passant  en  O  et  O',  de  centre  w,. 
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Le  lieu  de  a,,  symétrique  de  a',  pai'  l'apport  à  O,  est  une 
hyperbole  équilatèie  H,  passant  en  O,  de  eenlre  w  dia- 
métralement opposé  à  O),  sur  C,  ayant  ses  asymptotes 
parallèles  aux  axes  de  C. 

On  remarquera  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles 
tels  que  a,  ^f.^'^-z  inscrits  à  H  et  circonscrits  à  G;  les  nor- 
males aux  points  de  contact  «,,  ao,  a^  des  côtés  d'un 
triangle  aiaoag  avec  C  concourent  en  un  point  situé 
sur  la  normale  en  tu<  à  C. 

Rèciproqueiiient,  si  une  hyperbole  équilalère  H  a 
son  centre  en  un  point  co  cVune  conique  C  et  ses  asymp- 
totes parallèles  aux  axes  de  C,  on  peut  lui  inscrire 
une  infinité  de  triangles  qui  soient  en  même  temps 
circonscrits  à  G.  Les  normales  aux  points  de  contact  des 
côtés  de  l'un  de  ces  triangles  concourent  en  un  même 
point;  le  lieu  de  ce  point  est  la  normale  me/iée  à  G 
au  point  tO)  diamétralement  opposé  à  lo. 

En  effet,  si  l'on  considère  la  normale  en  to,  à  G  et  un 
point  P  de  cette  normale,  les  tangentes  à  G  aux  pieds 
«1,  ao,  «3  des  trois  autres  normales  menées  à  G  par  P 
se  coupent  deux  à  deux  en  des  points  a, ,  a^,  aj  situés  sur 
une  hyperbole  équilalère  H'  passant  en  O,  de  centre  w, 
d'asymptotes  paral!èle<  à  Ox,  Oj  .  Donc  li'  est  iden- 
tique à  H. 

II.  Théorème.  —  Le  triangle  a.\  aoag  inscrit  à  H  et 
circonscrit  àC  est  aussi  inscrit  à  une  conique  G,  coaxiale 
à  G. 

En  effet,  le  triangle  Ox^y^^  a^ant  pour  sommets  O 
et  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  O  j:,  Oj  ,  et  le  triangle 
rti«2^i3  sont  inscrits  dans  l'hyperbole  d'Apollonius 
W4rt,rt3rt3;  donc  ces  triangles  sont  conjugués  par  rap- 
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port  à  une  conique  1'  qui  aura  dès  lors  pour  axes  Ox, 
O^'.  Si  l'on  prend  la  polaire  réciproque  de  C  par  rap- 
port à  r,  on  a  une  conique  C  coaxiale  à  G  et  inscrite 
dans  fl,  «2^3  ;  la  polaire  réciproque  de  C  par  rapporta  G 
est  une  conique  G|,  coaxiale  à  C  et  passant  par  a,,a2,a3. 
Les  noiinales  en  a^,  «o?  ^3  «i  G  concourent  en  P  et  les 
normales  en  a,,  a^,  y.3  à  G)  concouient  en  un  point  P) 
de  l'hyperbole  équilatcre  II  qui  est  une  liy[)erbole 
d'Apollonius  pour  la  conique  G). 

I{ccipro(/uej7ient ,  étant  données  deux  coniques 
coaxiales  G|  et  G  telles  qu  il  existe  un  triangle  ai  a^ag 
inscrit  à  Cf  et  ci/conscrit  ci  G,  les  nor nulles  à  G|  en 
a,a2a;5  concourent;  il  en  est  de  même  des  normales  à 
G  aux  points  de  contact  a,,  a,,  u-^  de  G  rz^ec  les  côtés 
du  triangle  a,  aj  y.^.  Le  centre  de  llijperhole  d^ ylpol- 
lonius  a^  n-y^-i  est  sur  G. 

?^n  effet,  il  existe  une  infinité  de  triangles  a,a2a3 
inscrits  à  G)  et  circonscrits  à  C;  soient  T  et  T'  deux  de 
ces  triangles,  il  existe  une  conique  F  conjuguée  à  la 
lois  aux  triangles  T  et  T';  il  est  clair  que  si  l'on  prend 
la  polaire  réciproque  de  C|  par  rapport  à  V  on  obtient 
la  conique  G;  d'ailleurs  le  triangle  Ox^y^  (conjugué 
à  la  fois  par  rapport  aux  coniques  G  et  G)  sera  conjugué 
par  rapport  à  F;  les  triangles  'y.^7..^y.■i  et  Ox^j'^  con- 
jugués à  F  ont  leurs  sommets  sur  une  conique  qui  est 
une  hyperbole  d'Apollonius  relative  à  G,  ;  donc  les 
normales  G,  aux  points  a,  7-27.3  concourent  (E.  Duporc, 
loc.  cit.,  n°  101). 

Si  G'  est  la  [)olaire  réciproque  de  G,  par  rapport  à  C, 
le  triangle  a^a^ciz  est  inscrit  à  G  et  circonscrit  à  G'. 
Gomme  G  et  G'  sont  coaxiales,  les  normales  a\,  a-j,  a.i 
à  G  concourent,  d'après  ce  qui  piécède,  en  un  certain 
point   P;    de    jjlus,   l'Iiyptibolc    d'Apollonius    u.tJ.-.T.s    a 
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son  ceiilro  sui-  C  au  point  to  dianiélralcnienl  opposé  au 
pied  to,  de  la  cjuatriènie  normale  menée  à  C  par  P;  car 
si  P  décrit  la  normale  en  w,  à  C,  les  points  a,,  a^,  a:t 
décrivent  une  lijpeibole  équilatère  passant  en  0^x^,y^, 
de  centre  lo,  coïncidant  avec  l'Iiyperbole  d'Apollonius 
7-1  a^as  relative  à  la  conique  C,. 


[P] 


SIR  LA  TRANSFORMATIOX,  POI\T  PAR  POINT, 
DES  COURBES  ALGÉRRIOIES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Étant  donnée  une  courbe  algébrique  (C)  dont  tous 
les  points  multiples  sont  à  tangentes  distinctes,  nous 
nous  proposons  de  montrer  comment  on  peut  lui  faire 
correspondre,  point  par  point,  une  autre  courbe  algé- 
brique dont  tout  point  multiple  est  un  point  double 
(à  tangentes  distinctes  ou  confondues)  en  n'employant 
d'autres  transformations  que  les  suivantes  : 

i"  Par  lajons  vecteurs  récipi'oques ; 

2°  Par  polaires  réciproques; 

3°  Par  voie  d'iiomographie. 

A  cet  effet,  nous  rappelons  que  JM.  Zeutben  (N.  A., 
1^  série,  t.  V*,  i866)  a  montré  comment  on  peut  cal- 
culer le  nombre  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  (C) 
trois  normales  égales,  ainsi  que  le  nombre  des  points, 
situés  sur  la  développée  de  (C),  d'où  l'on  peut  mener  à 
celle-ci  une  normale  égale  au  rayon  de  courbure  qui  y 
touche  la  développée  ;  cela  revenait  évidemment  à  cher- 
cher le  nombre  des  cercles  tritangents  a  (C),  et  aussi 
le  nombre  des  cercles  qui,  étant  bitangents  à  (C),  ont, 
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cil  un  tic  leurs  poiiils  de  conlact,  un  conlacl  crordrc 
supérieur  au  premier  avec  (C).  Pour  nous,  ressenliel 
est  de  savoir  que,  si  (C)  est  algébrique,  le  noml)re  de 
ces  cercles  est  fini.  Enfin,  les  cercles  qui  ont  avec  (C) 
un  contact  du  troisième  ordre  au  moins  sont  en  nombre 
fini. 

Cela  posé,  transformons  (C)  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  d'inversion  un  point 
(pli  ne  soit  situé  sur  aucune  des  circonférences  que 
nous  venons  d'énumérer.  Nous  obtenons  unii  première 
transformée  (S)  dont  toute  tangente  singulière  n'ayant 
pas  son  point  de  contact  au  pôle  est,  ou  une  tangente 
d  infiexion,  ou  une  tangente  double;  les  tangentes  d'in- 
flexion répondent  aux  cercles  osculateurs  à  (C^),  menés 
par  le  pôle  de  Iransformation  ;  les  tangentes  doubles 
aux  cercles  .bilangenls  à  (C)  passant  également  par  le 
pôle. 

Supposons  encore,  cliose  toujours  possible,  qu'on  ait 
préalablement  fait  subir  à  la  courbe  (C)  une  transfor- 
mation liomograpliique  permettant  de  supposer  que 
tous  ses  points  a  l'infini  sont  distincts;  le  pôle  de  trans- 
lormation  P  sera,  sur  ($),  un  point  multiple  à  tangentes 
distinctes. 

Transformons  encore  (S)  par  la  métliode  des  polaires 
récipro(pies  ;  la  transformée  (T)  n'aura  pour  points 
multiples  que  des  points  lépondanl  à  des  tangentes  sin- 
gulières de  (S)  dont  les  points  de  conlact  sont,  ou  des 
points  distincts,  on  des  points  d'inllexion.  Or,  outre  les 
tangentes  au  point  P,  la  courbe  (S)  n'a  pour  tangentes 
multiples  que  des  tangentes  doubles,  et  à  chacune  d'elles 
répond  un  point  double  de  (T);  de  [)lus,  à  chaque  tan- 
gente d'inllexion  de  (S)  répond  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  (T),  et  si  (T)  a  d'autres  points  multiples,  ils 
ne  peuvent   provenir  que  de    la   singularité   [)résentée 
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par  (S)  au  point  P.  Mais  ce  point  se  transforme  en  une 
tangente  niulliple  à  points  de  contact  distincts,  et  chacun 
d'eux  est  un  point  ordinaire  de  (T).  Celle-ci  remplit 
donc  toutes  les  conditions  du  problème. 


[A4a] 

NOTE  SUR  LES  GROUPES  FINIS; 

PAn   M.   MiCHAEL   BAUER,   à   Budapest. 


1.   Soit  ï)  un  groupe  d'ordre  p'^  et  soient 

ses  sous-groupes /7*~'.  Il  est  connu  que 
r^i         (modp). 

Je  dénioiilrerai  cjiie,  plus  précisément, 
p^-l—i 


p  —  i 


(o^Y  =  a  —  1). 


Désignons  le  plus  grand  commun  diviseur  des  groupes 
(i)  par  ï>,  comme  dans  une  Note  antérieure  (  '  ).  Alors  r 
est  le  nombre  des  sous-groupes 

(^)  y  i'  ••"  -^ 

qui  sont  les  sous-groupes  de  l'index  p  du  groupe  -•  Or 

-  est  un  groupe  des  opérations  échangeables  dont  toutes 
les  opérations  diiï'érenies  de  l'unité  sont  d'ordre  p. 
Puisque  l'ordre  du  groupe  -  est  //^  T,  nous  trouvons, 


(  '  )  Note  sur  les  f^roupes  d'ordre  p'^-. 


(  J*>9  ) 
d'après  JNJ.  Zsigmondy  ('),  la  relation 

Cette  relation  suit  de  la  formule  (2),  p.  207,  du  Mé- 
moire cité,  si  nous  y  substituons 

(4)  j  s  =  a  — Y,         t  =  i, 

(    Yl  =   I,  'fil  =   s  1  ,  A,  =:  s, 

2.   Soit  I)  un  groupe  d'ordre 

n=p'^m,         (m,p)  =  i. 

Si  le  groupe  \)  a  des  sous- groupes  invariants  d'ordre 

-}  alors  leur  nombre  est 

P  P  —  i 

Pour  le  démontrer,  il  suflit  de  remarquer  que  l'ordre 
du  plus  grand  commun  diviseur  des  sous-groupes  inva- 
riants d'ordre  —  est  divisible  par  m. 

P  ^ 
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NOTE  SUR  LES  CROUPES  D'ORDRE  p"" 

Pau  m.  Michel  BAUER,  à  Budapest. 


Soit  I)  un  groupe  d'ordre/»^,  p  étant  un  nombre  pre- 
mier. Soient  les  sous-groupes  d'ordre /?''"' 

(i)  .    1)1,     1)2,      ••■,     ^r\ 


(')  lieitrdge  zur  Théorie  AOelscher,  etc.  {Monatslicftc  f.  Molli. 
II.  rhys..  lîii  VII). 


(   ^'o   ) 
si  nous  désignons   ]e  pins  grand  commun  diviseur  des 
sous-groupes  (.9)   par  ti,  nous   pouvons    démontrer  les 
théorèmes  suivants  : 

1.  Le  f^roupe  ï»  est  différent,  de  l' unité ,  excepté 
le  cas  où  I)  est  un  groupe  des  opérations  échan- 
geables dont  toutes  les  opérations  outre  l'unité  sont 
d'ordre  p. 

II.  Le  groupe  -  est  toujours  un  groupe  des  opéra- 
lions  échangeables  dont  toutes  les  opérations  diffé- 
rentes de  l'unité  sont  d'ordre  p. 

i.  Le  groupe  I)  n'est  pas  un  groupe  des  opérations 
échangeables,  c'est-â-dire  le  groupe  des  couimutaleurs 
(Comniutator-Gruppe)  appartenant   à  I)  est  dilïéreni 

de  l'unité  (').  Puisque  les  sous-groupes  —  sont  d'ordre 

p  et,  par  conséquent,  leurs  opérations  échangeables, 
tous  les  sous-gi-onpes  1)/  contiennent  le  groupe  des  con>- 
mutateurs. 

2.  Le  groupe  I)  contient  des  opérations  d'ordre 
pP(|3^i).  Soit  A>  une  telle  opération;  ses  puissances 
forment  un  groupe  circulaire  dont  l'ordre  est  p^.  Le 
groupe  ^  a  un  seul  sous-groupe  d'ordre  p^~\  que  nous 
désignons  par  £».  Or  13  est  contenu  connue  sous-groupe 
dans  tous  les  groupes  1)^.  Car  il  est  possible  que  !)/  con- 
tienne 51  et  par  conséquent  M.  Sinon  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  !)/  avec  ^  est  un  sous-groupe  d'ordre 
p^~^ ,  et  celui-ci  ne  peut  être  que  M. 


(  '  )  Frobexius,  Ucber  die  Prinifactoren  der  Gruppen  détermi- 
nante {Berliner  Sitzungsberichte,  p.  i3'|3;  l'^t)')). 


(  5..  ) 

3.  Les  opéralioiis  du  groupe  I)  sont  écliangeahles,  vX 
lout(!S  les  opéralions  dillércntes  de  l'unité  sont  d'ordre /7. 
En  ce  cas,  nous  verrons  que  î>  se  réduit  à  l'unité.  Soit 
une  hase  du  groupe  I) 

Si  11!)  est  une  opération  (juek()n(ju(;  dillérente  de 
l'unité,  on  peut  construire  un  sous-groupe  d'oi'dre /7'^~' 
qui  ne  contient  pas  \\U.  Par  exemple,  soit 

a)!,  =  -.Vi'ul,  ;■-..., t^» 
et 

{^i,/0  =  '  ; 

alors  le  groupe  iiiiniiuuni  des  opérations 
{•A-'z,  oloa,  . .  . ,  n\.,rn') 

est  un  sous-groupe  d'oi'dre  />1^~'  qui  ne  contient  pas  ill). 
(2) 


1)1 

l)> 

l)r 

ïl 

î.'    ' 

H 

4.   Soit  le  groupe  li  d'ordre  /?ï  ;  alors  les  sous-groupes 
sont  les  mêmes  que  les  sous-groupt>s  d'ordre /?^~ï~'  du 

groupe  -  dont  l'ordre  est  /7'-*~V.  Or  il  suit  de  la  définition 
de  î>  (jue,  outre  l'unité,  les  groupes  (2)  n  ont  pas  des 
opérations  communes,  et  ainsi  -  est  un  gioupe  des  opé- 
ralions échangeables  dont  toutes  l(!s  opéralions  dillé- 
renl(.'s  de  l'unité  sont  d'ordre  /;. 
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CERTIFICATS  DETLDES  SIPERIEIRES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET   1900.    —    COMPOSITIONS. 


Caen. 
Éléments  géxkraux  de  matiiém\tiqi:es. 

].  Trouver  la  surface  S  lieu  des  points  équidistants 
d'uiJ  plan  P  et  d'un  point  F  donné  à  une  distnjice  p  deV 
et  montrer  que  ses  sections  planes  se  projettent  sur  P 
suivant  des  cercles.  Aire  de  la  partie  de  S  comprise 
entre  le  sommet  et  le  parallèle  dont  le  plan  passe  par  F. 

Montrer  que  les  lignes  tracées  sur  S  de  telle  sorte 
que  leurs  tangentes  fassent  un  TJiême  angle  a  avec  P  se 
projettent  orthogonalement  sur  ce  plan  suivant  des 
développantes  de  cercle. 

L'aire  demandée  est   -T^fy/H  —  i)".    Les   projections 

des   courbes  proposées   ont  une   équation  de  la  forme 

dr 
r-j-=ptanga    :    leurs   tangentes   sont  à   une  distance 

constante,  /^tanga,  du  pôle. 

IL  Deux  points  pesaiits,  M,  de  masse  i,  M',  de 
masse  3,  s'attirent  avec  une  intensité  3co-MM';  M' peut 
se  mouvoir  librement,  M  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  une  ^verticale  fixe  ;  les  vitesses  initiales 
sont  nulles.  Mouvement  des  deux  points;  mouvement 
de  M' relativement  à  des  axes  de  directions  fixes  menés 
par  M. 


(  5i:;  ) 

KpREUVK  PI'.ATIDL  K.    ()tltlll(l  It IKt  Cl (lili' ,   (l  (ISCCIls'lOII 

(Iroile  A.  sa  li'vt:  à  l  lioi izon  d' un  lira  (IdiiI  la  hitilitdt^ 
est.  A,  son  (iziiniil  est  a;  calculej-,  /)im/'  cet  insl.anl, 
l'angle  horniie  île  l'éloile,   H,  et  Vheiue  sidérale'V . 

Cas  (le  A  ^  ()"  I  7'  I  ->'',   A  r^  ^8"  4  I  '  :\\  y.  —  o.2.■")^ 

rot  H  —  sinÀ  rot  x,  Il  -—  .>.33°  5'a(')",  T  —  ir/'ç,'")*)'. 

Mi:f:vM(jri:. 

I.  Une  parahole  P  roule  sur  une  parabole  égale  (^, 
fixe,  (le  manière  (jue  les  deux  courbes  soient  toujours 

symétriques  par  rapport  à  la  tangente  au  point  de 
contact  M.  Lieu  décrit  par  le  Jo)  er  de  I*.  Déterminer, 
pour  une  position  de  la  figure  mobile  :  i  "  la  circonfé- 
rence des  injlexioiis;  2"  le  rayon  de  courbure  de  P  et 
de  Q  en  M;  3"  le  point  V.  oii  Vaxe  de  V  touche  son 
enveloppe  et  le  ra-)  on  de  courbure  0  de  cette  enve- 
loppe au  point  E;  \"  z  est  de  la  forme 

cos^a(i  -+-  -2  sin-^a) 
P '- r— i • 

II.  Ij tie  barre  très  nûnce,  homogène,  pesante,  de 
longueur  j-a^  a  l' une  de  ses  extrémités  A  assujettie  à 
rester  sur  l'axe  OZ,  (/ni  est  ijerlical,  l'autre  extré- 
mité W  sur  1(1  surface  de  l' ellipsoïde  de  révolution 

.\(i'-  (I- 

iln'yapasdefrottemeul.  t  l' iiistaiiL  initial ,  la  barre 
située  dans  l' intérieur  de  l  ellipsoïde  a  son  extré/nité 
supérieure  A  immobile ,  elle-inénie  tournant  autour 
de  OZ  avec  une  vitesse  m  et  inclinée  de  4>''  sur  l  ho- 
rizon. 

jMouvemenI  de  la  barre]  réactions  exercées  sur  h^s 
points  A  et  15. 

Aiiii.  de  Mutlieinat ./'<•  série,  t.  \I\.  (  Nuvciiibrc  lyuo.}        ào 


(  ^'4  ) 

Le  centre  de  gravité  G  reste  dans  le  plan  OXY; 

OG  =  rt  si  II  0  ; 
t^'sin20=  -,  (cos^O -l-{)ri'2  +  |.y2sin20  =z|to2. 

La  réaction  en  A,  paralèlle  à  GO,  est 

o  „  5rt(o-  sin  0 

la  réaction  en  B  est 

v/4  —  3  sin^e 


g 


2  cosO 


Toulouse. 

Calcul  dikférentikl  et  intégral. 

Epkeuve   écrite.   —   L   Intégration   de    Véquation 
aux  lUjjèrentielles  totales 

X  d.r  -+-  Y  dy  -h  X  dz  =^  o, 

où  X,  Y,  Z  désignent  des  fonctions  r/onnées  variables 

x,y,  z. 

IL   Déterndnons  la  valeur  de  L' intégrale 


I ; — ^ TT  dx. 


111.    O/i    considère  la  surface  définie  par  les  for- 
mules 


a 

a?  =  -  cos  u  cost^, 
4 

a 
y  =  —  cos  u  SIn^'. 

•^        4 


"( 


u  .     u  \ 

I  —  cos r-  sra  —    » 


(  ^>'^î  ) 

oii  (i  est  (h)iiii(\  cl  (/m  dcl crniincul  ,  en  fiunlioii  (h' 
lieux  pnrainèlres  u  cl  v ,  les  coordonnées  x,  y,  z 
(l'un  (le  ses  points  par  rappuil  à  trois  nxes  reclaii- 
gvlaiies  Ox,  O)',  0~. 

Délemiincr  sur  celle  surfuce  les  courbes  dont  les  nor- 
males principales  rencontrent  conslaninicnt  l'axe  Oz 
ei  établir  t/ue  ces  courues  sont  algébriipics. 

Epreuve  pratique.  —  Construit  e  la  courbe  ayant 
pour  équation 


0  =    f  (lor-çf)dr 

,  I  r  v/r''  —  1  oo  /-^  -4-  1 8o  r 


\J r''  —  1  oo  /-ï  -4-  r  8o  /■  —  8 1 
et  passant  par  le  point 

(0  =  o,  ,'^_5  +  v/34)- 

Nota.  —  Ou  reniai  (jiu'ia  (|uc  la  (jiiaiililé  sons  le 
radical  s'aiiiiulc  pour  (■(•iLai;;c's  valeurs  enlièies  de  /•. 

.MÉCANiyLE   RATIONNELLE. 

Kmieuve  itciuxK.  —  I.  Une  surface  de  révolution 
est  eni^eiidrée  par  la  cnurbe 

x-y  =  f/'         (  (t  coii^laiU  ) 

tournant  autour  de  l'axe  des  y  (fui  est  vertical  et 
tourné  vers  le  bas,  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

Etudier  le  niouvenient  (Tu//  point  pesant  su/celte 
surface  et  indiquer  les  conditions  i/tiliales  qui  doivent 
être  satisfaites  pour  que  la  trajectoire  coupe  les  méri- 
diens sous  un  (lui^le  i  onsi nul . 

Hèaclidii  de  la  surface. 

Jl.  l'exposer  1  rcs  sonunaircnicnl  la  nn''tln)dc  a,<unné~ 
triqnc   île    l'niiisof   piuir    étudier  le   imnivenient   d'un 


(  '^iG  ;) 

co)ps  solide  (fui  esL  assujetti  à  tourne r  autour  d' un 
point  fixe  et  q ai  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force 
extérieure. 

Epreuve   puatiqlk.    —    Calculer  l'attraction    Tiew- 
tonienne  d' un  solide  homogène  limité  par  un  parabo- 


loïde  de  révolution  et  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l  axe  sur  un  point  matériel  situé  au  foyer  de  la  para- 
bole génératrice. 

Soit  AB  la  trace  du  plan  sécant  qui  limite  le  seg- 
ment. 

On  donne  le  pa/anièt/e  p  de  la  parabole  généra- 
trice, l' angle  AFH  =  a,  la  densité  o  du  paraholoïde, 
le  coefficient  u.  d'attraction. 

Pour  quelle  valeur  de  V angle  a  l'attraction  du  seg- 
ment su/'  le  foj  er  est-elle  nulle? 


-MÉCAMQL'E    APPLIQUÉE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Les  circonférences  piimi- 
tives  O  et  O'  de  deux  engrenages  plans  tournent 
autour  de  leurs  centres  respectifs  a\>ec  des  vitesses 
angulaires  constantes,  et  leur  point  de  contact  I,  consi- 
déré comme  appartenant  à  Vune  ou  à  Vautie,  a  même 
vitesseY.  Un  point  M  se  meut  d' une  façon  cjuelconque 
et  V  on  désigne  par  V  sa  trajectoire  absolue,  par  y  sa 


(  5i7  ) 
vilesse  absolue;  el  par  •'  et  y'  ses  Irajecloires  relatives 
dans  les  plans  des  deux  cercles  O  et  O'. 

i"  Drnionfrer  que  la  condition  nécessaire  et  suj/i- 
sanlc  pour  (jne  v  et  y'  soient  des  profils  conjuf^ués  est 
que  les  deu.x:  segments  V  et  v  aient  toujours  des  pro- 
jections égales  sur  la  droite  TM. 

On  peut  se  donner  arhitrairenienl  lu  trajectoire  Y. 
Quelle  tr  an  formation  subissent  les  deux  profils  y  f^t. 
y'  quand  on  remplace  T  par  une  de  ses  conchoïdes  par 
rapport  au  point  1? 

2"  Déternnner  la  nature  géométrique  des  profils  " 
et  y'  (fucind  la  courbe  Y  est  une  droite  passant  par  1  et 
qufi/id  cette  courbe  est  le  cercle  décrit  sur  10  comme 
dianù'tre. 

II.  Recherche  gêné/ aie  des  systèmes  articulés  plans 
dont  on  peut  déterminer  toutes  les  tensions  par  la  sta- 
tique. 

EipREUVE  PRATIQUE.  —  On  Considère  le  système  arti- 
culé ci-dessous  Jormé  de  triangles  équilatéraux  ',   les 

Fif;.  2. 


P=ioo'* 


deux  points  A  et  B  sont  fixés  de  façon  que  A  \\  soit 
horizontale  et  égale  à  la  longueur  commune  de  toutes 
les  tiges. 

Déterminer  les  tensions  et  réactions  produites  par 
le  poids  propre  du  système  et  par  une  charge  de  i  oo^'S 
appliquée  en  C. 


I 
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Poids  de  chaque  barre,   \o^^. 

On  construira  le  diagramme  en  adoptant  comme 
éehelle  des  forces  i*^'"  par  io''s. 

AsTftONOMIK    ou    MÉCANIQUE    CÉLUSTE. 

Epreuve   écrite.  —  Aberration  des  astres  fixes. 

Etablir  les  formules  qui  donnent  les  changements 
apportés  par  V aberration  à  l'ascension  droite  et  à  la 
déclinaison  d'une  étoile.  Aberration  annuelle. 

On  admettra,  sans  les  démontrer,  les  formules  sui- 
vantes : 


(       sin0  —  sinocosTu}, 


dx 

d\ 

'dt 

~    dt 

dy 

_  d\ 

dt 

~  dt 

dz 

dZ 

dt 

~  "dt 

COSCi 

n 


-  (^  cosM  —  sinc&  oosTO  )  coss, 

COSC2    ■  ^  •  ■' 


( —  COS0  —  siiicp  cosra)  si  lis.. 


Dans  ces  formules,  ^,  J',  z  désignent  les  coordonnées 
rectangulaires  équatoriales  de  l' observateur  {Ox  pas- 
sant par  le  point  vernal),  X,  Y,  Z  celles  du  centre  du 
Soleil,  ji.,  c2,  O,  T^  et  z  le  moyen  mouvement  diurne, 
l'angle  d'excentricité,  la  longitude  du  périgée  et 
l'inclinaison  de  l'orbite  du  Soleil  sur  l'équateur. 
[L'angle  d'excentricité  est  l'angle  dont  le  sinus  est 
égal  à  l' excentricité .) 

Epreuve  pratique.  — -  La  durée  de  la  révolution  de 
la  planète  Junon  autour  du  Soleil  est  de  i59iJ,988; 
l'excentricité  de  son  orbite  est  o,2  5j86.  Calculer, 
avec  la  précision  que  comportent  les  données,  le  temps 
qui  s'écoule  depuis  son  passage  au  périhélie  Jusqu'au 
moment  oii  so/i  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  au 
iirand  axe. 


(  J'9  ) 

Géomktrie  supérieure. 

Epreuvf,  ÉciïiTE.  —  1.  Di'u)ionlvcr  (jiie,  si  des  courbes 
planes  formant  une  congruence  sont  normales  à  toute 
une  famille  de  surfaces,  elles  conservent  cette  pro- 
priété  lorsqu'elles  sont  entraînées  dans  la  déformation 
de  la  surface  enueloppe  de  leurs  plans. 

Cas  particulier  oii  les  courbes  considérées  sont  des 
cercles. 

JJ.  On  considère  une  congruence  de  cercles.  Une 
sphère  S  passant  par  un  cercle  C  de  la  congruence  est, 
en  général,  tangente  en  deux  points  M,  M'  de  ce 
cercle  à  une  surface  S  de  la  congruence  passant  par  C. 

Lorsque  la  sphère  S  varie,  en  passant  par  C,  la 
droite  MM'  passe  constamment  par  un  point  P  du  plan 
du  cercle  C;  lorsque,  au  contraire,  S  restant  fixe, 
"^  varie  en  passant  par  C,  la  droite  MM'  passe  con- 
sttimment  par  un  point  Q. 

1°  Démontrer  que,  si  la  surface  S  i>arie,  C  restant 
fixe,  le  point  P  décrit  une  conique,  et  que  si  la  sphère  S 
varie,  C  restant  fixe,  le  point  Q  décrit  la  même  co- 
nique. 

2"  Etablir  que  cette  conique  coupe  C  en  ses  points 
focaux  et  que  ses  asj  mptotes  sont  perpendiculaires 
aux  plans  focaux  de  l'axe  du  cercle  C  relativement  à 
la  congruence  engendrée  par  cette  droite. 

3"  Examiner  le  cas  oit  cette  conique  est  un  cercle. 

Ei'KEuvE  pii.VTiQUE.  —  On  considèie  la  su/face  S 
lieu  des  points  dont  les  coordonnées  rectangulaires  X, 
\  ,  Z  so/tt  définies  par  les  équations 

X  =  3  M.  -+-3  tiv-  —  u^, 
Y  =  3i'    -i-  1  M- f  —  i'', 

Z   —  3  U-~r-  '^l-. 
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dans  lesiiuelles  a  eL  k>  désignent  des  ^mriahIes  indé- 
pend cnil  es. 

Un  trièdre  trirectangle  ^Yayz  se  meut  de  manière 
(/lie  dans  chacune  de  ses  positions  l'arête  Mz  soit  nor- 
male en  M  à  la  surface  S  et  l'arête  INIx  tangente  à  la 
courbe  (t>)  de  S  qui  passe  au  sommet  ^l. 

Exprimer  en  fonction  de  u  et  v  les  différentes 
quantités  E,  r,,  ç,,  r,,,  />,  (/.r^p^,  r/,,  /•,  qui  figurent 
dans  les  formules  relatives  au  trièdre  mobile. 

former  pour  la  surface  S  et  pour  chacune  des 
nappes  de  sa  développée  l  équation  des  lignes  de  cour- 
hure,  celle  des  lignes  asymptotiques  et  celle  qui  dé- 
termine les  rajons  de  couibure  principaux. 

Marseille. 

Analyse  infimtési.maij:. 

i"  Démontrer  que  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  d' une  surface  développable  peuvent  être 
considérées  comme  les  développantes  de  l' arête  de  re- 
broussement  de  celte  surface,  ou  comme  les  lignes  de 
courbure  de  V  un  des  systèmes  ; 

2°  Un  plan  mobileV  avant ,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, une  équation  de  la  forme 

P  =  a  a^  4-  h  y  -h  c  z  -+-  d  =  o, 

oii  a,  b,  c,  d  soitt  des  fonctions  d  une  variable  indé- 
pendante f,  oti  cojisidère  la  surface  développable  S 
enveloppe  du  plan  P. 

A.  Trouver  les  équations  de  la.  génératrice  mohile  G 
de  la  surface  S. 

B.  Trouver  les  équations  de  V arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  S. 

C.  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  gé- 
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ncrnirices  caractêrislù/iins  i)  sur  la  surface  S.  iMonlrer 
(jue  Le  problème  dépend  d' une  équalion  différentielle 
linéaire  entre  z  et  t. 

3"  Intégrer  cette  équation  dans  le  cas  oii  V on  a 

V  r=^itx  ^{t'^—\)y  -\-{t^-^\)z-^?.\nl  —  o, 
cl  donner  la  signification  géométrique  du  résultat. 

Solution. 

En  écrivant  (|iie  le  déplacement  élémentaire  sur  la 
génératrice  et  le  déplacement  éléinentaii'e  de  la  Ibrtne  la 
plus  générale  sont  rectangulaires,  ou  arrive  à  l'équation 
linéaire  en  z  et  t 


ah  c  dz 

a'  b'  c' dz-~(a" x-\-b"y-\-c" z-^d")dt 

bc  — cb'     ca  —  ac'  {ab' — ba')dz 


Cette  équation  se  réduit  à  dz  =  o,  si  l'on  a 
a{ca —  ac')  —  b(  bc' —  cb')  =  o. 
Celte  condition  peut  s'intégrer.  Elle  est  satisfaite  par 

C-=  Iv(rt2_|_  b-), 

K  étant  une  ('onstante  arbitraire. 

On  a  K  =  I  dans  rexeniple  de  calcul  choisi. 

I-,cs  lignes  z  =  const.  sont  les  ligncîs  de  niveau  (juaiid 
le  plan  des  xy^  est  pris  pour  [)Ian  iiori/.ontal . 

Epkklve  pii.VTiQui:.  —  On  considère  tous  les  points 
de  contact  oii  le  plan  langent  est  également  incliné  sur 
l'axe  O  z  de  lu  surface 

X-  K-' 

•2  »  =   — ;    -4-    4t  • 

a-        (y- 
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Délenninev,    pour    une    inclinaison    donnée,    V aive 
limitée  sur  la  surface  par  le  lieu  de  ces  points. 

Solution. 

La  courbe  limite  est  (Jéteniiinée  en  projection  sur  le 
plan  des  xy  par  recjuatioii 


cos-(o        sin-oj 


^)  =  IO, 


et  1  on  a  pour  1  aire 


A  =  ?:^a2^,2(K3_i; 


Mécanique. 

Dans  un  plan  vertical  est  fixé  un  dis(/ue  circnhdre  O . 
Ce    disque    O    est    à    l' intérieur   d'un   cerceau   A  qui 


s^ippuie  sur  le  disque.  A  l'origine  des  temps,  ce  cei- 
ceaii,  qui  est  pesant  et  homogène,  est  sans  vitesse,  et  la 
ligne  qui  joi/it  le  centre  du  disque  au  centre  du  cerceau 
fait  un  angle  de  45"  a\'ec  la  verticale. 

On  abandonne  le  cerceau  ci  lui-même,  et  Von  de- 
mande de  trouver  le  mouuement. 

i"  En  supposant  qu'il  ji'y  a  pas  de  frottement  ', 

2"  En  supposant  le  frottement  assez  grand  pour 
qu'il  y  ait  roulement  sans  glissement. 

Comparer  la  durée  des  oscillations  dans  les  deux 
cas. 
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Examiner  le  cas  parliculicr  oii  le  disque  est  réditit  à 
un  point . 

SOLLTION. 

Soient  R  le  rayon  du  cerceau,  /•  le  rayon  du  disque, 
M  la  niasse  du  ceiceau,  0  l'angle  de  OA  avec  la  v(!ir.icale 
descendante,  o  l'angle  d'un  rayon  fixe  dans  le  ceiceau 
avec  la  même  veilicale;  on  a  d'al)oid 

M(H  — /•)0"  =—  I\l^  sinO-f-T, 
I\1(R  —  /•)0'2=— M^cosO-H  N. 

En  a[)pli(|nanl  le  lliéorème  tles  moments  des  (juantités 

de  mouvement  par  rapport  à  nn  axe  passant  au  centre  A, 

on  a 

MR(p"=— T. 

Supposons  d'abord  que  le  irotlement  cesse  ;  nous  aurons 
T  r=  o,  -J'  =■  o,  et,  comme  le  disque  part  du  lepos,  nous 
voyons  que  le  cerceau  ne  tourne  pas,  c'i-st-à-dire  (|ue 
tous  ces  rayons  ont  une  direction  lixe.  Eu  même  temps, 
on  a 

Le  centre  A  oscille;  entre  +  j^"  «'t  —  4'"  l'omme  un 
pendule  de  longueur  OA  =  R  —  /■.  Le  cerceau,  dans  ce 
mouvement,  roule  et  glisse  sur  le  disjpie. 

Cette  étude  piéliminaire  permet  de  lixer  le  sigîie  de  T 
dans  l'équation  (pii  donne  -J' . 

Sup[)Ost)ns  mainti'iiant  le  Irolicment  assez  grand  pour 

(pi'il   y   ait  roulement;   il   viendra   la   (omlilion  géomé- 

Iricpie 

Ro'=^(  W  —  /•)(!' 

ou 

l\'f  =  (\{  -/•)0"; 
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on  a  par  suite  l'équalion 


— ( cos6 


Le  point  A  oscille  encore  comme  un  pendule  de 
longueur  2  (Pi  —  /•).  Les  vitesses  angulaires  dans  les 
deux  cas  sont  dans  le  rapport  de  sji  et  les  temps  des 
oscillations  s'en  déduisent. 

Mais  pour  qu'il  y  ait  roulement  on  doit  avoir 

T<Np; 
on  en  déduit  facilement 

Epreuve  pratique.  —  Un  bassin  rempli  d'eau 
maintenue  à  une  hauteur  constante  s'écoule  par  un 
tuyau  AB  dont  le  diamètre  est  égal  à  o™,20,  et  qui 
a  1000"'  de  longueur.  Ce  tuyau  débouche  par  son 
extrémité  B  dans  un  canal  dont  la  section,  qui  est  rec- 
tangulaire, a  o^iôo  de  largeur,  et  dont  la  petite  est 
de  1"'  par  kilomètre.  La  hauteur  de  la  surface  libre 
du  bassin  au-dessus  de  l'extrémité  B  du  tuyau  est 
de  10™.  On  demande  quel  sera  le  débit  du  tuyau,  et 
quelle  sera  la  profondeur  de  l'eau  dans  le  canal. 

Solution. 

Supposons  le  régime  permanent  établi,  soit  u  la  vitesse 
de  l'eau  dans  le  tuyau,  et  u  le  débit  du  canal.  On  se  sert 
de  la  formule  c  =  5o  y/|  DJ,  où  D  est  le  diamètre  du 
tuyau  et  J  la  pente.  On  a 

ç  =  i"'.i  i-  par  seconde 

et 

fj  =  35'"  à  Ja  seconde  pour  le  déb't  du  tuyau. 


(  ^^^  ) 

On  a 


9              ■      A     /       ^^  I  I  m     - 

U  =    —y    =  30  4  /   r    X    1  .  I    =  O  .OOI  ,  a  =  O™.  DO. 

au  y    a  -i-  ib 

On  lire  tle  là 


0^  —  o ,  oo8  b  —  o ,  009.  =  o . 

Jl    V    a    une    \ariali()ii   dans    I  ('(|iuilioi»  ;   on    en    ((tncluL 
I V'xisLcnce  d'nnc  racine  posilive.  On  trouve  environ 

/;  =:  u'".  I  4. 

On  a  ensuili! 

Il  =  o'",  '10. 

AsTKoNo.vni;. 

PuEMiiiKE  QUESTION.  —  Exposé  des  ])hânoTncnes  de 
précessi'on  et  de  nutalioii . 

E xplKjiur  la  si^ii'i/ualion  des  tenues  :  lieu  move>, 

LIEU   VRAI,   LIEU  APPAKEAT. 

Seconde  ouestio.x.  —  Théorie  de  V aberidlion  plané- 
taire. 

L  ne  épliéniéride  dontuait  les  lieux  vruis  d' une  pla- 
nèle  un  d'une  co/nè/e,  coninient  en  lire-l-on  les  lieux 
appurenls? 

Ei^UEuvE  PRATIQUE.  —  ConiioissunL  les  cuoj données 
équatoriales  (a,  0),  (a',  0')  de  deux  étoiles,  on  demande 
de  calculer  : 

1"  L'inclinaison  i  sur  l'cquateur  du  grand  cercle 
passant  par  les  deux  étoiles,  ainsi  que  V ascension 
droite  a  de  son  nœud  ascendant  i^i  est  compris  entre  o" 
et  90"); 

2"  Les  ascensions  dioites  et  les  déclinaisons  (A,  D), 
(A',  D')  des  pôles  de  ce  grand  cercle. 
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Donnces  niiinéi  iqeus 

Il         m       s  ,      ■  , 

a  =  1 .53.1 8, -22  0  =  63.43.5i  ,4 

a' =  7.42.3j  ,G4  o'=T9.i3.   9,2 


FACILIE  DES  SCIEXCES  M  AAXCV. 


PiJEPARATlOX  A  L'AGRÉGATIOX.  -  EXERCICES. 


Mécanique. 

Quatre  liges  homogènes  pesantes  AB,  BG,  CD,  DA,  de  même 
longueur  l  et  de  même  masse  m,  sont  articulées  à  leurs  extré- 
mités de  façon  à  former  un  losange  ABGD.  Ce  système  est 
animé  d'un  mouvement  de  translation  quelconque,  mais  co/i«m, 
dans  un  plan  vertical,  la  diagonale  AG  restant  verticale  dans 
ce  mouvement,  et  l'angle  A  du  losange  étant  1%.  Le  losange 
vient  choquer  par  son  sommet  A  un  plan  horizontal  fixe, 
parfaitement  poli  et  dépourvu  d'élasticité.  Trouver  son  mou- 
vement. 

Un  disque  de  forme  quelconque  est  animé  d'un  mouvement 
connu  dans  son  plan.  A  un  certain  instant,  on  saisit  brusque- 
ment un  de  ses  points  o  et  on  lui  communique  dans  le  plan 
une  vitesse  donnée  de  grandeur  et  de  direction.  Trouver  l'étal 
des  vitesses  immédiatement  après  cet  instant.  Cas  où  le  point  O 
est  rendu  fixe.  Application  du  théorème  de  Garnot. 

Une  barre,  animée  d'un  mouvement  connu  dans  son  plan, 
vient  heurter  un  obstacle  P,  à  un  moment  où  le  centre  instan- 
tané de  rotation  se  trouve  sur  elle.  Trouver  létal  des  vitesses 
et  la  position  de  ce  centre  immédiatement  après  le  choc,  ainsi 
que  la  grandeur  de  la  percussion  subie  par  l'obstacle.  Discuter 
les  résultats  suivant  la  position  du  point  P  sur  la  barre.  On 
supposera  successivement  que  l'obstacle  est  un  point  fixe  ou 
un  point  matériel  libre,  que  la  barre  est  dépourvue  d'élasticité 
ou  parfaitement  élastique. 

Une  sphère  solide,  homogène,  pesante,  de  rayon  R,  de 
masse  M,  est  animée  d'un  mouvement  co/i/i«  autour  d'un  point 
fixe    O    pris    sur    sa    surface.   A    un    certr.in    instant,    on    fixe 


(  ^"^7  ) 

brusquement  un  sccoml   |iniiu   (V  do   lii   surface  de  la  splière. 
Trouver  ic  mouvement. 

Ma tlicmntifj ues   spécia les. 

On  considiMC  un  faisceau  de  coniques  lioniofocales;  soit 
0  leur  centre  commun.  A  un  point  iM  du  plan  correspond  une 
droite  D  joignant  les  projections  du  point  O  sur  les  tangentes 
aux  deux  coniques  passant  par  M. 

i"  Déterminer  la  droite  D,  connaissant  les  coordonnées  du 
point  iM. 

2"  Inversement,  à  une  droite  D  correspondent  deux  points  ÎM 
et  M';  les  déterminer  et  indiquer  dans  quelles  conditions  ils 
sont  réels. 

3°  A  tout  point  iM  correspond  de  la  manière  précédente  un 
point  M';  définir  analyliquement  et  étudier  la  transformation 
qui  fait  correspondre  M  et  M'  l'un  à  l'autre. 

4"  Démontrer  que  le  segment  ÏMAI'est  divisé  en  deux  parties 
égales  par  le  point  de  contact  de  la  conique  du  faisceau  qui 
est  tangente  à  MM'.  Lorsque  la  droite  MM'  se  déplace  en  res- 
tant tangente  à  cette  conique,  quel  est  le  lieu  des  points  M 
et  M'? 

5°  Lorsque  M  décrit  une  droite,  quelle  est  l'enveloppe 
de  MM'? 

6"  Lorsque  la  droite  MM'  ])asse  par  un  point  fixe,  quel  est 
le  lieu  de  M  et  M'?  C'est  une  courbe  anallagmalique  dont  on 
demande  d'étudier  les  modes  de  génération  comme  enveloppe 
de  cercles. 

On  considère  une  conique  fixe  S  inscrite  dans  un  triangle 
A'B'C;  soient  A,  B,  G  ses  points  de  contact  avec  les  côtés  B'C, 
C'A',  A'B'.  Une  conique  variable  S'  est  conjuguée  par  rapport 
au  triangle  ABC. 

i"  On  suppose  que  l'une  des  sécantes  comn)unes  à  S  et  S' 
passe  par  un  point  donné  P;  déterminer  l'enveloppe  de  la 
seconde  sécante  commune  appartenant  au  même  couple  que 
la  précédente,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  sécantes. 

1°  Parmi  les  coniques  S'  satisfaisant  à  la  condition  précé- 
dente, combien  y  en  a-t-il  qui  soicnl  tangentes  à  S  sans  être 
réductii)Ios  ? 

Peut-il  arriver,  pour  des  positions  convenablement  clmisies 
du  point  I',  que  S'  soit  l)itang(;nte  à  S? 
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3°  On  considère  les  coniques  S'  conjuguées  par  rapport  au 
triangje  ABC  et  passant  par  un  point  M  du  plan;  déterminer 
l'enveloppe  des  sécantes  communes  à  S  et  S';  on  obtient  une 
courbe  de  troisième  classe  F  tangente  aux.  trois  côtés  du 
triangle  A'B'C  en  des  points  a,  h,  c.  Soient  «',  b\  c'ies  points 
de  contact,  autres  que  a,  b,  c,  des  tangentes  à  F  issues  de 
A',  B',  C.  IMontrer  que  X' a,  B'6,  Ce  se  coupent  en  un  point  Q 
et  A'rt',  V>'b',Cc'  en  un  point  Q'. 

4°  En  supposant  que  le  point  M  décrive  la  conique  S,  trouver 
le  lieu  du  point  (V  et  celui  du  point  Q. 

QUESTIONS. 


1874.  Soient  P  et  Q  les  points  de  contact  de  deux  tangentes 
à  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  qui  se  rencontrent 
à  angle  droitenM.  IMontrer  que  :  i°  la  hauteur  et  l'hypoténuse 
du  triangle  MPQ  sont  également  tangentes  à  L'hypocycloïde  ; 
j"  le  lieu  du  pied  delà  hauteur  est  une  circonférence  de  cercle. 

(E.-N.  Barisien.) 

187o.   Calculer  la  limite  de  l'expression 

s/ 1  -i-  v/a  -!-...-!-  y/n  —  i 


pour  n  infini.  (E.  Weiij,.) 


EKItATA. 

1897.  Page  i88,  dans  réqualion   en   x  et  y,   changer   r- ~  y-  en 

1898.  Page  ôgo,  question  1717,  lire  page  482,  au  lieu  de  page  582. 

1899.  Page  58o,  dixième  colonne,  biffez  17^0  {voir  même  Tome, 
page  532  ). 

1899.  Page  587,  question  1830,  lire  page  532,  au  lieu  de  page  432. 

1900.  Page  91,  première  ligne,  au  lieu  de  cotes,  lisez  Cotes. 

1900.   Page   190,  cinquième  ligne,  au  lieu  de  ■±:  —■>    lisez   r-  y. 

/  Les  anciennes  questions  réimprimées  :  583  (1900,  j).  189)  et 
597  (1900,   p.  190)   ont  déjà  été  résolues  et  doivent  être  retirées. 

1900.  Page  4io,  quatorzième  ligne,  au  lieu  de  A  «  +  Bt  +  Ce  =  a, 
lisez  \a  -f-  B6  -f-  Ce  =  0. 

1900.     Page    417»    troisième    ligne    en    remontant,    au    lieu    de 

7  «'«l^ '„+<>,   lisez    7  u'-y„=o. 
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PUEMIKU  COVCiUHS  DES    <  iVOlYELLES  AWALES 
\m\\  1000. 


Résultat. 

Apiès  cxaincii  des  .MciiKjircs  paivciuis  à  la  Kodaclioii, 
le  j)ii\  a  été  dL-cciiié  à  M.  A.  Lvciraivgf.,  professeur  Je 
MaLliéinali(jues  au  lycée  de  Sainl-Elieiiue.  Nous  publions 
dans  ce  nimiéro  le  Méiuoire  de  ^I.  A.  Lagrauge. 


[L^15c] 

vm\m  co\coiJus  des  «  ivouvelles  awales  » 

l»OUU  1000. 

Solution  par  M.  A.  L.VGRANGE, 

Professeur  de    Malliéinatiques   au    lycée   de    Sainl-Éticniie. 


[.    (J/i  pioposa  (lélahlir  le  fait  suivant  : 

Il  peut  (iniver  de  deux  manières  différentes  que 
les  neuf  droites  joignant,  trois  points  A,  B,  C  à  trois 
points  A',  13',  C  soient  tangentes  à  une  quadriijue  : 

i"  Les  trois  points  A,  ]î,  C  jx'uvent  correspondre  un 
à  un  aux  trois  points  A',  W ,  (/  jiai-  le  fait  cjue  chacun 
des  trois  ijuadrilatcres  (jui  ont  pour  sommets  13,  C,  B', 
C  ou  C,  A,  C,  A'  ou  A,  B,  A',  B'  a  ses  (fuatre  points 
de  contact  dans  un  même  plan,  la  même  chose  n'ayant 
pas  lieu  pour  les  six  autres  quadrilatères  de  la  figure  ; 

:>."   Les  deux  points  C  et  C,  par  exemple,  pcu\>ent 

Ann.  de  Mutliéinal.,  V  série,!.  \l\.  (  héeciiibre   it)oo.)        34 
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jouer  un  rôle  à  part.  Les  j)oinls  de  contact  i,  2,  3,  4 
f/es  côtés  (lu  contour  AB'BA'  sont  dans  un  même  plan, 
les  droites  12  et  34  coupant  Alî  e/i  S,  les  droites  i4 
et  23  coupant  A'B'  en  S'-,  pour  C'A  et  C'B,  la  corde 
des  contacts  coupe  AB  en  S,  pou/'  CA'  ef  CB',  la  corde 
des  contacts  coupe  A'  B'  en  S';  les  cinq  contours  ayant 
pour  sommets  les  poi/its  de  l  un  des  sjstèmes 


A  B  A'  13'. 


A  BAC,         {  A'B'AC, 
ABB'C,  j   A'B'BC, 


ont  donc  chacun  leurs  quai/  e  points  de  co/itact  dans 
un  i/ié//ie  pla/i. 

II.  La  figure  dépend  de  dix -h  ait  para//iét/es. 
Pour  le  pre/nier  des  deux  sjstèmes  indiqués,  si  l'o/i 
se  do/i/ie  la  quad/'ique,  les  trois  tangentes  A  A',  BB', 
ce  doive/it  satisfaire  à  une  condition,  et  le  contou/- 
hexagonal  AB'CA'BC'A  dépe/id  alo/s  d'u/i  para- 
mètre; la  condition  e/i  questio/i  est  satisfaite  en  par- 
ticulier si  les  trois  ta/igentes  AA',  BB',  CC  so/it  con- 
courantes. O/i  de//iande,  jwu/'  les  deux  cas,  si  l'on 
peut  se  do/i/ie/'  a/'bit/ai/eme/it  les  six  poi/its  A,  B,  C, 
A',  B',  ÇJ pou/' déter/ni/ier  la  quad/ique,  ou  s'ils  doivent 
satisfcdre  à  u/ie  co/idition  et  do/i/ier  lieu  à  u/ie  infi/iité 
de  quadriques ;  à  défaut  d'u/ie  répo/ise  co//iplète  à 
cette  pa/'tie  de  la  questio/i,  o//  dei/ia/ide  d'exa/>ù/ie/' 
au  moi/is  le  cas  oit  les  d/oites  AA',  BB',  CC  sont  co/i- 
cou/a/ites. 

PREMIÙRt:    PARTIE. 

Les  propriétés  à  établir  étant  projectives,  nous  pou- 
vons supposer  que  la  quadrique  est  une  sphère.  C'est  ce 
que  nous  supposerons  dans  cette  première  partie. 

Faisons  une  piojection  stéréograpliique  de  la  figure; 
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soieiiL  iihc.  a  h' c  les  projcclions  des  ])oiiiis  ABCA'B'C'. 
Les  cercles  diî  conlacl  des  coiies  ciicoiisciiLs  à  la  sphère  et 
ayant  pour  soin  met  s  A,  B,  . .. ,  (7  sont  projetés  siiiNaiil  des 
cercles  ayant  pour  ceiilres  les  points /■f,  />,  ...,  <■'•  nous 
les  désignerons  par  :  cercles  («),  (/>»),  ...,  (c').  Les 
cercles  («),  («'),  par  exemple,  sont  tangents  coninie  pro- 
jections de  deux  cercles  tangents  au  point  de  contact 
avec  la  sphère  de  la  droite  x\A'.  Cliacjue  cercle  du  groupe 
(a)(b)  (c)  est  donc  tangent  à  cliacpK;  cercle  du  groupe 
{a'){b'){c').  Le  fjuadrilalère  AA'BB',  par  exemple, 
aura  ses  points  d(î  contact  avec  la  sphère  dans  un  même 
plan,  si  leurs  projections  sont  sur  un  cercle.  Or  ces  pro- 
jections sont  les  points  de  contact  des  cercles  (a),  (Z>) 
avec  les  cercles  («'),  (^')-  En  n.'présenlant  par  (-+-  i)  un 
contact  extérieur,  pai-  ( —  i)  un  contact  intérieur,  on 
sait  (jue  les  (piatre  points  de  contact  des  cercles  (rz),  (^) 
et  («'),  [b' )  sont  sur  wn  même  ceicle  si  les  deux  con- 
tact de  (a)  ont  le  même  produit  que  les  deux  contacts 
de(^). 

Déjinilions.  —  Posons  e/=:±  i.  Etant  donnés  deux 
groupes  de  3  nombres 

nous  dirons  qu'ils  sont  égaux  si  l'on  a 

=,  =  =;.      (f  =  i,9.,3), 

qu'ils  sont  symétriques  si 

£,= — l'i  («:  =  I,2,  3) 

et  enlin  qu'ils  sont  inégaux  s'ils  ne  sont  ni  égaux  ni 
symétriques. 

I^cs  propriétés  suivantes  sont  presquir  évidentes  ; 


l 
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I.   Si  deux  groupes  sont  égaux  ou  sjméd'iques,  on  a 


-r-j  —  ~i'j 


quels  que  soient  i  et  j . 


II.  Si  deux  groupes  sont  inégaux,  il  existe  un  seul 
système  ij  tel  que 

ou,  ce  qui  revieJit  au  même,  tel  que 

ZiZi=  ZjZj. 

Les  deux  égalités  sont  équivalentes,  caron  passe  de  la 
première  à  la  seconde  en  multipliant  les  deux  membres 
pars^Sy.  Pour  les  démontrer  supposons,  par  exemple, 
tous  les  £  égaux  à  (-{-  i);  alors  parmi  les  t'  il  y  en  a  un 
de  signe  contraire  aux  deux  autres  et  la  propriété  est 
évidente. 

m.  Si  3  groupes  (£,£.£3),  (s',  eUJj),  (s'I  £'ô  £.',')  sont 
deux  à  deux  inégaux,  il  n'existe  jms  uji  système  de 
nombres  ij  tel  que. 


Pour  s'en  rendre  compte  on  peut  supposer  les 
3  nombres  du  premier  groupe  égaux  à  (-f-  i).  Alors  on 
a,  par  exemple, 

l\  =  —  T,  d'où 


£j   ~=>  I  ,  £3   = 

mais  on  ne  saurait  avoir 


-t-2  —  -1  -2> 


e  signe 


car  z\  et  £.',  seraient  de  même  signe,   z"^   serait  d 
contraire   à   celui-là   et  les   groupes    (£'),   (e")   seraient 
égaux  ou  symétriques. 

Cela  posé,  formons  le  Tableau  des  contacts  des  cercles 
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(«),  (Z>),  (c)  avec  les  cercles  («'),  {b'),  (c),  les  contacts 
extérieurs  étant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  repré- 
sentés par  +  I  et  les  contacts  intéi-ieurs  par  —  i 


(a) 

(^) 

(C) 
^3 

(a) 

-1 

Zi 

(fy) 

-1 

'-'i 

-I 

t" 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  i"  les  o  groupes  (s), 
(s'),  (c")  sont  deux  à  deux  inégaux;  2"  deux  d'entre  eux 
sont  égaux  ou  sjmétri(|ues.  Cela  résulte  de  la  théorie 
des  cercles  tangents  à  3  cercles  donnés  («'),  (^'j,  (*-'')• 
On  sait,  en  elVet,  que  les  8  cercles  tangents  à  ces  3  cercles 
se  décomposent  en  4  gioupes  de  deux,  les  cercles  de 
chaque  groupe  ayant  avec  les  3  cercles  donnés  des  con- 
tacts de  même  nature  ou  des  contacts  respectivement  de 
natures  contraires. 

Premier  cas.  —  Les  propriétés  (II)  et  (HI)  nous 
montrent  alors  (jue  l'on  peut  trouver  trois  combinaisons 
/;<7,  /\ç,  tu  des  nombres  i,  2,  3  telles  que 

pai-  exemple,  on  peut  supposer  (pie  l'on  a 

Donc  les  3  groupes  de  contacts 

(aba'b'),     (aca'c'),     (bcb'c') 

sont  sur  un  même  cercle  et  ce  sont  les  seuls.  Les  3  qua- 
drilatères AA'IÎIV,  A  A' ce,  lîlVCC  ont  leurs  points  de 
contact  dans  un  mènu'  [)lan. 
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Second  cas .  —  Les  deux  groupes  (siSa-:!)?   ('i''>^-t)' 
par  exemple,  sonl  égaux  ou  sjinéln'ques.  Le  Iroisième 
groupe  [t\z".,z"^')  étant  iuégal  aux  deux  premiers,  il  existe 
un  systèr'.îe  de  deux  nombres  (// ),  et  un  seul,  tel 


-'-y—  'i-j 


nous  pouvons  supposer  i  =  i  ^  j  =  2'^  donc 


'1-2  —   M  -2  —   =■!  -2- 


La    propriété   (I)   permet  de   joindre   à   ers   égalités  les 
deux  suivantes 


-1  -3  —   -1-3'  -2-3  —  ~l   '3- 


Cliacune  de  ces  5  égalités  exprime  que  l'un  des  quadri- 
latères a  ses  eontaets  dans  un  même  plan,  car  leurs  pro- 
jections sont  sur  un  même  cercle,  (^e  sont  les  quadrila- 
tères 

AA'BB',     AB  BC,     AÂ'BC,     AA'GB  ,     BB'CA'. 


SKCONDE    PARTIIi: 


Étant  données  deux  droites  (A),  (A')  tangentes  à  une 
quadiique,  on  sait  qu'il  existe  deux  séi'ies  de  droites  tan- 
gentes à  la  quadrique  et  s'appuyant  sur  (A)  et  (A').  Les 
droites  de  chaque  série  ont  leurs  points  de  contact  dans 
un  même  plan  et  décrivent  sur  (A)  et  (A'  )  deux  divi- 
sions liomog"iaplii(|ues. 

Cette  propriété  bien  connue  étant  rappelée,  considé- 
rons 3  droites  (A),  (A'),  (A")  tangentes  à  une  quadrique  ; 
soit  A  un  point  quelconque  de  (A).  Construisons  un 
quadiilatère  AB'CA'  circonscrit  à  la  quadrique,  les 
points  B',  C,  A'  étant  respectivenuînt  sur  A',  A",  A; 
puis  construisons  un  second  quadiilatère  A(7  lîA"  cir- 
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conscrit  ;i  la  (jiiiulriquc,  les  points  C,  li,  A"  étant  ros- 
peclivcincnt  sur  A",  A',  A,  cl,  en  onlre,  la  droite  C'B 
étant  de  la  même  série  que  IV(j,  et  l>"A  étant  de  la  mèm(; 
série  que  AB'.  Pour  que  l'on  obtienne  un  système  de 
()  droites  analogue  au  système  du  premier  cas,  il  faut 
que  les  points  A'  et  A"  coïncident.  Or,  si  le  point  A  se 
déplace  sur  (A),  A  et  B'  décrivent  deux  divisions  liomo- 
graphiqucs,  de  même  IV  et  C,  C  et  A';  donc  A  et  A' 
décrivent  deux  divisions  liomograplii(|ues  sur  (A);  il  eu 
est  de  même  de  A  et  A".  D'autri;  part,  on  remarquera 
(]ue  A  se  déduit  de  A'  de  la  même  maniêie  (jue  A'  se 
déduit  de  A. 

Donc,  s'il  existe  une  position  du  point  A  telU:  (|ue 
les  points  correspondants  A' et  A"  coïncident,  on  pourra 
dire  que  le  point  A'  considéré  successivement  comme 
appartenant  aux  deux  divisions  décrites  par  A  et  A'  a  le 
même  homologue  dans  l'autre.  Ces  deux  divisions  sont 
alors  en  involution  et  A'  et  A"  coïncident  dans  toutes  les 
positions  de  A. 

Eu  d'autres  termes,  s'il  y  a  un  système  de  9  droites 
satisfaisant  à  la  question,  il  y  en  a  une  inlinité  et  chaque 
système  ne  dépend  (|ue  d'un  j)aramètre,  car  le  point  A 
peut  êtie  pris  arbitrairement  sur  (A). 

Montrons  (jue  l'on  peut  choisir  arbitrairement  les 
deux  droites  A,  A'  et  le  point  de  contact  de  A".  Soit  C  ce 
point  de  contact  ;  soient  A' et  B'  les  intersections  du  plan 
tangent  à  la  quadricjue  en  C  avec  A  et  A'.  Menons  B'A 
et  BA'  tangentes  à  la  (piadrique,  A'  étant  sur  A,  B  étant 
sur  A'  et  les  deux  tangentes  appartenant  à  la  même 
série.  Les  cônes  circons<i  its  à  la  (juadri(jue  ayant  pour 
sommets  A  et  B  coiipenl  K:  plan  langent  en  C  suivant 
deux  coni(pies  ayant  /\  points  communs;  soit  C  un  de 
ces  points;  AC,  CC,  BC  sont  tangentes  à  la  quadrique 
et  les  ()  points  A,  B,  C,  A',  IV,  C  ainsi  déterminés  ré- 
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pondent  à  la  question.  11  en  résulle  que  l'on  peut 
prendre  pour  (A")  la  droite  CC. 

Montrons  encore  que  l'on  peut  prendre  pour  à,  A',  A" 
3  tangentes  coneouiantes  quelconques.  Soit  O  leur  point 
de  concours,  et  soient  a,  [5,  v  l(;urs  points  de  contact.  Si 
le  point  A  de  la  droite  (A)  {;st  pris  en  a,  les  deux  quadi'i- 
lalères  A.B'CA'  et  AC'BA"  {lyoir  plus  haut)  se  réduisent 
à  0|jOa  et  Oy  Oa  :  les  points  A'  et  A''  étant  confondus 
en  a,  la  condition  pour  que  les  droites  conviennent  est 
renq)lie. 

Considérons  niainlenant  6  points  A,  B,  C,  A',  B',  C 
tels  que  les  3  droites  AA',  BB',  CC  soient  concou- 
rantes, et  nous  allons  niontrei-  qu'il  existe  une  infinité 
de  quadriques  tangentes  aux  p  droites  AA',  AB'.  ..., 
ce.  Soit  S  le  point  de  concours  des  3  droites  et  soient 
(.),  fo',  Lu"  les  points  d'inteiseclion  des  diagonales  des 
3  quadrilatères  AA'BIV,  BB'CC,  CC'AA'.  Choisissons 
arbitrairenienl  le  ])oint  de  contact  I  de  la  droite  AA' 
avec  la  quadrique  cheicliée;  si  les  points  de  contact  de 
BB'  et  CC  sont  F  et  1",  la  droite  IF  passe  par  to  et  la 
droite  l'I"  par  to'  (d'après  une  propriété  des  coniques 
inscrites  dans  un  quadrilatère).  Lorsque  1  varie,  les 
points  I  et  l"déc!ivent  deux  divisions  hornographicpies  ; 
si  I  vient  en  S,  il  en  est  de  même  de  I"  5  donc  IJ"  passe 
})ai'  un  point  fixe,  et  comme  AC  et  CA'  sont  deux  posi- 
tions particulières  de  cette  droite,  ce  point  fixe  est  to". 

On  peut  donc  déterminer  3  coniques  S,  S',  S"  inscrites 
dans  les  3  quadrilatères,  les  points  de  contact  de  ces 
coniques  avec  les  droites  AA',  BB',  CC  étant  les  points  I, 
F,  F'.  Ces  3  coniques  tangentes  deux  à  deux  sont  situées 
sur  UMG  quadrique  lépondantà  la  question,  et  comme  le 
point  I  est  aibitraire,  il  y  a  uiu;  infinité  de  quadriques 
tangentes  aux  0  droites  AA',  AlV,  ...,  r,C'. 


(  -^7  ) 

[F2] 
SIK  l  XE  i\Ol  VKME  TIIWSCEMUMK  m  THAXSFORIIE 
L'IXTÉ(iKALE   ELLII'TJQIE   »E  PKE^IIÈIIE  ESPECE  E\ 
lJi\E  l\TÉ(iUALE  (JilCLLAIItE; 

l'AR  M.  E.  lAGGI. 


Considérons  la  fonction  (elliptique 
(i)  u  =  sn  J7         (  mod  A), 

dont  les  substitutions  sont 

l   ^inK -\- •mili'-^  X 

(2)  ,  ,,.  .,-,  («2,  «  =  0,  ±i,dz2.  ...), 
(  ■i{-î m  ■+-  i)i\.-T-'inil\  —  X 

et  la  fonction  circulaire 

(3)  j^  =  s\n^x, 

dont  les  substitutions  sont 

(  /imK-\-x 

(4)  ,  ,^.  (m  =  o,  ±i,±2,...)- 
{   2  (  7.  m  -f-  I  )  K  —  X 

Le  gi'oupe  des  substitutions  (4)  de  la  fonction  j'  est 
contenu  couinu^  sous-i;i  oupe  dans  le  groupe  des  substi- 
tutions (i-i)  delà  (onction  u.  Il  s'ensuit  que  la  fonction  u 
de  jr  est  une  fonction  imifornie  de  la  fonction  y  de  x  ('). 

En  edet,  si  l'on  se  donne  une  valeur  (|u<dconque 
de T,  toutes  les  valeurs  de  x  qui  lui  correspondent  sont 


(')  Ce  llicorènii'  ;i  l^lc  démonlrc  par  l'Aiilciir,  pour  des  subslilu- 
lions  f|iiclcuiiqiirs,  ihins  ses  licchcrrlifs  sur  lu  Théorie  t/es  Fonc- 
tions. IJcsiUK'dn,   iSi(-. 


(  538  ) 


données  par  les  (ormules 

or  =  ^/nK  ~h  y. 

ip  =  îi-im  —  I  )  K  —  a 


{  /»  =  o,  lir  I,  dz  •}.,  .  .  .), 


a  étant  l'nne  d'elles,  et  il  est  elair  que  1(îs  valeurs  de 
sna;  (|ui  en  résultent  sont  toutes  égales  à  sua;  une 
valeur  de  y  ne  liéteruiine  doue  qu'une  valeur  de  a  et, 
par  suite,  a  (;st  une  lonetion  unilornie  àc  y. 

JNous  éeiirons  doue,   ca  étant  une  fonetion  uniforme, 

sna^"  =  C5  I  sin  -^  x  \  , 
ou  siinplenu-nt 

u  =  o{y)  (a  =  snx,y  =  »\u^.r\. 

Cette    fonction   es   jouit    de   propriétés    remarquables 
<jue  la  présente  JNote  a  {)our  but  d'indiquer. 
i"   On  a 

(lu  .  dy 


y/  (  I  —  «-  )  (  I  —  /i  -  II'  ) 
et,  par  conséquent, 

(5) 


=  cLr, 


ch 


_____  —  —7-  c/x, 


•i  K       d  y 


V'(i-o2)(i-r-cp2}  -    v/r-j2 

Cette  équation,  jointe  à  la  condition  évidente 

ci(o)  =  o, 

détermine  complètement   la  lonetion  es.  On  peut  d'ail- 
leurs écrire 

rftp   _  ■>.  K  v/(  I  —  <b2  )  (  I  —  /.-ï  92 

Cette  équation  paraît  plus  compliquée  que  celle  qui 
détermine  a  connue  fonction  de  X.  ^»ous  veirons  cepen- 


(  ^>.^'9  ) 
dant  qiKî  la   fonclioii   '-2  (j')  a  iiiic  lornu' (•X[)Iicitc  yy//f.v 
.simple  (jue  cclli;  di;  sii^-. 

2"  On  sait  (|iu!  l'inléyrale  générale*  de  l'équalion  qui 
drtt'iniinc  a  =  sna;  est 

<^\\{X  -r-  C), 

c  élanl.  «me  coiisl.inlc  quelconque,  c'cst-à-diie 
H  aX  -h  ),  A« 


ou  1  on  a  nose 


A;/  =  v/(  I  —  u'-{\  —  L-  «-  ), 


et  où  A  est  une  conslanlc  quelconque  (a  =  snc). 

Il  en   résulle   (jue  l'inlégrale  générale  de   l'équation 
difleienlielle  à  laqui-lle  salisfail  o(j')  est 


(6) 


I      /      / ^5         /  / i,\       <?(  y)  Ac5(c')-ho(c')  A'ûf  v) 

I 


c   =  SI  11  — —  c 
•2  K 


C'est  ainsi  que  se  transforme,  à   l'égard  de  '•^^(^v),   le 
théorème  d'addition  de  sn  j-. 

3"  J^es  zéros  de  '-5(  r)  sont  les  valcnirs  de 


Y  =  sm  — —  X 

obtenues  par  les   valeurs  suivantes  de  x  (jui   sont  les 

zéros  d(î  sua:  : 

9. /«K -h  >. «t'K'. 

Ces  zéros  sont  donc  donnés  par  la  fortiiuK;  générale 

~                            .     ,                 .        .     K'         7"  —  q~"- 
r  =  SI n  — —  {iin]k  ^  ni\\.  )  =  ±  si n n t -  tt-  =  ~ r^ — - 


(7) 


(       <'. 


q  —  e       ^)         (/i  =  o,  rfci,  ±  2,  . . .). 

Ces  points  sont  tous  purement  imaginaires,  à  l'excep- 
tion du  point  zéro  obtenu  en  annulant  n. 


(  Ho  ) 

Los  infinis  de  ^{y)  sont  les  valeurs  de  )'  obtenues  par 
les  valeurs  suivantes  de  x  qui  sont  les  infinis  de  snx  : 

■2?nK  -h  (in  -i-  \)iK'. 
Ces  infinis  sont  donc  donnés  par  la   forniule  i^énérale 

(T.                                                                                        .       2/i  -I-  I     .       K' 
y  =  SI  II  — p  \  i  m  K  -h  (i  n  ^  \)  iK  1  =  ±  sin i  t.  — 
2  K                                  '        ^                       •>.  K 

(  8  )    <  2«-l-l  In+l 

_q     '      —q        2 


IL 


(«  =0,  ±1,   ±2,    .  ..j. 


Ces  points  sont  tous  purement  imaginaires. 

4"  La  fonction  o(jk)  ^'st  impaire.  Ou  a,  en  eliet, 

sn( —  x)  =  —  ?,nx 
et,  par  conséquent, 

C5  {  —  sin  -^  37  )  =  —  o  (  sin  -—  x  ) , 
c'est-à-dire 

(9)  ?(— r)=  — ?(r). 

5°  La  fonction  o(j)')  étant  uniforme  a  des  substitu- 
tions qui  la  laissent  invariable  (*).  La  manière  dont 
cp(_y)  est  déterminée  donne  immédiatement  ces  substi- 
tutions. On  a,  en  effet, 

(!i{y)  =  sna?  =  sn(a7  -f-  iniK') 

=  ?    sin  ~{x-^-iniK')\  =  '^{b^y -\- an>/ 1— y-) 


ou 


.     K'        q" —  r/-« 
a,j=  sin  niT.    ~  =  ^^ A —  («  =  o,  dr  i,  ±  i,  .  . .), 

.     K'         q'i^q-"  , 

Posant 

a„  =  trt„,  p„  =  bu         (  Pfj  —  a,-,  =  i), 


(  "  )  Loc.  cit. 


(  54.   ) 
on  voit  (|uo  '-5(j)')  atliiiel  les  subslitulioiis  réelles 


(\u\  sont  loutes  oblemics  par  lépélilion  ou  inversion  de 
la  subsliliilion  fondaniejiLale 

car  on  a 

■^•',(jj  =  s„_:[.»i(j)]. 

Le  cliangenient  de  x  en  /\K  +  JC  ou  en  2K  —  x  11e 
donne  évidemment  pas  d'autres  substitutions  pour  la 
fonction  o(j'). 

snx  n'admetlatit  pas  d'aulies  snbstitniions  que  celles 
dont  nous  nous  sommes  seivis,  '^{y)  n'admet  pas 
d'autres  substitutions  que  les  précédentes. 

(i'^  Si,  dans  l'égalité 


o  I  sm  — p  J" 


on  change  x  en  K  +  x,  on  obtient 
cnx  [         T. 

(Il)  V  =     ,, —  =  'O  \  COi  —rr X 

'  anx        •  \       2  K 

où  V  est  la  fonction  dont  nous  avons  parlé  déjà  dans  ce 
Journal,  dont  les  propriétés coirélatives avec  u  montrent, 
mieux  que  vwx^  l'analogie  des  fonctions  elliptiques  et 
des  fonctions  circulaiies,  et  dont  l'emploi  serait  de  na- 
ture à  simplilier  la  tbéorie  des  fonctions  elliptiques  ('). 
L'égalité  précédente  montre  une  nouvelle  corrélation 
entre  u  mX.  v  \  u  et  v  sont  la  même  Jonction  uniforme, 

L' une  de  sin  -~-rX,   l'autre  (Je  cos-^x.  Ce  fait  montre 
>.  K     '  t  Iv 

bien    comment,    à    l'égaid    de    la    péiioile    réelle    4 '^  ? 
if  joue  le  rôle  de  sinus  et  v  le  rôle  de  cosinus. 

On  pouvait  d'ailleurs  se  rendre  compte  directement 


(')  Sur  les  fonctions  ellipliques  de  ineniicie  espèce  {\ou\eUes 
Annales.  i8<)K). 


(  ^4^  ) 

cm(.'  f  {*sl  une  fonclion  unifoiine  de  cos -^  a:  en  leniar- 

quant  que  le  gioupe  des  suhstilulions  de  eus  -\^JC 

.\  niKdz  X         ( ni  =  o,  àz  i,  zri  1,  .  .  .) 

est  contenu  comme  sous-gronpe  dans  le  gron[)e  des 
substitutions  de  Ja  fonclion  v 

.'i  m  K  -+-  iniK'zt:  a:         (  tn,  «  =  o,  ±  i .  riz  ■?.,  .  .  .). 

^"  La  lomtion  '•^(j')  étant  telle  qu'en  posant 

y  =  sin   -T-.r, 
■i  K 

on  obtient  la  fonction  n{x)^  et  qu'en  posant 

y  =  cos  -^  X, 

on  obtient  la  fonction  i'(.ï'),  on  poin-ia  obtenir  de  deux 
manières  difléientes  son  expression  en  t;  on  a,  en 
effet, 


"  =  -1= 

s/kQ{x) 

1  Vq     . 
=  — — =^  sin 

,  .       H.(-0 

=  — ^  cos 

%nî^n 


I  —  2  </-"  cos  î^  -27  -r-  y*" 


'n        1 2^-"-'  COS     ^  ^ -f-  5'-'-"-" 


^-n 


I  -i-  iq-"  cos  ~  X  -^  a'*" 
k 


„     I -f- 2«-"-' cos  —  ,r -^  ^-'-"-'' 
K 


v/X- 61(37)         v^A- 

(//  =  1 ,  2,  3,  . .  .)• 

Si,  dans  la   première  de  ces  formules,  on   remplace 
sin  — '   X   par  7  ,    ou   si   dans   la    seconde  on    remplace 

cos -^  X  par  7,  on  a  l'expression  cherchée  de  'f(j')  '• 

'  n 

in  —  \,i,  3,  . . .). 


(  r,4.i  ) 

Sur  celle*  formule  ou  vérilii;  lacllcuienl  les  propriélés 
que  uous  avous  déuioulrées  plus  liaul. 
Les  foiictioiis 


cm-  =  /'  —  '-?'"(^')>      ''"-^  =  v^'  —  ''■'  'f''  y ) 

^où  y  =  siu  TT^-t)  peuvent  aussi  s'expriuier  par  des  lor- 

Miules  analogues  rationnelles,  l-a  formule  de  la  déi'ivée 
cp'()  )  SI!  IransforuKî  d'une  manière  inléressanle  :  on  a 
en  ellet 

o  (  V )  =  sti  .r  (  >'  =  si  11  — ^  .r  ) , 

d'où 

,,     ,   -  T.  cl  k'    H,(ar)e,(:r) 

es  (  1-)  —Tj  cos  — ,-.  X  —  -T-  <nx  =  —  — ^- — - — î- —  , 
■     -^  ^  iK         2K  dx  ^Z/.         B*-{x) 

el  par  conséquent 

(.3)   ?(.r^--/v/^ll[(.-y--V>--4V-'Vp 

(  «  =  I ,  '2  ,  3 ,   . . .  ) . 
8"  Si  l'on  a 

on   aura 

v{x)  =  o(v/i  -J'O, 

et  par  conséquent,  gràee  aux  propriétés  connues  de  a 
et  de  i^  (') 

_      /    I  — o^i^o" 


■(v/r=7^)  =  V/T^f^^' 


'^•^       \     ,_/....(/7-=7l) 

relations  qui  peuvent  èlr(;  réunies  dans  la  suivante 
(')  Aor.  rit.  (  iVom'pfles  Aiinnles). 


(  544  ) 

qu'où  pouvait  obleuir  ou  faisautc'=  i  Jaus  le  ihéorèiuc 
d'additiou  (6). 

D'aulro  part,  ce  ihéoièiiie  d'additiou  pourra,  grâce  à 
la  fouction  u,  être  transforuié  au  niojeu  des  relalious 
cou  nues  (  '  ) 

l'a  VI,  +  \>a  llb 


u{a  -{-  b)=^ 


I  -h  /v2  Ua  Ul,  Va  Vb 


—  >       v{a-^b) 


Vg  Vb  —  Il  a  Hh 
1  —  k^-llaUhVaVl, 


Eu  posaut 


a  =  sni  -  ,.  a, 
2  K 


si  11  —77  b, 

■2K 


la  prciuièie  de  ces  lorniules  douue 

1   o  (a  \/i— p^  +  p  v^T^^^  ) 
(i4)        ^       _      cp(a)'y(/i— ^■^)-f-ca(^)y(v/[  — g-^) 


En  posaut 


=  cos  — ;-  a,  S  =  cos  —r-  b, 

■2  K  2  K 


la  lonuule  de  t'(<7  4-  Z>)  douue 

/   9 (a?  —  y/i  —  a-^  /^"^^^) 
(i5)  _       'j;(a)tp(p)— çpy/i  — a-2)o(^t_  pi) 

Ces  foruiLiles  (i4)  '-'t  ('''^)  sout,  au  foud,  ideulicjues; 
luais  si  l'ou  y  fait  [î  =  a,  ou  obtient  les  deux  formules 
distinctes 

(|6)  '^(ïav/i  — a^jrzr  J ^-iJ _    , 

1  + A-2<f2(a)cp2(v/i  — a2) 


(17) 


o(2a2— i)=  ^ uAv^^^^, 

I  — A-2(p2(a)'fHvi  —  a-; 


(')  Z,oc.  cit.  {l\oii\'e/k's  Annotes). 


(  54:.  ) 

qui  sont,  à  l'égard  de  '-^(j  ),  It-'s  Iraiisfocinées  diis  (or- 
inulos  de  inulliplicatioii  par  -2,  des  fondions  elliptiques 
/f(2x),  v{2x).  Les  formules  qui  donnent  zf  (3a:),  v^ix), 
/i(4a:),  t^(4-Z^)>  <;tc.,  se  transfonneraienl  d'une  manière 
analoi^ue. 

Enlin,  on  peut  transformer  l'expiessioa  de  la  dérivée 
de  la  manière  suivante;  on  a 

et  par  conséquent 

-y/'— j- 


_       2 K        I  —  <f-(  y) 


Ces  formules  ne  contiennent  explicitement  pas  d'autre 
irrationnelle  que  le  dénominateur  y  i  — y'-.  D'ailleurs 
ç)(\/i — J'-)  ne  contient  pas  d'auti-e  iri'ationnelle  que 
y/i  — y-  en  facteur  d'une  expression  rationnelle.  Cvs 
formules  suflisent  donc  à  montrer  que  '^'{y)  est  ration- 
nelle en  y.  La  tiansformation  de  ^' {-x)  ne  conduit  pas 
à  d'autres  formules. 

9"  Les  foi'mules  que  nous  avt)ns  établies  [)ermettcnt 
d'étudier  facilement  les  variations  de  la  fonction  rcelliro 
de  la  variable  réelle  o  et  de  constiuiie  la  courbe  repré- 
sentative de  ces  variations.  l\(Mnai'(juons  tout  d'abord 
(jue  'o  étant  une  fonction  im[)au'e,  la  coui'be  (!st  syiiu'- 
tritpie   par  rapport  à  l'origine  des  coorilonnées  'j  cl  ^  , 

(')  Loc.  cit.  {Aouvelles  Annales). 

A/tu.  (le  Malin  ituit.,  3"  série,  l.   XI\.  (  Dccciiilirc  mjdo.)         35 


(  546  ) 
ei,  qu'il  nous  suffira  de  faire  varier  j^  par  des  valeurs  po- 
sitives. Les  égalités 


,'(^)  =  îly/^-in?îiii 


A-2<i2) 


y 


}  ^(o)  =  O,  o(l)=  I 


montrent  que  lorscjue  y  croit  de  o  à  1,0  croit  aussi  de 
o  à  I.   La  tangente  à  l'origine;  est  donnée  par 


2K 


?'(o)  = 
La  tangente  au  point  i  nous  est  donnée  par  la  dernière 


formule  que  nous  avons  démontiée  pour  j'  (18) 


\ 


L(n"sque  )  croit  au  delà  de  l'unité,  cp  croît  au   delà  d<' 
l'unité  et,  à  paitir  de  ce  moment,  reste;  toujouis  compris 


entre  i  et 


o  atteint  la   valeur  J^  pour  les  valeurs  de  j  données 
par  la  formule 


y  =  sin  — 7T  [  K  H-  (  2  «  -(-  1  )  «  Iv  ] 
2  K  "^ 

2»  + 1 

2  /i  -f- 1   .     K'        a     ^     -4-7 

=   COS ÎT  -rr    = 

2  IV  2 

(»  =  O.  ±  I,  TT  •>.,.. .  ; 


(  ^i;  ) 

qui  soiil  (loniu'cs  |)ar  l'éi^alilé 

'f(r)  =  snx=  j- 

Cfs  valeurs  auuulent  d'ailleurs  'i'  et  reudciil  néga- 
tive d'  (|u<'  Ton  calcule  facilement;  on  ohlient  donc 
ainsi  des   inaxinia  pour  cp.    Il    \\  y   a  de  dillicullé,   pouf 

trouver  le  signe  '^",  (jue  de  zéro  au  premier  maximum  ^  ; 

on  trouve  que  ci"  est  négative  dans  tout  cet  intervalle, 
mais  nous  n'en  re[)ii>duir()ns  pis  ici  la  démonsliation, 
qui  est  longue;. 

'O  alleinl  la  valeur  i  pour  les  valeurs  de  j' doinn-es 
par  1.)  formule 

~       ,  .,-,,  .      K'         <7«-f-r/-« 

V  =  sin  —     (  K  -i-  i.nt  K  )  =  cos/i^tt  -rr  — 

?.  K  K  A 

(  n  —  o,  ±  f,  ±  -2,  ...'), 
(]ui  sont  données  par  l'égalité 

?(r)  =  ^"'^  =  '• 

(^es  valeurs  annulent  toutes  'i',  sauf  la  prcMiiière,  (nii 
est  I  et  pour  la(|uelle  nous  avons  calculé  la  valeur  de  es'; 
la  dérivée  seconde  o"  est  positive  en  toutes  ces  valeurs, 
sauf  en  la  premièie,  où  elle  est  négative.  Ces  points  pour 
lcs<[uels  s  =  I ,  'i' =  o  sont  donc  des  niinifua. 

Eniin,  si  l'on  calcule  l'intervalle  sur  l'axe  O^,  entre? 
un  maximum  et  li'  minimum  suivant,  ou  entre  un  mi- 
nimum et  le  maximum  suivant,  on  voit  que  cet  intei- 
valle  croit   indéfiniment  et  au  delà  de   toute  limite. 

A  partiidu  point  j^  =  i ,  la  courbe,  tout  entière  con- 
tenue entre  les  deux  parallèles  i  et  y»  alTecte  donc  une 
forme  sinueuse  et  oscille  entre  ces  deux  j)arallèles  de 
manièie  cpie  les  sinin)sités  s't'largissent  indi'liniment  cl 
au  delà  d(;  toute  limite. 
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[M^5j] 

SIR  U!VE  GERBE  DE  CUBIOIES  GAICIIES; 

Par  m.  STUYVAERT, 

Professeur  à  Gancl. 


Tandis  que  les  coniques  ayant  un  double  contact 
constituent  un  cas  paiticulier  d'un  faisceau  ponctuel, 
dont  elles  possèdent  les  propriétés,  les  cubiques  gauches 
passant  par  deux  points  et  y  possédant  mêmes  tangentes 
et  mêmes  plans  osculateui's  s'écartent  beaucoup  de  celles 
qui  ont  cinq  points  communs  ('). 

Les  unes  et  les  autres  constituent  bien  luie  gerbe,  et 
chaque  point  de  l'espace  déterujinc  une  courbe  du  sys- 
tème, comme  von  Slaudt  la  montré  le  premier  (-)•, 
mais  là  s'arrête  à  peu  près  l'analogie. 

M.  R.  Sturm  (^)  a  d'abord  attiré  l'attention  sui'  la 
gerbe  qui  nous  occupe.  Il  a  fait  voir  qu'un  tétraèdre 
d'osculation  ABCD,  lorsqu'on  ne  spécifie  pas  lesquelles 
de  s(;s  arêtes  sont  tangentes,  corde,  etc.,  appartient  à 
douz(!  geibes  de  cubi(|ues  gauches. 

A  son  exenq)le,  nous  ne  considérons  que  les  courbes 
qui  passent  par  A  et  C,  v  touchent  respectivement  AB 
et  CD,  et  y  osculent  les  plans  ABD,  CBD  ;  par  suite, 
AD  et  CB  sont,  pour  toutes  ces  cubiques,  deux  droites 
associées  de  Cremona. 


(')  Celte  dernière  gerbe  a  été  éliidiée  par  M.M.  Reye  {ZeitscJi.  f. 
Math.  u.  Phys.,  t.  Mil),  U.  Sturni  {Journ.  de  Crelle,  t.  79), 
Konigs  [Noiw.  Ann.  de  Mqth.  i^Z'  série),  t.  II]. 

(-)  Géométrie  der  Loge.  Beitrage,  §  464. 

(  ')    ^rflth.   Anna/en.  1.   \\\I.   p.  4'^'J-''oî^.      • 
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Ai.  llciiiriclis  (')  a  [mljlié  une  éliult;  appiofoiidiL"  du 
>njcl,  en  se  servant  de  la  (iéoniéliie  projeclive.  Après 
<e  travail  très  complet,  il  ne  reste  guère  de  résultat 
iniporlant  à  trouver,  mais  ou  peut  essayer  d'aulres  nié- 
ihodes  pour  élaMii-  la  théorie.  Dans  iiu  travail  récem- 
lueut  soumis  à  l'Académie  de  jjelgifjue,  nous  proposons 
une  légère  moililicaliou  à  la  repjéseulatiou  pai'auié- 
Irique  des  courbes  gauches  ilu  troisième  ordre,  de 
manièie  à  la  rendre  applicable  à  la  gerbe  de;  cuhicpies 
ayant  même  tétraèdre  d'osculaliou. 

ici,  nous  essaveroMS  de  ictiouvei-  (juehjues-unes  des 
l)ropriétés  de;  ce  système  en  utilisant  la  (  îéométi  ie  ana- 
l_)'ti(]ue  plane. 

1.  Un  plan  v  ne  passant  par  aucun  sommet  du 
léliaèdie  AlîCD   {fg-    i)  ("oupe   respectivement  en    E, 


1\  (,,  11,  1,  -M  les  arêtes  AC,  AB,  CD,  AU,  BC,  BD  de 
ce  dernier  et  contient  liois   points  P,  Q,  R  d'une  des 


courbes  de  la  gerbe. 


Le  cône  de  sommet  A  perspectif  à  cette  cubique  coupe 


(')   K.     lli:iNi:i('.iis ,     l'ehcr    dcn     Itiiiuh'l    tlrrjeiiii^en    /,  iiOi.se/irii 
It(ti(iiiriir\'eil .  wclrlic.  clc.   ( />/vv.    Un/ish'i-,    iSS-). 
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le  ]ilan  v  suivant  une  conique  passant  par  P,  Q,  H,  E,  F 
et  tangente  en  E  à  EG  et  en  F  à  FH. 

La  iraee,  sur  v,  du  cône  de  sommet  C  perspectif  à  la 
cubi(|ue  est  une  conique  passant  par  P,  (),  R,  touclianl 
EF  en  E  et  GI  en  G. 

En  faisant  varier  la  cubicjue  de  la  gerbe,  on  engendre, 
dans  le  plan  v,  deux  faisceaux  de  coniques  ayant  un 
double  contact  et  situés  de  manière  (|ue  l'une  des  tan- 
gentes communes  de  l'un  des  systèmes  est  corde  de 
contact  de  l'autre  et  inversement. 

La  généralité  du  l'aisonnement  ne  sera  pas  reslreinîe 
si  nous  supposons  les  points  I  et  H  à  l'inlini,  car  le 
princi[)e  d'homographie  permettra  d'étendie  les  résul- 
tats.  En  prenant  ensuite  EG  et  EF  pour  axes  de  coor- 


données, nous  pouirons  repiésenler  JG  et  FH  resjiecti- 
vement  par  les  éc[ualions 

X  =  </,         j-  —  b. 

Dès  lois,  h;  problème  est  ramené  à  la  recliercln;  des 
propriétés  des  ternes  de  points  P,  Q,  Il  qui,  avec  l'ori- 
gine E,  constituent  l'intersection  de  deux  courbes  qucl- 
concpies  des  systèmes  repiésentés  pai'  les  é(piations 


X  (  X 


a)  =  ky'-, 

■  h  )  —  u.r-. 


(  ^>5.   ) 
dont  la    première   se    rapporte  aux   eonicjU'îs   ayaiil    mi 
double  coutact  en  E  et  G. 

Remarquons  en  passant  (|ue  Ir.s  points  1*,  O,  R  coni- 
niuns  à  deux  des  courbes  considc-rées  appartiennent 
aussi  à  une  conique  passant  par  II,  E,  (j,  I,  car  l<'s 
é(]uatiuiis  préeéd<nles  donnent,  par  niulliplicalion, 

{x  —  a)  (y  —  '>>)  =  ^'■l^^y^ 

et  cctie  relation  représente  une  hyperbole  à  asymptotes 
parallèles  aux  axes  coordonnés  et  passant  par  F  et  G. 

2.  Toute  la  question  est  de  préciser  la  liaison  des 
points  P,  Q,  R. 

(Jr,  un  point  P(x',  y')  délerinine  une  <X)niqne  di' 
cliacun  des  deux  systèmes  considérés  ci-dessus;  ces 
deux  courlx.'s  ont  respectivement  pour  é(|ualion 

(i)  x(x  —  a)y-=  x'{x'  —  (t)y-, 

(■2)  y{y—b)x'-^  =  y{y —  b)x--. 

Multiplions,  par  bx'  et  n^,  respectivement  les  termes 
de  la  [)remière  et  de  la  seconde  égalité  et  soustrayons; 
nous  obtenons,  après  quebjues  calculs, 

{xy —  ^-'y)  [{bx'-\-  ay'  —  ab  )  (.rj''-H  x'y  )  —  abx'y' \  —  o. 

Cette  c(piaLion  repiésentc  dvAW  dioites  passant  par 
E,  P,  ().  Il;  et  comme  le  premier  facteur,  égalé  à  zéio, 
représente  EP,  on  a,  en  faisant  al)slraction  de  ce  lacleur, 
l'écpiation  de  la  droite  QIl. 

(>elle-ci  est  parallèle  à  la  droite 

xy'  -^  x' y  =  o, 

c'est-à-dire  à  la  conpiguée  barm()ni(|ue  de  EP  par  rap- 
port aux  axes;  donc,  dans  le  cas  général,  les  droites  EP, 
(  )ll  déterminent,  sur  III,  deux  points  conjugues  barmo- 
ni(|ues  [lar  lapport  à  II  etl. 
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Oi-  on  sait  que  les  points  d'une  Jioîte  HI  alignés, 
avec  les  sommets  d'un  triangle  PQH,  sur  un  point  fixeE, 
et  les  intersections  de  H[  avec  les  côtés  opposés  de  PQR 
sont  en  involution.  Nous  voyons  ici  que  les  involiitions, 
déterminées  de  cette  façon  par  les  triangles  PQR  relatifs 
à  toutes  les  cubi(|ues  de  la  gerhe,  se  confondent  et  ont 
H  et  I  pour  points  doubles. 

3.  Pour  qu'une  combe  du  système  soit  tangente  au 
})lan  V,  il  faut  que  deux  des  points  P,  Q,  R  coïncident, 
ou  que  QR  passe  par  P;  celle  condition  s'exprime  j)ar 
l'égalité 

(  3  )  OT  -+-  a  y  =  — 

Le  lieu  des  points  de  contact  du  plan  v  avec  les 
cuhiques  de  la  gerhe  auxquelles  il  est  tangent  est  une 
droite. 

Appelons  cette  droite  d\  nous  y  reviendrons  bientôt. 
Remarquons  auparavant  que  les  points  P,  Q,  R  jouent 
évidemment  le  même  rôle  et  qu'en  faisait  coïncider  P 
avec  un  des  deux  auUes  points,  nous  n'enlevons  rien  à 
la  généralité  de  la  soluiion  qui  précède. 

iNous  découvrirons  une  autre  propriété  en  exprimant 
que  les  points  Q  et  R  se  confondent,  ou  que  la  droite  QR, 
représentée  par 

(4)         {(^y  -^  ^^■' —  '^'^)  {^'y'  ^  ^'  y)  —  abx'  y  =  o 

louche  lune  des  coniques  (i)  ou  (a),  par  exemple  celle 
qui  a  pour  équation 

x{x  —  a))  "^  —  x'{x' —  a  )y-. 

En  posant 

x'  y' 
s  = 


a  y  -~-  bx' —  ab 
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on  peul  écrire  l'égalilé  (4)  sous  la  roriuc 

Ty'  -\-  x'y  —  abs  =  o. 

La  coDtlilion  de  coiilact  est  alors 

ay'-  , 

-  T     y 

x'(a-' — a)  ()  a:' 

t)  <)  —  (lus 

y'  :c'  —  abs  o 


o 


ou,  eu  {léveloj>))anl, 

(5)  {ay'  -^  br' —  ab  )'-  =  \ah{.r'  —  a)  {y' —  b). 

Si  x'  vl y'  sont  les  coordonnées  couranles,  celle  rela- 
lion  représenle  une  conique  S,  lieu  du  point  P,  le!  que  les 
points  correspondants  Q  et  R  coïncident. 

Les  cubiques  gauches  de  la  gerbe  f/ui  touclieiit  un 
plan  V  le  coupent  encore  sur  une  conique. 

La  conique  S  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle 
à  EM  et  qui  touche  MG  en  G  et  MF  en  F;  elle  est  tan- 
gente aussi  à  la  droite  d  dont  l'équation 


(3,). 


,       ,     ,       "àab 

a  y  -\-  ùx  =  


a  été  trouvée  plus  haut-,  cette  droite  joint  les  milieux 
de  FM  et  GM  ;  sou  point  de  contact  avec  S  est  au  milieu  N 
du  segment  déterminé  sur  elle  par  les  axes  coordonnés 
ou  par  FM  et  GM. 

Dans  le  cas  général,  S  louche  HI  au  conjugué  harmo- 
nique, relativement  à  II  et  J,  du  point  de  rencontre  de 
FG  et  HI5  le  point  N  est  toujours  à  rintersection  de  d 
et  de  EM. 

Si  le  |)oinl  P  csl  sur  d.  liin  des  aulri's  |)()inls.  ()  par 


(  y^\  ) 

exemple,  coïncide  avec  P,  etla droite  coircspoiidanteQR 
a  pour  équation 

(4)  (a  y  -h  bx  —  ab)  (  j',c'-f-  xy')  —  ab  x'  y'  —  o, 

avec  la  relation 

(3)  ay-^b^ 


o  ab 
1 


Cette  droite  coupe  la  conique  S  en  deux  points,  mais 
il  est  évident  qu'un  seul  de  ceux-ci  est  le  point  II. 

Pour  établir  la  distinction,  qui  sera  d'ailleuis  pré- 
cisée par  ce  qui  va  suivre,  on  peut  observer  dès  à  pré- 
sent (|ue  ce  point  R  doit  se  trouver  sur  une  combe 
déterminée  de  chacun  des  deux  faisceaux  considérés  au 
début. 

Si  l'on  cherche  l'enveloppe  de  la  droite  inobilc  repré- 
sentée par  l'éijuation  (4)-.  ses  coeflicients  étant  liés  par 
la  relation  (3),  on  obtient  la  conique 

(  ay  -5-  6.r  —  iab)'-  =  \abxy. 

C'est  encore  une  parabole  T  touchant  d  en  JV  et,  par 
suite,  tangente,  en  ce  point,  à  la  conique  S;  T  touche 
les  axes  eu  des  points  .r  =  3  ^/,  y  =  3/>. 

Dans  le  cas  général ,  nous  pouvons  énoncer  la  pro[)riété 
suivante,  qui  s'établit  d'ailleurs  très  facilement  aussi 
[)ar  la  Géoméliie  projective  : 

La  droite  qui  joi/if  un  point  V  de  d  au  point  corres- 
pondant  R  de  La  conique  S  enveloppe  une  conique  T 
aja/it  a\'cc  S  un  double  contact,  en  N  et  sur  la 
droite  Hl. 

4.  Si  1  on  veut  chercher  directement  l'enveloppe  des 
tangentes  aux  cubiques  de  la  ^crbe  qui  touchent  le 
plan  V,  c'est-à-dire  des  droites  (^Pi  représentées  par 

{o y'  -f-  b t' —  ab)  ( yx' -\-  xy' )  —  abx'y' ^=  o, 


(  5:,:,  ) 

les  (îoi'ilicicîiils  .*',    y'  (coordormc-cs  de  l*  )  cLaiil  liés  [)ar 
la  (-(iiidil  ion 

{ay  -~-  b x  —  ab'f-  —  4  ab{x'  —  <i){ y' —  f^  }, 

les  calenls  soiiL  assez  lonj^s.   On  les  évite  en  [josanl 

av-^bx' — ab  ay'^<-bx'  —  ab  ^ 


P 


tbx'  ^  «^j' 


p  el  q  sont  alors  les  eooi'donm'es  langrnlielles  de  la  droile 
dt)nl  on  eliei'eli(;  l'enveloppe  :  on  tiie  de  l;i 


abq  ,  abp 

y  - 


ap  -^  b  q  —  ab pq  ap  -r-  bq  —  ab pq 

Siibslitiianl  dans  la  eondilion,  on  oblienl,  après  avoir 

siniplilié, 

abj)q  =  (  (  I  —  bij  )  {\  —  aj)  ), 

('(jualioM  repi'ésenlanl  nne  e(Mii(jiie;  on  1  éeril,  en  coor- 
données poneUielles, 

( 4  <iy  -^  4  b X  —  3  «6  )-  =  I  ()  ab  ry. 

On  reconnaît  nuv  ellipse  \j  langi'nle  aux  axes  coor- 
d(Mines  respeeli \  eniei) t  en  des  [K>inls 

3  <t  3  b 

T=  -     ,  y  -^  -     , 

A  4 

tangente  à  d  au  même  point  ^  où  celle  droite  touelu;  S 
et  T,  tangente  à  la  [)arallèle  à  F(}  meui'e  p.n-  le  milieu 
de  l'.F,  tangente  eiilin  aux  di'oiles  LU  et  11(1. 

Dans  le  cas  gi-néral,  l' ciisu^loppii  d/'s  taiii^eiilcs  des 
cubiques  gduclies  de  Li  gerbe,  situées  dans  le  p/tt/i  v, 
est  une  conique  toucJiant  les  traces  des  quatre  Juces  du 
tétraèdre  d'oscnlation . 

Comme  nne  tangente  variable  d'une  eoiii(|ue  coupe 
cpialre  l.ini;inl(s    (ixi's    (  El'\    F.(l,    FM,  (1 M  )    en  (|uatrc 
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points  (loiil  le  rapport  aiiliarnionitpje  est  constant; 
comme,  en  outre,  pour  la  tangente  spéciale  J,  ce  rapport 
est  \  et  ne  dépend  par  consétpaent  pas  de  la  position  du 
plan  V,  on  voit  que  les  tangentes  à  tonles  les  cubiques 
de  la  gerbe  coupent  les  iaees  du  tétraèdre  d'oscnlation 
en  quatre  points  dont  le  rapport  anliarnioni(|Ue  est  con- 
stamment égal  à  ~.  Ceci  démontre  le  lliéorènic  suivant, 
dùàiM.  Sturm  et  précisé  par  M.  Heiin-ichs,  (jui  a  trouv<î 
la  valeur  j  du  rapj)ort  anliarmonicpie. 

Les  tans,entes  aux  cubiques  de  la  gerbe  sont  les 
rayons  d' an  complexe  télrackJrdl. 

5.  Le  point  N,  déjà  lencontré  plusieurs  fois,  est  évi- 
demment le  point  de  contact  de  la  cubicpie  de  là  gerbe 
(jui  oscule  le  plan  v. 

Dans  le  cas  général,  on  voit  donc  que  si,  en  trois 
points  A,  C,  N  d  une  cubique  gauche,  on  mène  les  plans 
o^ciilateurs  a,  y,  v  :  i"  le  point  M  commun  à  ces  plans, 
le  point  N  et  la  trace  E  de  la  coide  AC  sur  le  plan  v 
sont  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  que  M  est  dans  le  plan 
ACN  (théorème  de  Cliasles)  :  2"  la  droite  jNME  coupant 
en  L  la  droite  111  du  [)lan  v  qui  s'appuie  sur  les 
droites  associées  AD,  Clî,  on  a  le  rapport  anharmo- 
nique 

(MENL)  =  — |. 

On  voit  sans  peine  c[ue  la  conique  S  est  la  trace,  sur  v, 
de  la  développable  osculatrice,  à  la  cubique  gauche  qui 
oscule  le  plan  v. 

D(!S  relatioiis 

,  abn  ,  ahp 

7  = 


ap  -\-  bq  —  ah pq  ap  -\-  hq  —  cihpq 

on    déduit  encore  :   <pi'une   seuh;  cubique  de   la   gerbe 
admel  pour  sécante  une  droite  donnée,  ayant  pour  coor- 


(  -J^?  ) 

données  langcnluïHcs  j)  cl  q  ;  fjnc,  si  lu  point  V[a:\y') 
décrit  une  droite,  la  droite  correspondante  QR(/>, /7) 
enveloppe  une  conicjue;  (ju(;,  si  QR  pivote  autour  d'un 
point,  P  déei'it  une  conique. 

Enlin.on  [K'ut  établir  avec  précision  la  transformation 
dans  laquelle  un  sommet  du  triangle  P(^R  réporul  au 
côté  opposé.  Si   l'on  considère  le  point  l',,   ayant  pour 

coordonnées  —  et  ->  on   voit  immédialemeni    cm  il  cor- 
P        7  ^ 

respoPid  à  P  dans  une  homologie  liarnioni<|U(',  doîJt  le 
centre  est  E  et  dont  l'axe  a  pour  é(piation 

ay'-h  bx'  =^  -xab, 

c'est-à-dire  (|ue  (x-l  axe  joint  le  point  M  au  point  de  ren- 
contre de  HI  et  F(i.  (^uanl  au  point  P,  et  à  la  droite  Qll, 
ou  les  déduit  l'un  de  l'autre  par  la  translormatiou  très 
simple  que  voici  :  (^R  joint  les  points  où  HP,  et  IP, 
rencontrent  respectivement  EF  et  EG. 
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siiK  ui:l\  théorèmes  de  GÉOIIÉTUIE  DIFFÉUEVTîELLE; 

Par  m.  C.   L\MI()M. 


M.  Riaiulii,  en  partant  de  la  formule  qui  exprime  la 
deuxième  courbure  d'uiu'  ligne  géodésique  en  un  point  ]M 
d'une  surface  ('),  a  démontré  les  deux  tliéorèmcs  sui- 
vants : 

i"  Si  une  ligne  de  cou/hure  est  grodr.'^it/ue,  elle  est 
plane. 


(')    Voir  IliANCiu.  Lezioiii  di  Gcoinclria  di (fcrcn zialc.  p.    l'ii. 


(   5.>8  ) 
■>."    CJiaqnc    ligne    géodésù/ua    jildne    est     ligne   de 
lOitibure. 

Le  but,  (le  cclti;  Noie  est  de  douiicr  une  clémonslraLioii 
ilireeTe  el  Liés  simple  de  ces  deux  llieorèmes. 

1.    Soil  \j  une  lii^ne  (]e  eouihiire  el  g«'odésit]ii(»  située; 
sui"  une  sniface;  les  cooi  don  nées 

^,    y,    - 

dun  point  (juel('on(|ue  de  L  peuvent  èlre  expiiniées  en 

lonclion  de  1  arc  s  de  L. 

Soient 

X,     Y,     Z 

les  eosinns  directeurs  dit  la  normale  à  la  surface; 

COS^,       COSTj,       cos^ 

les  cosinus  de  la  normale  piincîpale  de  L;  d'a[)rès  l'iiypo- 
ihèse  (jue  nous  avons  posée,  nous  aurons  (*) 

d.r  _dr  ^dz  _  dX  ,  rfY     cJZ 

ds  '  ds  '  ds  ds   '   ds  '   ds 

(■i.)  X  =  cos^i  Y  =  cosr,,         Z  =  cos^. 

En   déiivant  par  ra[)port  à  s  les   relations  (a)  et  eu 
tenant  compte  des  formulée  de  Serret,  ou  obtient 

(    d\             copa         cosX 
i  7?7  ^~"p T' 

d\  ros'y         en?  a 

ds  p  1 

dZ  cosv        cosv 

'dx    ^'  p  ^f  "  * 

Si  nous  exprimons  par  j  bi  valeur  commune  des  rap- 


l'uir  BiANCiii,  Lezioiii.  etc..  p.   i(>!. 


(  ^^\}  ) 

judls 

f/.r  cl y           clz 

ds  cis            fis 

7/X  ^  ~d\  ""  ~dZ  ' 

ds  ds            ds 

les  fornmlcs  (3),  en  Icnaiil  <oriij)lc  dt;  la  rcl.ilioii  (i)  cl 
(le  l'itlcnlilé 


cLr 
ds 

nous  (loiHK'iMdiL 


dy 
7/7 


ds 


ro^a         ros A 


(4) 


? 

T 

cns  3 

cos  ;x 

? 

T 

ros  Y 

CO?V 



1 

/.•  COPX 
/x-  COS  |3    : 

A-  cos  7  -■ 

?  ^ 

En  tmihi[>liaiil  rcstjcctivcinciit  les  éijualions  (/j)  par 

cos  À,       COSiJt,       cosv 

el  en  ajoulani,  on  oblieiil 


T  ^-  "• 
d'où  il  siiil  (|uc  la  li^iie  L  csl  l)icn  une  lii^Mic  plane. 


!2.   Pour  la  <l(''iiionslral,ioii   An   deuxieiiie  lli(''oièine.  il 
laiil  reinar(|iiei'  (|iie.  d  après  la  iion\cllc  livpollièscî 

I 
T  -=  "' 

les  foi'inules  (3)  (viTifiérs  aussi  dans  ((;  cas)  n(tns  doii- 

iici  oui 

d\  d\           dA 

ds  _    ^*  _    '/-^ 

dx'  dy          dz              '  ' 

i/s  dl            ils 


(    j6u   ) 

d'où  l'on  liie 

d\  :  ^Y  :  dZ  =  dx  :  dy  :  dz  ; 

propoiiioii  caiactéiistique  que  l'on  obtient  en  se  dépla- 
çant le  long  d'une  ligne  de  courbure,  et,  par  suite,  la 
ligne  L  est  bien  ligne  de  courbure.  c.  q.  f.  n. 
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Montpellier. 

GaI.CIL    DIFrKRK.NÏIIîL    ET    INTÉGRAL. 

ÉpiiEUVE  ÉCRITE.  —  Une  .siu'face  est  repvcsentée,pnv 
rapport  à  des  axes  rectangulaires,  par  V cqiialion 

délenniner  les  fonctions  f  et  o  de  façon  que  la  somme 
des  rayons  de  courbure  principaux  soit  nulle  en  tout 
point  de  la  surface. 

Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  obtenue,  et  déterminer  ses  lignes  as}  nipfo- 
tiques. 

Épreuve   pratique.    —    Calculer  la  surface  de   la 

partie  du  cylindre 

y'-^ipx 

comprise  a  V intérieur  de  la  sphère 

a?2  -+- JJ^2  _|-    -2  _   (  .y  p  _4_  a)x. 


(  5(3i   ) 

AsTRONOMIi;. 

Epreuve  échite.  —  I.  Déduire  du  principe  de  la 
i^ravilalion  universelle  les  lois  du  niou^'euient  d'un 
corps  céleste  autour  du  Soleil. 

II.  Définir  les  éléments  d'une  orbite  elliptir/ue  et 
faire  connaître  à  V instant  t  : 

I  "   La  position  de  la  planète  dans  son  orbite; 

2°  Ses  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques ; 

3"  iSe^  coordonnées  géocentriques  équatoriales. 

Epreuve  pratique.  —  La  latitude  géographique  de 
Montpellier  est  43"36'44",o. 

Calculer  la  latitude  géocentrique  o'  et  la  distance 
géocenti'ique  h  du  même  point  en  adoptant  les  valeurs 
suivantes  des  cléments  du  sphéroïde  terrestre  : 

Rayon  Lquatorial «  =  (>  377  397'",  i5 

Rayon  polaire 6  =  G  356 078'", 96 

,     .  a  —  b  I 

z  =  aplalissemenl  = =  — ■• 

a  299,  ui 

MÉCVNIQVE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  fixe,  une  barre 
homogène  non  pesante,  AB,  est  mobile  autour  de  son 
extrémité  A  qui  est  fixe.  Un  point  M,  non  pesant, 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  barre,  est  attiré  par 
chaque  élément  de  celle-ci  proportionnellement  aux 
masses  et  à  la  distance,  V attraction  étant  égale  à 
l'unité  pour  des  masses  égales  à  l'unité  placées  à 
l'unité  de  distance. 

I.  J'Jlablir  les  équations  qui  déterminent  le  mouve- 
ment du  système. 

Ann.  de  Mallicntat .,  V  série,  t.  \1\.   (  Dccfiiibrc  if)00.)       3() 
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JI.  On  suppose  la  masse  de  la  havre  égale  à  3,  celle 
du  point  M  égale  à  i ,  la  longueur  de  la  havre  égale 
à  i  ^  la  vitesse  angulaire  initiale  de  la  harve  égale  à  to, 
et  enfin  la  vitesse  relative  initiale  du  point  M  sur  la 
harre  égale  à  o. 

Dans  ces  hypothèses^  étudie?'  en  détail  le  mouvement 
dans  les  deux  cas  : 

i"  La  position  initiale  du  point  M  est  A  ; 
2"   Cette  position  ijùtiale  est  B. 

Epreuve  pratique,  —  Ox^  OjS  Os  sont  trois  axes 
rectangidaires.  On  considère  le  tore  engendré  par 
la.  révolution  autour  de  Os  d'un  cercle  situé  dans  le 
plan  zOx,  de  rayon  R,  et  dont  le  centre  est  place 
sur  Ox  à  la  distance  a  du  point  O   («  >»  R). 

On  suppose  le  tore  rempli  d'une  matière  homogène, 
et  l'on  demande  de  calculer  les  moments  d'inertie  du 
tore  par  rapport  aux  trois  axes  Ox^  Ov,  O z. 

Grenoble. 

A  s  T  R  0  N  0  JI  1  E  . 

Epreuve  écrite.  —  Réduction  des  observations  mé- 
ridiennes pour  la  déternnnalion  de  l'heure  du  passage 
d'une  étoile  au  méridien.  Formule  de  BesseL 

Epreuve  puatique.  —  Calculer  la  longueur  ()  du 
méridien  terrestre  supposé  elliptique,  connaissant  l'ex- 
centricité e  et  la  longueur  s  d'un  arc  mesuré  entre  les 
latitudes  A  et  )/. 

Données  numériques  : 

s   =55i583^,j,  À  =51°   2'io",5, 

e-  =  o  ,005979,  X'  =  4  1  "  >  I  '  \  \",  8. 
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CVLCI'L    DIFFKUKNTIKI,    KT    INTICGUM.. 

Epreuve  écrite.  —  On  donne  i  équation  aux  dcii- 
vées  parlieltes 

z^('£  -h  p-  -+-  q-  )  —  xpzx  —  -xq  zy  —  x- — jk' ~  o 

<lc finissant  des  surfaces  rapiiortées  à  trois  axes  rectan- 
gulaires : 

i"  Démontrer  que  cette  équation  ne  cliange  pas  si 
l'on  fait  tourner  les  axes  autour  de  Oz\ 

a"  Rechercher  parmi  les  surfaces  intégrales  toutes 
celles  qui  sont  de  réx^olution  autour  de  Oz\  et  aussi 
toutes  celles  qui  sont  de  révolution  autour  d' une  droite 
du  plan  xOy., 

3"  Intégrer  complètement  V équation  proposée,  et 
donner  sa  solution  singulière. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  courbe  (V in- 
ler section  des  deux  surfaces 

z-  —  b  z  —  ax  =^  o.         z''  —  ifjz^  -h  (t-r-  =  o, 

et  l'on  demande  : 

i"  De  construira  ses  jirojections  sur  les  plans  coor- 
donnés,■ 

2"  De  rectifier  cette  courbe. 

AlKCANigri;. 

Epreuve  fxrite.  —  hn  tube  recliligne  matériel 
homogène  Ox\,  de  masse  'J.  et  de  longueur  a,  lié  en  O 
à  un  axe  fixe  vertical  Oz  auquel  il  reste  perpendicu- 
laire, peut  tourner  lihrement  autour  de  cet  axe.  Deux 
points  matériels  AI  et  1M(,  de  masse  m  et  in\,  glissent 
sans  frottement,  le  premier  dans  le  tube,  le  seconxl  sur 
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l'axe  Oz.  Ces  points  sont  pesants  et  exercent  de  plus 
l'un  sur  Vautre  des  attractions  mutuelles  proportion- 
nelles à    la   distance   qui    les   sépare.    On   suppose   à 
l'origine  M,  sans  vitesse,  le  tube  animé  d'une  vitesse 

Fig.  ,. 


angulaire  donnée  to  et  M  en  repos  relatif  dans  le  tube. 
On  demande  le  mouvement  du  système.  Le  tube  est 
bouché  en  O,  ouvert  en  A.  Quand  M  s'éloigne  de  O, 
que  faut-il  pour  qu'il  ne  sorte  pas  du  tube?  3Iouve- 
ment  ultérieur  quand  M  peut  quitter  le  tube. 

Epreuve   pratique.    —    Un   cylindre   homogène  de 
révolution,  de  hauteur  /«,  est  supporté  par  une  tige  OA 

Fig.  2. 
0 


de  mente  longueur  h,  dont  on  néglige  la  masse  et  qui 
est  le  prolongement  de  son  axe  AB.  Cette  tige  est  liée 
en  O  à  un  axe  horizontal  autour  duquel  elle  peut 
tourner. 
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I.  Quel  fiait  cire  le  rayon  du  cylindre  pour  que  le 
pendule  simple  synchrone  ait  la  longueur  ih? 

II.  Cette  condition  étant  remplie,  on  ajoute  une 
masse  additionnelle  ni  t/ue  l'on  fait  glisser  le  long  de 
la  tige  entre  O  et  A,  et  l'on  demande  d'étudier  la 
variation  de  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
suivant  la  position  de  m. 

Poitiers. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Trouver  l'éifuation  générale  des 
surfaces  représentées  par  V équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

Mode  de  génération.  Evaluer  la  surface  particu- 
lière qui  contient  la  droite  j'  ^  o,  :r  =  o.  Evaluer  le 
volume  de  chacune  des  deux  nappes  de  cette  surface. 

Epreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

\xy"-^-y'-\-  ':^ysfx  =  ar* . 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Etablir  les  formules  qui  déter- 
minent l'anomalie  excentrique,  le  rajon  vecteur, 
l'anomalie  vraie.  —  Calcul  approché  de  V anomalie 
excentrique. 

Epreuve  pratique.  —  Les  coordonnées  d'une  étoile 

sont  : 

Ascension  droite o''3"'  jo" 

Déclinaison  boréale ;")8"35'53 
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On    (i    mesuré   la   hauteur   et    l'azimut   et    l'on    a 
trouvé  : 

Hauteur 3|°2i'25" 

Azimut  compté  du  point  sud  vers  l'ouest.  .  .      i4i°25'4'J" 

Calculer  V angle  horaire  et  la  latitude.  U heure  rie 
V observation  est  postérieure  à  6''3o"'  de  temps  sidéral . 

MÉCAMQUK. 

Epreuve  écrite.  —  L' n  point  matériel  mobile  sur 
la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'u/ie  hj  per- 
bole  équilatère  autour  de  son  axe  non  transverse  est 
soumis  à  V action  d' une  force  attractive  perpendicu- 
laire au  plan  du  cercle  de  gorge  et  inversement  pro- 
portionnelle au  cube  de  sa  distance  à  ce  plan,  [jl  étant 
l'intensité  à  V unité  de  distance  :  il  part  d'une  hau- 
teur h  au-dessus  de  ce  plan  avec  une  vitesse  ini- 
tiale ^"0  =  "7^  tangente  au  parallèle.  Etudier  le  mou- 
vement. Calcul  de  la  réaction. 

Epreuve  pratique.  —  Un  corps  de  révolution  se 
compose  dun  tore  et  d^un  disque  circulaire  dont  la 


section  circulaire  moyenne  se  confond  avec  la  section 
moyenne  du  tore.  Le  rayon  du  cercle  générateur  du 
tore  égale  o"%o5,  le  rayon  du  disque  0*^,2  5  et  son 
épaisseur  o"',oi  j  densité  8.  —  En  supposant  ce  corps 
animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe 
dans  lequel  il  fait  looo  tours  par  minute,  on  demande 
de  calculer  :  l '^  sa  force  inve;  u"  le  travail  mécanique 
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équ'iK^alenl ;  3"  quelle  quantilé  de  chaleur  correspon- 
drait  à  V anéantissement  subit  de  cette  force  vive. 
[Équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  z^"^-^^^'"-) 
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PREMIERE     SESSION 


Géométrie  analytiqlk. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  prend  sur 
l'axe  0^7  les  points  A,  A'  dont  les  abscisses  sont  a  et  G«> 
puis,  sur  l'axe  Oy,  le  point  B  d'ordonnée  3a.  On  consi- 
dère le  faisceau  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  au 
triangle  A  A'  B. 

i"  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques  et  en  déduire 
que  ces  courbes  ont  un  quatrième  point  commun. 

Trouver  le  lieu  des  centres  et  tracer  cette  ligne. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  M  du  plan  pour  lequel  l'hyper- 
bole équilatère  I\IAA'B  se  réduit  à  deux  droites. 

3°  Former  l'équation  du  lieu  S  des  points  M  du  plan  pour 
lesquels  l'axe  de  l'une  des  paraboles  MAA'B  est  également 
incliné  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  circon- 
scrite au  même  quadrilatère. 

4°  M  étant  un  point  d'abscisse  aa  et  d'ordonnée  positive, 
sur  le  lieu  S,  construire  les  axes  mêmes  des  paraboles  MAA'B 
et  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  ces 
mêmes  points. 

5°  Voir,  par  le  calcul,  si  l'on  peut  déterminer  un  point  M, 
sur  le  lieu  S,  par  la  condition  que  toutes  les  coniques  circon- 
scrites au  quadrilatère  AIAA'B  aient  mêmes  directions  d'axes. 

Épure. 
Ombre  d'une  sphère  sur  un  hémisphère. 

On  donne  : 

1°  Une  sphère  G  de  rayon  /•  =  5o""". 
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Projection  du  centre  C  à  i3o"""  du  côté  gauche  du  cadre  et 
à  95°""  au-dessus  du  côté  inférieur. 

Cote  du  centre  au-dessus  du  plan  horizontal  =  120""". 

1°  Un  hémisphère  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  hori- 
zontal, rayon  R  =  8o""\ 

Centre  O  dans  le  plan  horizontal  à  26o"''"du  côté  gauclie  du 
cadre  et  à  135™"'  au-dessus  du  côté  inférieur, 

3°  Une  direction  lumineuse.  Cette  direction  faisant  avec  le 


plan  horizontal  un  angle  de  \o°  et  sa  projection  horizontale 
faisant  avec  le  grand  côté  du  cadre  un  angle  de  ij",  et  l'on 
demande  de  déterminer  en  projection  horizontale  : 

a.  Les  ombres  propres  de  la  sphère  et  de  l'hémisphère 
éclairés  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  la  direction 
donnée; 

b.  L'ombre  portée  par  la  sphère  sur  l'hémisphère; 

c.  L'ombre  portée  par  l'hémisphère  sur  le  plan  horizontal. 
On  aura  soin  de  recouvrir  de  hachures  noires  régulièrement 

espacées  les  parties  vues  en  projection  horizontale,  qui  sont 
dans  l'ombre. 

Les  courbes  d'ombres  propres  ou  portées  seront  déterminées 
par  points. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  et  pour  chacune  d'elles  la  con- 
struction d'une  tangente. 

11  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des  points  et  droites 
remarquables. 

Cadre  de  270"'"  sur  45o""". 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Ombre  d'une  sphère  sur  un  hémisphère. 
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DEUXIEMK    SESSION 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

Les  axes  de  coordonnées  élant  rectangulaires,  on  considère 
la  conique  G,  qui  a  pour  équation 

y^—xpx  —  o, 

et  un  point  P  de  son  plan  dont  les  coordonnées  sont  désignées 
par  a,  p. 

1°  Former  l'équation  de  la  ligne  S  qui  limite  la  région  du 
plan  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point  P,  pour  qu'il  existe 
trois  normales  réelles  et  distinctes  à  la  conique  C  issues  de  ce 
point  P.  Tracer  la  ligne  S. 

■i°  Trouver  le  lieu  S'  du  point  P  pour  lequel  l'une  des  nor- 
males PQ  à  la  conique  C  passe  par  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté sur  l'axe  Ox  par  les  deux  autres.  Déduire  graphique- 
ment la  ligne  S'  du  tracé  de  S. 

3"  Les  pieds  de  ces  deux  dernières  normales  étant  IM  et  M, 
trouver  le  lieu  V  du  pôle  de  la  corde  IMN,  quand  le  point  P 
parcourt  la  ligne  S'. 

4°  Le  pied  de  la  troisième  normale  étant  Q,  trouver  le  lieu 
du  pôle  de  chacune  des  cordes  QM,  QN. 

5°  Quel  est  le  nombre  des  points  P  tels  que  deux  des  nor- 
males à  C,  issues  de  ce  point,  soient  rectangulaires,  et  que 
l'une  d'elles  passe  par  le  milieu  du  segment  intercepté  sur  Oa; 
par  les  deux  autres?  Construction  graphique  de  ces  points. 

Épure. 
Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

On  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de 
l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre,  les  surfaces  étant 
définies  de  la  manière  suivante  : 

i"  Le  cône  a  sa  base  contenue  dans  un  plan  donné  par  sa 
trace  horizontale  RII  (R  sur  le  côté  gauche  du  cadre  à  240""" 
du  côté  supérieur,  II  sur  le  côté  supérieur  à  180"""  du  côté 
gauche)  et  son  angle  =  60°  avec  le  plan  horizontal,  de  manière 
que  le  raballemcni  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  soit  -xV . 
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La  base  de  ce  cône  est  un  cercle  tangent  en  A  au  plan  hori- 
zontal (A  milieu  de  RII),  son  rayon  est  de  65""". 

Le  sommet  du  cône  est  le   point  S  du   plan  horizontal  (la 


droite  SA  fait  un  angle  de  5o°  avec  RH  ),  la  longueur 

AS  =  35o™'». 

1°  Le  cylindre  a  sa  base  contenue  dans  un  plan  donne  par 
sa  trace  horizontale  L^K  parallèle  aux  grands  côtés  du  cadre 
et  son  angle  =  45°  avec  le  plan  horizontal.  Cette  base  se  pro- 
jette horizontalement  suivant  un  cercle  w^  tangent  en  ^  à  la 
droite  LK;  le  rayon  de  ce  cercle  est  de  70°"".  Les  génératrices 
du  cylindre  sont  horizontales  et  parallèles  à  la  droite  RH  ; 
celle  qui  passe  par  ^  rencontre  la  droite  AS  au  point  A  tel 
que  AA  =  i4o""". 

On  représentera  le  cône  opaque  en  suppi'imant  de  cette 
surface  la  portion  comprise  dans  le  cylindre,  cette  dernière 
surface  étant  enlevée.  On  limitera  le  cône  au  plan  de  la  base 
donnée. 

On  construira  ensuite,  à  la  place  indiquée  sur  l'épure,  la  pro- 
jection horizontale  du  solide  commun  au  cône  et  au  cylindre  en 
admettant  la  transparence  des  surfaces  qui  limitent  ce  solide. 

Les  constructions  nécessaires  à  l'obtention  d'un  point  cou- 
rant et  de  sa  tangente,  ainsi  que  celles  exécutées  pour  la 
recherche  des  contours  apparents  ou  des  points  et  tangentes 
remarquables  seront  tracées  à  l'encre  rouge. 

Cadre  de  270"""  sur  45o'"™. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cône  entaillé  par  un  cylindre. 

Reproduire  sur  l'épure  les  données  numériques. 
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OllESTIOXS. 


187G.  Pour  quelles  valeurs  de  .rj  et  x.,.  la  somme 


xi{n  —  i)-i-.r.>        xi(n  —  2)-f->,.r.,  Xi-^{n  —  ijjt-^ 

a-t-elle  une  limite,  quand  n  grandit  indéfiniment? 

Calculer  cette  limite.  (E.  Weill.) 

1877.  On  donne  un  triangle  CAB.  Sur  AB,  AG  comme 
demi-diamètres  conjugués,  on  construit  une  ellipse  (E);  sur 
AB,  BG  on  construit  pareillement  une  seconde  ellipse  (E'). 
Etudier  les  intersections  des  deux  ellipses  (E),  (E'). 

(G. -A.    L.VISANT.) 

1878.  On  considère  une  ellipse  E  et  le  cercle  G  concentrique 
à  l'ellipse  ayant  pour  diamètre  la  somme  des  axes  de  E.  D'un 
point  M  quelconque  de  C  on  mène  les  tangentes  à  E  dont  les 
points  de  contact  sont  P  et  Q.  Soit  (II)  la  parabole  tangente 
en  P  et  Q  aux  droites  1\IP  et  MQ. 

1°  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  (U)  est  l'ellipse  E; 

■>."  Les  paraboles  (TI)  sont  tangentes  à  la  développée  de 
l'ellipse  E; 

3"  La  directrice  des  paraboles  (n)  enveloppe  un  cercle; 

4"  L'axe  des  paraboles  (FI)  enveloppe  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussements.  CE.-N.  Barisie>'.) 

•  1879.  La  tangente  en  un  point  .AI  d'une  conique  à  centre, 
coupe  les  axes  en  A  et  B,  la  normale  au  même  point  les  ren- 
contre en  A'  et  B';  soit  ni  le  centre  de  courbure  du  point  1\I. 
Démontrer  que 

m  A'  _  MA 
TuB^  ~  MB' 

et  déduire  de  celte  propriété  une  construction  simple  du  centre 
de  courbure.  (  Diu)Z-F\rnv.^ 

1880.  Les  intersections  des  plans  principaux  d'une  quadrique 
avec  la  normale  en  un  point  M  de  cette  quadrique  déterminent 
trois   régions   sur   cette   normale.   La   région   qui  comprend  le 
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point  M  ne  contient  aucun  des  centres  de  courbure  principaux 
correspondant  à  ce  point  M.  Pour  un  point  P  de  cette  région, 
PM  est  la  plus  courte  distance  du  point  P  à  la  quadrique,  si 
celle-ci  n'est  pas  un  ellipsoïde.  Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde,  la 
région  contenant  le  point  M  se  compose  de  deux  segments  in- 
finis; pour  un  point  P  situé  dans  le  même  segment  que  M, 
PM  est  la  plus  courte  distance;  pour  un  point  P  situé  dans 
l'autre  segment,  PM  est  la  plus  grande  distance.  Pour  les 
points  P  situés  dans  les  autres  régions  de  la  normale,  PM  n'est 
ni  la  plus  petite  ni  la  plus  grande  des  normales  menées  du 
point  P  à  la  quadrique.  (A.  Pellet.) 

1881.  Les  pieds   des   quatre  perpendiculaires    abaissées  du 

centre  d'un  hyperboloïde  équilatère  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 

conjugué  sont  situés  dans  un  même  plan. 

(A.  Pellet.) 

1882.  Étant  données  deux  paraboles  focales  l'une  de  l'autre 
dans  l'espace,  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  s'ap- 
puyant  sur  ces  deux  paraboles  et  parallèle  à  un  plan  passant 
par  l'axe  commun  des  paraboles  est  un  conoïde  droit. 

(A.  Pellet.) 

1883.  Par  chaque  point  de  l'espace  on  mène  une  perpendi- 
culaire sur  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  une  qua- 
drique donnée.  On  a  ainsi  un  complexe.  Les  droites  du  com- 
plexe situées  dans  un  plan  enveloppent  une  conique.  Trouver 
le  lieu  des  foyers  de  cette  conique  pour  les  plans  parallèles  à 
un  plan  donné.  (A.  Pellet.) 

1884.  Dans  le  plan,  une  courbe  de  troisième  classe  C  et 
une  cubique  C  pouvant  se  correspondre  ainsi  :  l'un  des  trois 
systèmes  de  coniques  S  qui  admettent  G  pour  jacobienne  tan- 
gentielle  se  compose  des  coniques  inscrites  à  l'un  des  trois 
systèmes  de  quadrilatères  inscrits  à  S',  et  l'un  des  trois  sys- 
tèmes de  coniques  S'  qui  admettent  C  pour  jacobienne  ordi- 
naire se  compose  des  coniques  circonscrites  à  l'un  des  trois  sys- 
tèmes de  quadrangles  circonscrits  à  C.  On  peut  se  donner  G', 
par  exemple,  et  il  y  a  alors  trois  courbes  G. 

(G.  FOXTENÉ.) 

188o.  Les  hexaèdres  complets  conjugués  à  quatre  quadriques 
dépendent  de  deux  paramètres.  Démontrer  que  les  plans  des- 
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faces  sont  osculateurs  à  une  cubique  gauche  l\  et  que,  si  t  est 
un  paramètre  qui  correspond  uniformément  aux  pians  oscu- 
lateurs  de    la  courbe,   les    six.    valeurs   de   t   pour  les  divers 
hexaèdres  sont  données  par  une  équation  de  la  forme 

X  et  |Ji  variant  (G.  Fontenk.) 

'  1886.  Si  l'on  inscrit  dans  une  circonférence  un  quadrilatère 
quelconque  abcd,  et  un  rectangle  efgh,  dont  les  diagonales  eg 
i't  fh  sont  perpendiculaires  aux  diagonales  ac  et  bd  du  quadri- 
latère abcd,  les  quatre  côtés  de  deux  quadrilatères  se  coupent 
en  seize  points,  qui  sont,  de  quatre  en  quatre,  sur  des  lignes 
droites  I,  J,  K,  L.  La  polaire  du  point  d'intersection  de  deux 
quelconques  de  ces  quatre  droites  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence passe  par  l'intersection  des  deux  autres  droites. 

(  I>.  Klug.) 

1887.  Dans  un  tronc  de  cône  de  révolution,  soient  B  le  rayon 
de  la  grande  base,  b  celui  de  la  petite,  et  soit  h  la  hauteur  du 
tronc.  Un  plan  mené  tangentiellement  à  la  petite  base  par  le 
centre  de  la  grande  détache  du  tronc  de  cône  un  onglet.  Si 
l'on  désire  connaître  le  volume  de  cet  onglet,  c'est-à-dire  la 
formule  de  ce  volume  en  fonction  de  B,  b,  h,  et  qu'à  cet  effet 
on  décompose  l'onglet  en  éléments  par  des  plans  parallèles  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cône,  on  se  trouve  en  présence  d'une 
opération  longue  et  pénible. 

On  propose  de  trouver  une  marche  qui,  par  un  très  léger 
calcul,  ramène  tout  à  l'intégration  d'une  différentielle  unique 
et  de  la  forme  \/a  --  bx  -h  cx-dx.  (Gii.  Ruciionnet.) 

1888.  Lorsqu'une  transversale  a^Y)  ^  ""  triangle  ABC,  passe 
par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  les  trois  cercles, 
ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère  com- 
plet ACay^iB,  se  coupent  en  deux  points  qui  sont  situés,  l'un 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  l'autre  sur  le  cercle 
des  neuf  points  relatifs  au  même  triangle.  (G.  Blanc.) 

1881».  Lorsque  deux  triangles,  l'un  inscrit  dans  l'autre,  sont 
involutifs,  tout  système  de  trois  droites  passant  par  les  som- 
mets du  triangle  circonscrit  détermine,  sur  les  côtés  de  l'inscrit, 
trois  points  qui  forment  six  segments  involutifs. 

(G.  Blanc.) 
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1890.  Lorsque  trois  triangles  sont  liomologiques  deux  à  deux, 
si,  dans  le  triangle  formé  par  les  trois  axes  d'homologie,  un 
sommet  est  un  centre  d'homologie,  chacun  des  deux  auti-es 
sommets  est  aussi  un  centre  d'homologie.  (G.  Blanc) 

y  1891.  Dans  un  pentagone,  les  lignes  menées  par  le  milieu 
d'un  côté  et  par  le  milieu  delà  droite  qui  joint  les  intersections 
des  diagonales  issues  des  extrémités  de  ce  côté  sont  con- 
courantes. 

,  1892,  Dans  un  pentagone,  les  cercles  de  neuf  points,  relatifs 
aux  triangles  formés  par  deux  côtés  consécutifs  et  une  diago- 
nale, se  coupent,  deux  à  deux,  en  5  points  qui  sont  sur  un 
même  cercle.  (G.  Bi-anc.) 

1893.  On  donnfi  une  parabole  P  représentée  par  y- — o.px^^o; 
on  considère  les  paraboles  Q  qui  touchent  OX  en  O  et  dont 
les  directrices  sont  tangentes  à  P. 

1°  Former  l'équation  générale  des  paraboles  Q,  démontrer 
que  par  chaque  point  du  plan  il  passe  trois  de  ces  paraboles, 
déterminer  la  région  où  sont  situés  les  points  tels  que  deux 
des  trois  paraboles  qui  y  passent  soient  confondues; 

2"  Former  l'équation  de  l'axe  d'une  parabole  Q,  en  déduire 
qu'il  passe  trois  axes  par  chaque  point  du  plan,  trouver  le  lieu 
des  points  tels  que  deux  axes  correspondants  soient  rectan- 
gulaires; 

3"  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  Q; 

/i"  Former  l'enveloppe  des  tangentes  aux  sommets. 

(Gh.  Biocnn:.  ) 

1894.  On  donne  les  trois  surfaces  du  i"  degré 

Q 1  =  .7'-  -i-  « ( -^  —  j' )  -+-  3 a-  =  o, 
(,^2  ^=  zx  -^  a{x  —  z)  -^  'ia-  :^  o, 
Qj  =  ay  -f-  «(j'  —  ir  j  T-  3«-  =  o  ; 

1°  Démontrer  que  ces  surfaces  passent  par  une  même  cubique 
gauche; 

i"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par 
cette  cubique  : 

3"  Trouver  les  droites  situées  sur  ce  lieu.      (Cii.  Biociii:.) 

1893.  On  considère  l'hyperbole  équilatère  (II)  ayant  pour 
sommet  les  foyers  d'une  ellipse  (E).  D'un  point  quelconque  P 
de  cette  hyperbole,  on  abaisse  une  des  nonyiales  dont  le  pied 
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est  en  A.  Du  centre  U  de  (K)  on  ;il)aissc  la  |)Cij)endicu- 
laire  OS  sur  la  tangente  en  A  et  OQ  sur  la  normale  en  A.  On 
obtient  ainsi  le  rectangle  OQAS.  Montrer  que  le  produit  des 
aires  des  quatre  rectangles  analogues  correspondant  aux  pieds 
des  quatre  normales  est  une  quantité  constante. 

(E.-N.  Barisikn.; 

1896.  Etant  donnée?  deux  tangentes  rectangulaires  à  l'ellipse 
dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B,  du  centre  O  de  l'ellipse 
on  abaisse  les  perpendiculaires  OS  et  OS'  sur  les  tangentes  en 
A  et  en  B,  et  les  perpendiculaires  OQ  et  OQ'sur  les  normales 
en  A  et  B.  Quelle  que  soit  la  position  des  tangentes,  on  a 

OS  X  OQ  =  OS'x  0Q'=  constante. 

(E.-\.  Barisikn.j 

1897.  Si  l'on  considère  toutes  les  hyperboles  équilatéres  qui 
passent  par  deux  points  donnés  et  dont  les  asymptotes  ont 
une  direction  fixe  : 

1°  Le  lieu  des  centres  de  ces  hyperboles  est  une  droite: 

■2°  Le  lieu   dos  sommets  se  compose  d'une  ellipse  et  d'une 

hyperbole  ; 

3"  Le  lieu  des  foyers  se  compose  aussi  d'une  ellipse  et  d'une 

hyperbole  concentriques.  (E.  Bauisiex.) 

1898.  Soient  ABCD  un  quadrilatère;  A',  B',  C,  D' les  centres 
des  cercles  inscrits  aux  triangles  BCD,  GDA,  DAB,  ABC  res- 
pectivement; a,  p,  Y,  0  les  périmètres  de  ces  triangles.  Dé- 
montrer que  le  centre  de  gravité  des  poids  a,  ,3,  y,  o  placés  en 
A,  B,  G,  D  est  le  même  que  celui  des  mêmes  poids  placés  en 
A',  B',  G',  D'  respectivement.  (G. -A.  Lvisant.) 

1899.  On  donne  un  point  A  et  une  droite  l)  située  à  une 
distance  d  du  point   A.   Une  longueur  BG  =  — —    se   déplace 

sur  D.  Montrer  que  la  droite  d'Euler  du  triangle  ABC  enve- 
loppe une  parabole.  (E.-N.  Bauisikn.) 

1900.  On  considère  deux  points  fixes  A  et  B  et  un  cercle 
décrit  du  milieu  O  de  AU  comme  centre  avec  un  rayon  égal 
;i  OAy/j.  iMontrcr  que  pour  un  point  G  quelconque  de  ce 
cercle  le  triangle  ABG  jouit  de  cette  propriété  que  l'axe  ra- 
dical i\o  -inii  circle  de«  neuf  points  est  parallèle  à  la  médiane  OG. 

(K.-N.  Baiiisien.) 
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Les  JVouvelles  Annales  ont  publié  dans  Je  numéro 
d'août  1900  un  important  article  de  M.  Landau  :  Sur 
les  conditions  de  divisibilité  d'un  produit  de  facto - 
rielles  par  un  autre.  Par  suite  d'un  malentendu,  cet 
article  a  été  inséré  sans  que  l'auteur  ait  pu  revoir  les 
épreuves,  alors  qu'elles  étaient  censées  avoir  été  revues. 
[1  est  résulté  de  ce  fait  un  certain  nombre  d'erreurs 
que  nos  lecteurs  sont  priés  de  corriger  d'après  Verrata 
ci-après  : 
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tels  que  les  différences     —     — h    aient 
L  -^i.  J 
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y  4 
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factoriclles  par  un  autre,  par  M.  E.  Landau 344 

Rectification  à  l'article  précédent 576 

K.  —  Géométrie  et  Trigonométrie  élémentaires  (étude  des  figures 
formées  de  droites,  plans,  cercles  et  sphères  )  ;  Géométrie 
du  point,  de  la  droite,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère; 
Géométrie  descriptive;  perspective. 

Kl  c  Sur  quelques  nouveaux  théorèmes  relatifs  au  triangle; 

par  M.  F.  Caspary -5 


(  -^f)  ) 

Klc  Pour  la  Géométrie  récenlc;  par  M.  <J.  Candido.. . .     :>\\ 

K6b  Sur  les  équations  fondainenlalcs  de  la    lliéorie  des 

surfaces,  rapportées  à   deux  triédrcs   bircctangles 

mobiles;  par  M.  l'abbé  Jssaly /|() 

Kll  Deuxième  concours  des  A  OMt'e//e.s  v4nna/e.«  pouriSou; 

par  iM.  G.  Gallucci l'^h 

Kll  Deuxième  concours  des  A^OMi^e/Zes  Annales  pour  1*^99; 

par  M.  E.  Duporcq 193 

Klle       Concours  de  rÉcolc  des  Ponts  et  Chaussées  (1899); 

Géométrie  analytique;  solution   fjéométrique;   par 

M.  Allan  Jerrold 22/1 

K13a        Sur   la    simplification    des   fornuilcs    d'angles    et  de 

dislances   en    Géométrie   de    l'espace;    par    M.    L. 

liipert ',09 

L'.  —  Coniques. 

L'Sb  Démonstration  géométrique  d'une  propriété  des  nor- 
males à  une  conique  à  centre;  par  M.  A.  Vac- 
quant 5o2 

L.'17e       Au    sujet   d'un    théorème  de    RI.    G.    Humbort;    par 

M.  n.  Bricard 3G9 

L'18b       Note  pour  servir  à  l'étude  des  faisceaux  de  coniques; 

par  M.  /.  Ser i^G 

L^.  —  Quadriques. 

L-4c  Sur  le  minimum  de  l'angle  que  fait  un  diamètre  d'un 
ellipsoïde  avec  sou  plan  diamétral  conjugué;  par 
M.  Blutcl 466 

L^lSe      Premier  concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1900; 

par  1^1 .  A.  Lag range 629 

M'.  —  Courbes  planes  algébriques. 

M'3  Remarques  sur  quelques  théorèmes  généraux  de  Géo- 
métrie métrique;  par  iSF.  Cli.  Michel 1O9 

M'3e  Sur  la  symétrie  de  deux  figures  algébriques  par  rap- 
port à  un  point;  par  ISI.  S.  Mangeot /|5i 

M'5cz      Sur  les  cubiques  slrophoïdalcs:  par  M.  Lagrange . .       66 

M".  —  Surfaces  algébriques. 

M-2e         Sur  la  symétrie  de  deux  figures  algébriques  par  rap- 

l»orl  à  un  point  ;  par  M.  5.  Mangeot 4'" 
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rages. 
M-3h,'i      Formes  l'éduites  d'une    relation    Iriplemcnt  linéaire 

enti-e  trois  variables;  par  M.  G.  Fontené ^94 

M-4c         Sur  les  surfaces  du   quatrième  ordre  qui  ont  deux 

droite  doubles;  par  M.  G.  Fontené 4*^o 

M- 41  Sur  la  surface  de  l'onde  et  la  surface  correspondante 

d'élasticité  ;  par  M.  E.  Lacour 862 

M*.  —  Courbes  gauches  algébriques. 

M'5  Sur  une  gerbe  de  cubiques  gauches;   par  M.  Stity- 

vaert 548 

0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématique;  appli- 
cations géométriques  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces;  qua- 
drature et  rectification;  courbure;  lignes  asymptotiques, 
géodésiques;  lignes  de  courbure;  aires;  volumes;  sur- 
faces minima;  systèmes  orthogonaux. 

02  Sur  une  classe  de  courbes  planes  remarquables:  par 

-M.  E.  Cesàro 'jSg 

0  2b  Problèmes  divers  sur  la  méthode  inverse  des  tan- 
gentes ;  par  M.  Ed.  Collignon 11 

0  2b  Problèmes  sur  les  normales  aux  courbes  planes; 
courbes  dans  lesquelles  la  somme  N  -(-  N'  est  con- 
stante ;  par  M.  Ed.  Collignon 433 

0  2q  Sur  les  adjointes  infinitésimales  d'une  courbe  plane  ; 

par  jM.  m.  d'Ocagne 219 

0  4a  Symétrie    orthogonale    par   rapport    à    un    cylindre 

quelconque  ;  par  M.  G.  Pirondini 107 

04b  Sur  l'hélicoïde  général  ;  par  M.  l'abbé  Issaly 499 

05b  Sur  le  développement  de  l'équation  difTérentielle  des 
lignes  géodésiques  d'une  surface;  par  M.  l'abbé 
Issaly 392 

051  Sur  deux  théorèmes  de  Géométrie  différentielle;  par 

M.  C.  Lamioni 557 

P.  —  Transformations  géométriques  ;  homographie;  homologie 
et  affinité  ;  corrélation  et  polaires  réciproques  ;  inver- 
sion ;  transformations  birationnelles  et  autres. 

P  Sur  la  transformation,   point  par  point,  des  courbes 

algébriques;  par  M.  V.  Janiet 5o6 

PI  a  Note  rectificative;  par  .Al.  P.  Lefebvre 177 
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Q.  -  Géométrie.  Divers;  Géométrie  à  n  dimensions;  Géométrie 
non  euclidienne.  Analysis  situs;  Géométrie  de  situa- 
tion. 

l'as;  os. 

Qlb          Les  séries  dans  la  Pangéomélric  ;  [>av'\\.  M.  EJunov.  iS 

Q3  Sur  les  développantes  de  certaines  lignes  on  S„  et  sur 

une  propriété  caractéristique  des  courbes   lijper- 

sphériques  à  courbure  constante  ;  par  M.  H.  Piccioli.  38.j 

Q4b          Carrés  magiques  supérieurs;  par  M.  G.   Tarry 176 

Certificats  d'études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 
Compositions  (session  de  juillet  1899)  : 

Besançon 325 

Clerniont 3 1 

Grenoble 33 

Lille 35 

Marseille 37 

Nancy rî38 

Poitiers 77 

Rennes 78 

Toulouse 81 

Compositions  (session  de  novembre  1899)  : 

Besançon a3o 

Caen sSi 

Clermont 333 

Dijon 334 

Grenoble 335 

Lille 376 

Lyon 378 

Marseille 307 

Montpellier 3i() 

Nancy 3i4 

Bennes 371 

Toulouse 373 

Compositions  (session  de  juillet  1900)  : 

Caen 5i3 

Grenoble 563 

Marseille 5  >o 

Montpellier .')6o 

Poitiers 5G5 

Toulouse ^^\ 
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Questions  de  concours. 

l'a  secs. 

Résumé  des  principales  formules  de  la  théorie  des  fondions 
elliptiques  (  concours  d'agrégation  ) 2 

Concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure  en  igoo; 
composition  de  Mathématiques 4^" 

Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1900;  com- 
position de  Mathématiques  ;  épure 286 

Concours  général  de  1900  ;  Mathématiques  spéciales 280 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1900....     4^7 

Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1900;  compo- 
sition de  Mathématiques;  solution,  par  M.  Pkilbert  du 
Plessis 320 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1899;  so- 
lution de  la  question  de  Mathématiques  spéciales,  par  M.  A. 
Vacq  liant i3o 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1899;  so- 
lution de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires,  par 
M.  A.  Vacquant 179 

Rectification  (au  sujet  de  l'article  précédent);  par  M.  X.  An- 
tomari 019 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1899; 
solution  du  problème  de  Mécanique,  par  J\I.  A.  de  Saint- 
Germain  468 

Préparation  à  l'agrégation.  Faculté  des  Sciences  de  Nancy; 
exercices 626 

Correspondance. 

M.  G.  PiRONDiNi  :  A  propos  d'un  article  de  M.  H.  Piccioli  et 
sur  les  hélices  cylindro-coniques 819 

Bibliographie. 

M.  d'Ocagne  :  Traité  de  Nomographie;  compte  rendu  pavM.Eiig. 

Bouché 85 

M.  Ivan  Alexandroff  :   Problèmes  de  Géométrie  élémentaire 

(  traduction  par  D.  Aitoff) i43 

M.  E.  Cahen  :  Eléments  de   la  Théorie  des  nombres;  compte 

rendu  par  M.  R.  Bricard 476 

Divers. 

Deuxième  concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1899;  résultat.         i 
Deuxième  concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1900;  sujet. . . .     .'.'|i 
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l'asies. 

Dcuxioinc  concours  des  .\ou\clles  Annules  pour  inoo:  eriala.  3;^- 

Prcmicr  concours  des  Nouvelles  Annales  [wut  1901;  sujel /|8i 

Premier  concours  des  NouK'elles  Annales  pour  ipoo;  résultat.  .')2i) 
Héclamalion  à  propos  du   lliéorcine  dit  de  /iouché;  par  M.  G. 

Fontené 1 88 

Avis  imporlanl [\^o 

Questions  proposées. 

482,  539,  558  ('  ) .38i 

573 188 

583,  585,  589,  592,  59,] i8f) 

596,  597 190 

18^3 4« 

3 

1834  à  18.37 ()5 

1838 1 44 

1839  à  1849 i(|0 

1850,  1851 239 

1852  à  1851 288 

1855  à  1866(-) 382 

1867  à  1873  (  '  ) 43i 

1874,  1875 528 

1876  à  1900 571 

Solutions  de  questions  proposées. 

193,  par  M.  L.  Bipert 45 

360,  par  un  abonné 90 

448,  par  un  abonné 90 

495,  par  un  abonné 91 

496,  par  M.  G.  Fontené 91 

1788,  par  iM.  V.  Betali 93 

1789,  par  M.  A.  Droz-Farny 237 

1791,  par  ÎM.  A.  Droz-Farny 238 

1792,  par  M.  A.  Droz-Farny 239 


(  '  )  C'est  p;ir  crieiir  que  ces  trois  questions,  précédeinmeiit  résolues,  ont  été 
léimprimécs. 

('■')    La  question   iiiipiinn'e    sous   le   n»    18.")fi    (p.    383)   tloit  (Hie   ninnérotéc 
18.50  bis. 

(')  Ces  questions,  clans  le  Volume,  ont  été  niiil  numérotées.  Il  importe  iui        y^ 
plus  Ii;int  point  de  faire  la  rectificalioii.  Vnir  1'  (c/v  important  de  la  pn^c  4**". 
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l'a  SCS. 

1793,  1794,  par  M.  L.  Ripert 3:^5 

1797,  par  AI.  Audibert 876 

1798,  par  M.  A.  Droz-Farny 877 

1800,  par  I\I.   V.  Retali 878 

1801 379 

1802,  par  M.  V.  Retali 38o 

1802,  par  Î\I.  L.  Ripert 38i 

Errata  et  rectification 48,14^,240,480,528,  576 
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